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1. A linearis programozasi feladat

1.1. Bevezetés

Egy olajfeldolgoz6 iizemben kétféle nyersolaj all rendelkezésre: az A tipusbdl 8 milli6 hordd, a
B tipusbol 5 milli6. Ezekbél készitenek benzint és gazolajat. Az tizemben hérom technologiai
eljaras koziil lehet valasztani. Az els6 eljards bemeneti-kimeneti ardnyait az jellemzi, hogy 3
hordo A-kdéolajbol és 5 hordé B-kéolajbhol 4 hordd benzint és 3 hordd gazolajat allit els. A
maésodik eljaras 1 hordé A-bol és 1 hordd B-bél készit 1 hordd benzint és 1 hord6 gazolajat,
mig a harmadik eljarasnal ezek az értékek rendre 5, 3 és 3, 4. Tudvan, hogy a benzin hordojaért
4 dollart, a gazolaj horddjaért 3 dollart kapunk, a meglévé nyersolaj készletet miképp osszuk
fel a harom eljaras kozott, ha célunk az Gssz-bevétel maximalizalasa? (Egyszertiség kedvéért
nem vessziik most tekintetbe az eljarasok esetleg eltérd iizemi koltségeit).

Jelolje z; (i = 1,2, 3) azt, hogy az egyes eljarasokat milyen mértékben hasznaljuk. z; tehat
azt jelenti, hogy az elsé eljaréssal 3x; A-olajat és bxy B-olajat dolgozunk fel, és ennek soran 4z
benzint és 3x; gazolajat kapunk. Az x; értékeknek természetesen nemnegativnak kell lenniiik.
Az adatok alapjan az A-olajbdl 3z + x5 + 53 hordot hasznalunk, és igy ez az dsszeg legfeljebb
8 milli6. A B-olajra az 5z1 + x5 + 3x3 < 5000000 egyenlStlenség adodik.

Az eljarasokkal benzinbdl Gsszesen 4x1 + xo + 33 hordé all els, melynek értéke 4(4xq 4 xo +
3xg) dollar. Gazolajbdl 3x; + x5 + 4xg hordot nyeriink, melynek értéke 3(3x; + zo + 4x3). Az
Osszbevételiink tehat 25z + 7xo + 2423 dollar. Feladatunk maximalizalni a 25z + 7xo + 2423
célfiiggvényt az x1 > 0,25 > 0,23 > 0 valamint a 3z, + x5 + 5x3 < 8000000 és 5x1 + x9 + 33 <
5000000 feltételek mellett. (Mivel z; ebben a modellben a hordok szamat jeldli, igy ki kellene
kotniink, hogy minden z; egész. A fenti feladatban azonban a hordok szama nagy, igy gyakorlati
szempontbol nem szamit, ha elengedjiik az egészértéki megkotést. Jelezziik ugyanakkor, hogy
szamos gyakorlati problémaban sziikséges lehet a valtozokra tett egészértékiiségi megkotés.
Linearis egyenl6tlenség-rendszerek egészértékt megoldhatosagaval az egészértékid programozds
foglalkozik.)

A linearis algebra egyik kiindul6 pontja a linearis egyenletrendszerek vizsgalata volt. A
Gauss-eliminacio segitségével elvi és algoritmikus vélaszt kaptunk arra a kérdésre, hogy egy line-
aris egyenletrendszernek mikor van megoldasa. A linearis programozas linearis egyenlétlenség-
rendszerekkel foglalkozik. Egy egyenlGtlenség lehet szigorti vagy egyenl@séget is megenge-
d6, de a tovabbiakban egyenlGtlenségen mindig ezen utobbit értjiikk. A legels§ kérdés az,
hogy egy egyenl6tlenség-rendszernek mikor létezik megoldasa, vagy masképp fogalmazva, egy
egyenlGtlenség-rendszer megoldas-halmaza, melyet majd poliédernek neveziink, mikor nemdiires.
Az erre vonatkoz6 eredmény (Farkas lemma) az egyenletrendszerekrdl szolo Fredholm tétel di-
rekt altaldnositéasa.

Egyenl&tlenség-rendszerekkel kapcsolatban azonban olyan 1j tipusi kérdések is felvetédnek,
amelyeknek nincs is értelmes specialis esetiik egyenletrendszerekre vonatkozolag. Megkérdez-
hetjiik, hogy valamely ¢ vektorra a cx lineéris célfiiggvény korlatos-e a P poliéderen (mondjuk)
feliilrsl. (Egy affin altéren egy lineéris célfiiggvény vagy konstans vagy nem korlatos). Ha kor-
latos, Ggy harmadik célunk meghatarozni a cx fiiggvény maximumat (vagy ha alulrdl korlatos,
gy minimumét) P-n. Persze most még azt a (kés6bb majd bizonyitasra keriils) tényt sem tud-
juk, hogy a szobanforgé maximum egyaltalan létezik-e: Weierstrass altalanos tétele szerint egy
korlatos zart halmazon folytonos fiiggvény felveszi maximumat, igy miutan cx folytonos és egy
poliéder bizonyosan zart, P korlatossaga esetén mér most is bizonyosak lehetiink a maximum
létezésében. Nemsokéra ezt is és a nem-korlatos esetet is igazoljuk, Weierstrass nélkiil.



1.2. Linearis programozasi feladat (LP) sztenderd alakja

Bar a linearis programozas altalanos egyenlGtlenség-rendszerekkel foglakozik, a tovabbiakban
specialis, agynevezett sztenderd alaku feladatot néziink.

1.1. Definicié. A sztenderd alaka feladatban adott egy A € R™*™ métrix ahol m < n,
egy ¢l € R" és egy b € R™ vektor. Keresiink olyan x € R" vektort, ami kielégiti az

Az =10

z >0

feltételeket, és ezen belill cx maximéalis. Azt mondjuk, hogy A a feladat matrixa, b a feladat
jobboldala, ¢ a linearis célfiiggvény, x pedig a valtozok vektora.

Ha A sorai linearisan OsszefiiggGek, akkor vagy van olyan egyenlet a rendszerben, ami ko-
vetkezménye a tobbinek, tehat elhagyhato, vagy Ar = b nem megoldhaté. Raadasul Gauss-
eliminacioval el tudjuk donteni, hogy a két eset koziil melyik all fenn. Ezért a sztenderd alakba
azt is beleértjiik, hogy az A matrix sorai linearisan fliggetlenek, azaz A rangja m.

[ e ]

1.1. Megjegyzés. Egy Ax < b, x > 0, max cx alaka feladat konnyen atalakithatd sztenderd
alakiva m darab 1j valtozo, igynevezett eltérésvaltozo bevezetésével. Legyen z az eltérésval-
tozok vektora, és tekintsiik az Az + [z = b, x > 0, max cx feladatot. Ez mar sztenderd alaku,
és optimalis megoldasai megegyeznek az eredeti feladat optimélis megoldésaival.

1.2. Definicié (Megoldas). Azt mondjuk, hogy z € R" vektor megoldas, ha Ax = b a fenti
LP feladatra.

1.3. Definicié (Megengedett megoldas). Azt mondjuk, hogy = € R"™ vektor megengedett
megoldasa a fenti LP feladatnak, ha Ax =bés x > 0.

1.4. Definicié (Optimalis megoldas). Azt mondjuk, hogy € R" vektor optimalis megoldas,
ha = megengedett megoldas, és tetszdleges ' megengedett megoldasra cx’ < cx.

1.2. Megjegyzés. Biztos, hogy van megoldas, mert A rangja m. A oszlopai kifeszitik az R™
teret, igy b el6allithatd ezen vektorok linearis kombinacidjaként. Megengedett megoldas viszont
nem biztos hogy van. Ha van is megengedett megoldas, nem biztos hogy van optimalis, mert
lehet hogy cx akdrmilyen nagy lehet a megengedett megoldasok halmazén.

1.5. Definicié (Bazis). Bazisnak neveziink egy olyan B leképezést a sorok halmazabol az
oszlopok halmazaba, amelyre az ag,, ag,, ..., ag,, oszlopvektorok linearisan fiiggetlenek.

1.3. Megjegyzés. A linearis algebratol eltérGen itt nem halmazt, hanem rendezett halmazt
tekintlink bazisnak.



ap, 03,08y «--

1.6. Definicio (Bazishoz tartozé bazismatrix).
ap, ag, -.. ag,, | = B

1.4. Megjegyzés. A B matrix invertalhat6, mert teljesrangd.

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy adott a B béazis. Az abrédkon az abrazolhatosag kedvéért
A-ban a bazisoszlopok egyméas utan kovetkeznek, de valojaban ez nincs mindig igy.

A= .. B

1.1. Jeldlés. Jeloljik xp-vel az x vektor bazishoz tartozo részét.
(xp)i = zp,
Jeloljiik cz-vel a ¢ vektor bazishoz tartozo részét.
(cg)i == cg,

1.7. Definicié (B bazishoz tartozé bazismegoldas). Ha az T € R"™ vektorra teljesiil, hogy
a béazison kiviili komponensei 0-ak, a bézishoz tartoz6 komponensekre pedig teljesiil, hogy
Bz = b, akkor Z-et B bazishoz tartozé bazismegoldasnak nevezziik.

1.5. Megjegyzés. Ilyen bazismegoldas létezik és egyértelmi: Tz = B~'b. Ez a vektor a feladat
megoldasa, ugyanis Ax = Bxp = b. Viszont lehet, hogy nem megengedett megoldas.

1.6. Megjegyzés. Minden bazishoz egyetlen bazismegoldas tartozik, de el6fordulhat, hogy két
kiilénb06z6 bazishoz tartoz6 bazismegoldas ugyanaz:
[0 1 0]

101 [0
o=
A fenti példaban két kiilonb6z6 bazishoz is (1,2 és 2,3 oszlopok) ugyanaz a bazismegoldas
tartozik ( az abra tetején szerepls 7). Altalaban elmondhaté, hogy ha egy = megoldas nemnulla

komponenseihez tartozé oszlopok linearisan fiiggetlenek, akkor x bazismegoldas, hiszen egy
linearisan fiiggetlen oszlophalmaz kiegészithets bézissa.
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1.8. Definicié. A B bazis megengedett, ha a hozza tartoz6 bazismegoldas megengedett:
rp = B~ > 0.

1.1. Tétel. Ha eqy sztenderd alaki feladadatnak van egqy megengedett megolddsa, akkor van
megengedett bdzismegolddsa is. Ha cx felilrdl korldtos a megengedett megolddsok halmazdn,
akkor az 1s 1gaz, hogy az optimdlis megolddsok kozott van bdzismegoldds.

Bizonyitds. Vegylink egy olyan  megengedett megoldast, aminek a lehets legkevesebb pozitiv
komponense van. Belatjuk, hogy z béazismegoldas, azaz a pozitiv komponenseihez tartozo
oszlopok lineérisan fiiggetlenek. Indirekt tegyiik fel, hogy nem, azaz van olyan nemnulla z € R"
vektor, ami mindenhol nulla ahol z nulla, és Az = 0. A z vektort esetleg —1-gyel megszorozva
feltehetjiik, hogy z-nek van negativ komponense. Igy létezik egy legnagyobb olyan e > 0,
hogy = + ez megengedett megoldas. Mivel e-t maximalisnak valasztottuk, Z-nek van olyan
pozitiv komponense, ami Z + ez-ben 0. Igy Z + ez egy megengedett megoldas kevesebb pozitiv
komponenssel, ellentmondés.

A tétel masodik felének bizonyitédsahoz feltessziik, hogy cx feliilr6l korlatos a megengedett
megoldasok halmazan. Megmutatjuk, hogy minden x megengedett megoldéshoz van olyan Z
megengedett bazismegoldas, amire cx > cz. Ebb6l mar kovetkezik az allitas, hiszen megenge-
dett bazismegoldasbol csak véges sok lehet, igy van koztiik optimalis.

Legyen tehat x egy megengedett megoldéas, és legyen Z olyan megengedett megoldas, amire
cx > cx, és ezen beliil a lehetd legkevesebb pozitiv komponense van. Belatjuk, hogy & bé-
zismegoldas, azaz a pozitiv komponenseihez tartoz6 oszlopok linearisan fliggetlenek. Indirekt
tegyiik fel, hogy nem, azaz van olyan z € R" nemnulla vektor, ami mindenhol nulla ahol z
nulla, és Az = 0.

Ha cz = 0, akkor a z vektort esetleg —1-gyel megszorozva feltehetjiik, hogy z-nek van
negativ komponense. Ha cz # 0, akkor a z vektort esetleg —1-gyel megszorozva feltehetjiik,
hogy cz > 0. Mivel a célfiiggvény feliilr6l korlatos a megengedett megoldasok halmazén, z-nek
sziikségképp van negativ komponense. Osszefoglalva, mindkét esetben talaltunk egy z € R®
nemnulla vektort a kévetkezd tulajdonsagokkal:

e 2z mindenhol nulla ahol z nulla
o Az =10
e cz>0
e z-nek van negativ komponense.

Utoébbi miatt 1étezik egy legnagyobb olyan € > 0, hogy  + ez megengedett megoldas. Mivel e-t
maximalisnak valasztottuk, Z-nek van olyan pozitiv komponense, ami Z + ez-ben 0. Igy Z + ez
egy megengedett megoldas kevesebb pozitiv komponenssel, raadasul ¢(Z + €z) = ¢z + ecz > cx,
ellentmondas. [

Bazishoz tartoz6 kanonikus alak

Tegyiik most fel, hogy adott egy megengedett B bazisunk. Megmutatjuk, hogy az feladatunk-
nak van egy olyan ekvivalens alakja, ahol egyrészt a bazisméatrix helyén az egységmatrix van,
masrészt a célfiiggvényben a bazisvaltozoknak 0 az egyiitthatoja. Az elébbi tulajdonsag tgy
érhetd el, hogy az egyenletrendszert balr6l megszorozzuk B~1-zel:

B7'A = N



A tovabbiakban ezt a transzformalt métrixot fogjuk A-val jelélni, a transzformalt jobboldalt,
azaz B~'b-t pedig b-vel. Egy x € R™ vektor pontosan akkor megoldasa Ax = b-nek, ha
megoldasa Axr = b-nek.

A c célfiiggvény helyett pedig tekintsiik a

c=c—cgA

transzformalt célfiiggvényt. Ez olyan értelemben ekvivalens az eredetivel, hogy tetszéleges x
megoldés esetén cx — éx = cgAx = cpb, azaz a két célfiiggvény-érték kozti kiilonbség nem fiigg
z-t8l. Ez azt jelenti, hogy c-re nézve ugyanazok az optiméalis megoldasok, mint é-re nézve (bar
maga az optimum-érték kiilonbozik). Koénnyt ellendrizni, hogy ¢z = 0.

1.9. Definicio. A feladat B bazishoz tartozé kanonikus alakja az Az = b, x > 0, max éx
feladat. Ennek a feladatnak ugyanazok a megengedett és optimalis megoldasai, mint az eredeti
feladatnak.

1.7. Megjegyzés. Az Megjegyzésben eltérésvaltozok bevezetésével kaptunk sztenderd ala-
ku feladatot. Ez pont az eltérésvaltozok altal alkotott bazishoz tartozo kanonikus alak, hiszen
az eltérésvaltozok oszlopai egységmaétrixot alkotnak, és a célfiiggvényben minden eltérésvaltozo
egyiitthatoja 0.

1.2. Tétel. Ha B megengedett bdzis, és a hozzd tartozé kanonikus alakban ¢ < 0, akkor T
optimalis megolddsa a feladatnak.

Bizonyitds. Figyeljiik meg, hogy ¢x = 0, mert ¢ a bazisban szereplé komponensekben 0, z pedig
a béazisban nem szereplé komponensekben. Masrészt tetszéleges megengedett ' megoldésra
cr’ <0, hiszen ¢ < 0 és 2’ > 0. Ezek alapjan x optimalis megoldasa a feladatnak. O

Az aldbbiakban ismertetjiik a szimplex modszert a sztenderd alaka LP feladat megoldéasa-
ra. A szimplex modszer egy megengedett bazisbol indul ki, és minden lépésben megprobal egy
olyan megengedett bazisba atlépni, ahol nagyobb a bazismegoldas célfiiggvényértéke. Akkor all
le, ha eljut egy bazishoz ahol ¢ < 0 (amikor is az el6z6 tétel értelmében az aktudlis bazismeg-
oldas optimalis), vagy ha talal egy félegyenest ami mentén akarmilyen nagyra lehet novelni a
célfiiggvényt.

2. A szimplex moédszer

2.1. A szimplex moédszer alaplépése

Tegyiik fel, hogy a B megendedett bazisban vagyunk. Vegyiink egy tetszGleges j oszlopot,
ami nem tartozik a bazishoz (ekkor z; = 0, mert j ¢ B ). Kezdjik el novelni z;-t, és a
baziskomponenseket igazitsuk gy, hogy az Ar = b egyenldség megmaradjon (ez ekvivalens
azzal, hogy az Ax = b egyenlGség megmarad). Meg fogjuk mutatni, hogy igazithatunk, és hogy
ez az igazitas egyértelmi lesz.

Kezdeti megoldas
Oa; + Z B0 =b

Mivel as, = e;, a kezdeti megoldas Zp, = b;. Noveljiik x;-t 0-r6l ¥-ra.

va; + Z — Ja;;)e; =b



Lathatjuk, hogy az utanaigazitas lehetséges és egyértelmd. Ha x;-t ¥-ra noveljiik, akkor zp,-t
a kovetkezdképp kell valtoztatni:

IL',BZ = IZ'BZ. — ?96_11']' (: bz - 196_1@])

Javitunk ezzel a lépéssel a célfiiggvényen?

Valtozo Eredeti érték ‘ Uj érték ‘ célfiiggvény valtozas
j. valtozo 0 v +ic;
megoldas ¢. baziskomponense | b; b, — Ya;; | —Vcp,a;;

Osszegezve a valtozast: dc; — Y i Jep,ai; = Jej — Vega;
Tehat akkor érdemes az alaplépést elvégezni, ha c¢; — cga; > 0, azaz ¢; > 0.

2.1. Megjegyzés. Ezt konnyd végigvenni az egyes nembézisbeli oszlopokkal: ha az eredmény
> 0, akkor javito oszlopvektort talaltunk.

2.1. Definici6é (Javito-oszlop). Azt mondjuk, hogy a j-edik oszlopvektor javité oszlop, ha
¢; > 0, azaz cga; < ¢j.

Ha olyan allapotba ériink, hogy nincs javito oszlopvektor, akkor az eljaras leall. A Tetel
szerint optimalis megoldast talaltunk.

A tovabbiakban tegytik fel, hogy a p-edik oszlopvektor javitéoszlop. Meddig lehet novelni
a v-t7

Az alaplépésben da, + > " (v, — Yag,) = b, ahol x5, = b; és ap, = e;. A célfiiggvény
novekedés pedig: 9¢,. ¥ tehat addig ndvelhets, amig b; — 9¥a,, sehol sem valik negativva, azaz
a megoldas megengedett marad.

e Ha a;, < 0 valamely i. sorindexre, akkor a (b; — ¥a;,) nem fog cskkenni. Az ilyen i-k
nem jelentenek korlatot.

e Ha a;, > 0, akkor ¥ < az’;_

ip

A legnagyobb megengedett ¥ igy: ¥ = ming,,~¢ b

Aip

2.2. Megjegyzés. Ha a;, < 0 Vi = 1..m, akkor ¥ minden hataron tdl névelhets. Ezért a
célfiiggvény is minden hataron tul névelhetd lesz. Az eljaras leall.

A tovébbiakban feltessziik, hogy az @, oszlopvektornak vannak pozitiv komponensei.

b minden olyan i sorindexre, ahol aip > 0.
P

a;

Legyen 1 < ¢ < n olyan sorindex, amelyre ;—q <
qp

Valasszuk 9-t a lehetd legnagyobbra: 9 = ab—q
qp
Nézziik meg az alaplépés hatasat az adott p, g-ra. Az z, valtozo értéke lemegy O-ra:
~ b
by — f_qaqp =0
Gqp



kezdeti megoldas 0

¥-hoz tartozo megoldas 9 0
|

B,-hoz tartozd oszlopindex

a1
J

kezdeti méatrix

Az 4j bézis:

! P hai=gq
Ez valoban béazis.
Az alabbi oszlopok linearisan fiiggetlenek:

algll,...,alg(/],...,alg;n

AZaZ
apy,---,ap, ..., 048,

Bizonyitds. Legyenek Ap,..., Ay, ... Ay, olyan silyok, hogy > Niag = 0. Azag,,...,ap,...,az,
-b6l csak a g. egységvektor hidnyzik (e,) — ehelyett vettiik be a,-t. A ¢ sorban a vektorok
poziciéi mind 0-k, kivéve a,, > 0. Ebbdl kévetkezik, hogy A, = 0. A tobbi vektor egyiitthatoja
is 0, hiszen azok eleve linearisan fiiggetlenek voltak. O

Az 0j B’ béazishoz tartozd bazismegoldas megengedett. Transzforméljuk a feladatot (sorki-
vonogatassal) ugy, hogy megkapjuk a B’ bazishoz tartozo kanonikus alakot. A lépés hatéaséra
a célfiiggvény nétt (¢, értékkel.

Ismételjiik az eljarast.

Hogyan allhat meg az eljaras?
e Nincs javitévektor. Stop. A bazismegoldas optimaélis.
e A javitéoszlopban nincs > 0 komponens. Stop. A célfiiggvényérték nem korlatos.

2.2. Definicié. A B bazis optimalis, ha megengedett és teljesiil a szimplex modszer megallasi
feltétele (azaz nincs javitovektor):
CB BilA >c
——

transzformalt matrix

A szimplex modszer megengedett bazisokon lépked. A bazisok szama véges: legfeljebb (:1)
Tegyiik fel, hogy minden 1épésben 9 > 0 addédik. Ekkor minden lépésben hatarozottan javul a
célfiiggvény érték. Ezért ilyenkor nem térhetiink vissza olyan bazisba, amiben mar jartunk. A

fenti feltétel mellett a szimplex modszer véges sok lépés utan leall.



Mikor lehet ¥ = 0? Akkor, ha b; = 0 valamely i-re. b; = 0 azt jelenti, hogy a b jobboldal-
vektor benne van az ag,,...,ap,_,,az,,,,...,a0s, bazisoszlopok éltal kifeszitett altérben.

2.3. Megjegyzés. Ha a jobboldalt véletlenszertien valasztom folytonos eloszlas szerint, akkor
ennek az esetnek 0 a valoszintisége.

2.3. Definici6 (Altalénos helyzetii jobboldal). Ha a jobboldal egyetlen, m — 1 oszlop altal
generalt altérben sincs benne, akkor azt mondjuk, hogy a jobboldal altalanos helyzetii.

2.2. A szimplex moédszer elméleti vs. gyakorlati megfontolasai

Elméletileg Van olyan feladat, amelyre ha elég dgyetlentil valasztjuk a béziscseréket - a
szimplex modszer ciklizal.
Tekintsiik a kétdimenzids teret. Ebben a térben az

Ax <b

x>0
max cx
feladatban minden a'z < b; feltételnek megfelel a kivetkezs abra:

X2

%xl
/

Elsfordulhat degeneralt feladat - ilyenkor egy adott csics (bazismegoldas) tobb bazishoz
is tartozik( lasd az x csicsot, amely a (2,3), (3,4) és (2,4) bazisokhoz egyarant tartozik)

X2

€

A szimplex a megengedett tartomany szomszédos csticsain 1épked. Ha a feladat degeneralt,
el6fordulhat, hogy a fent emlitett = csicshoz érve, a szimplex ciklizal - baziscsere van, de nem
tud kilépni a csiicsbol.

A ciklizalas elkeriilésére két megoldast irunk le.
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1. megoldas: perturbaci6é csisztassuk el a redundans feltételt:

o~
N
J
S
N

/&%
N
*\/

Ez a jobboldal perturbélasanak felel meg.
w

T b1 +¢e...b, +e™

b1+€

by, + ™

Konnytd megmutatni, hogy ha e elég kicsi, akkor a degeneracié megsziinik.

’ Eredeti feladat H Perturbalt feladat ‘
B megengedett kezdGbazis B megengedett kezdGbazis
nem tudjuk, hogy a jobboldal altalanos || van olyan pozitiv €,
helyzetii-e hogy a jobboldal altalanos helyzeti

2.1. Allitas. Ha e-t elég kicsire vdlasztjuk, akkor teljesil a kévetkezd dllitds: Legyen B a
perturbalt feladatnak megengedett bdzisa ( azaz a hozzd tartozsé bdzismegoldds megengedett).
Ekkor B az eredeti feladatban is megengedett bazis.

Bizonyitds. A definiciobdl kovetkezik. O

Megmutattuk tehat, hogy lehet tigy perturbélni a feladatot, hogy azon végighaladva a szimp-
lex modszerrel, és ezeket a lépéseket megfeleltetve az eredeti feladatnak, szabalyos lépések so-
rozatat kapjuk. Megjegyezziik, hogy nem kell feltétleniil konkrét ¢ értéket kiszamolni, ehelyett
nézhetjiik azt, hogy milyen lépéseket tenne az algoritmus infinitezimalis e-ra. Az igy kapott
modszer a lexikografikus szimplex modszer.

2. megoldas: Bland-szabaly A Bland-szabaly alkalmazéasa azt jelenti, hogy a bazisba
belépd és kiléps valtozok kivaladasztasanal tobb lehetdség esetén mindig a legkisebb index
valtozot valasztjuk. Azaz egyrészt ha tébb valtozonak is negativ a redukalt koltsége, akkor
ezek koziil legkisebb indextit valasztjuk belépének, masrészt ha a hanyados-szabalynal tobb
hanyados is minimalis, akkor koziiliik azt valasztjuk, ami a legkisebb indext valtozohoz tartozik.

2.1. Tétel. A Bland szabdlyt haszndlva a szimplex mddszer véges sok lépésben véget ér.

Bizonyitds. Ha egy lépésnél valtozik x, akkor cx szigortian né. Ezért csak abbol lehetne prob-
léma, hogy végtelen ciklusba keriiliink, mikézben Z nem valtozik. Tegyiik fel indirekt, hogy van
egy ilyen ciklus, aminek tehat az elején és a végén ugyanaz a bazis van.
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Egy indexet mozgonak neveziink, ha a hozza tartoz6 valtozo a ciklus soran ki- illetve bekeriil
a bazisba. A nem mozgo indexek tehat a ciklus soran vagy végig a bazisban vannak, vagy végig
a béazison kiviil.

Legyen p a legnagyobb mozg6 index, és legyen t; egy olyan lépés, amikor bekeriil, és t5 egy
olyan lépés, ahol kikeriil. Feltehetjiik, hogy t; < to. Jelolés: a t; 1épés el6tt: B,b,¢, A; a to
lépés el6tt: B, b, ¢, A

Mivel p keriil be a t;-edik 1épésben, ¢, > 0 és j < p esetén ¢; < 0.

Nézziik most a ty-edik lépést: legyen p = B'(r), és legyen ¢ az az index, ami bekeriil a
bézisba. Ekkor ¢, > 0, a;, > 0, és aj, < 0 az Osszes olyan i-re, ami mozgé bazisvéltozohoz
tartozik. Az utobbi azért igaz, mert ezekre az i-kre b, = 0, és az ezekhez a sorokhoz tartozo
valtozoknak p-nél kisebb az indexiik.

A fent elmondottakbol

0< 522 — Egl = EBB_laq — EB/(B’)_laq = (CBB_lB/ — CB/)@; = —EB/d;.
De ha a jobb oldalon szereplé skalarszorzatot tagonként nézziik, a —c,a;, tag szigorian kisebb
mint nulla, a tobbi mozg6d indexhez tartoz6 tag legfeljebb 0, mig a nem mozgd indexekhez
tartozo tagok értéke 0 (hiszen ha egy ilyen j index benne van B'-ben, akkor B-ben is benne
van, tehat ¢; = 0).
Azt kaptuk, hogy —cpa;, < 0, ellentmondas. O

Elméletileg ha x € R", akkor tudok olyan LP feladatot szerkeszteni, amelynek 2" megen-
gedett bazismegoldasa van. Példaul: (0...0) <z < (1...1) - nek a megengedett tartoméanya
az n-dimenziés kocka. A megengedett bazismegoldasok szama pedig: 2". Megmutattik, hogy
alkalmas célfiiggvény esetén a Bland szabdly szerinti szimplex algoritmus az Osszes cstucson
végigmenjen.

Nézziik a kovetkezd tablazatot:

n 10 20 30 40 50 60
pontok bejarasanak ideje sec | 1 sec | 18 min | 12 nap | 35 év | 36.000 év

L
1000

Ha a szamitogépek 1024-szer gyorsabbak, akkor is csak eggyel tolodik jobbra az alsé oszlop.
Ez azt jelentené, hogy még a kis feladatokat sem tudnank megoldani a szimplex modszerrel
val6s id6ben.

Gyakorlatban nem taldlkozunk olyan feladatokkal, amiken a szimplex modszer ilyen lassan
futna. Ennek az az oka, hogy a fenti torzitott n-dimenzios kockdnak nagyon specialis struktiraja
van, ami gyakorlati feladatokbol szarmazé LP-kben nem jelenik meg. Altalaban nagyjabol 2m
lépésre van sziiksége a szimplex modszernek, ha jol van implementélva.

2.3. Kétfazisa szimplex mdédszer

Ha nem all rendelkezésre kezdeti primél megengedett bazis, az ugynevezett kétfazisi szimplex
modszert szoktuk hasznalni. Ennek els6 fazisdban primal megengedett bézist keresiink, mig a
masodik fazisban ebbdl a bazisboél kiindulva alkalmazzuk a primél szimplex modszert.
Legyen A teljes sorrangti méatrix, b megfelel6 dimenziés vektor.
Axr =b
x>0
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Az els6 fazisban nincs sziikségiink célfiiggvényre, mivel az csak megengedett bazismegoldast
akarunk keresni.

Tegyiik fel, hogy b > 0. (Ha b-nek negativ komponensei lennének, a megfelel§ sort (-1)-el
kell szorozni.)

A kibovitett feladat: (A, I)(z,u) = b, (x,u) > 0. A feladat megengedett bazismegoldasa:
(x,u) = (0,b).

Legyen a célfiiggvény: min(0, 1) (z, u).

2.4. Megjegyzés. A kibgvitett feladatban minden megengedett megoldashoz nemnegativ cél-
fiiggvényérték tartozik, mivel (0,1) > 0 és (z,u) > 0.

Ha van megengedett kezd6megoldasunk, alkalmazhatjuk a szimplex modszert. Mivel a
célfiiggvény korlatos ( nem javithatdo minden hataron tul) — a szimplex modszer optimalis
megoldast fog talalni.

Két eset fordulhat elé:

e az optimalis célfiiggvényérték > 0
e az optimalis célfiiggyvényérték = 0
Tegyiik fel, hogy az elsé eset all fenn. Ekkor:
2.2. Allitas. Az eredeti feladatnak nincs megengedett megolddsa.

Bizonyitds. (indirekt) Legyen T megengedett megoldésa az eredeti feladatnak. Ekkor (7,0)
a kibgvitett feladatnak olyan megengedett megoldasa, amelynek 0 a célfiiggvényértéke. Ez
nyilvanvaloan ellentmondas, mivel az optimalis célfiiggvényérték pozitiv. O]

Tegyiik fel, hogy a méasodik eset all fenn. Ekkor a bazisunk kétféleképpen nézhet ki:

B U
| |
| | 0 0
[ [
[ [
[ [
[ [
[ A [
[ [
[ [
[ [
l l
vagy
B U
| |
| 0 |
[ [
[ [
[ [
[
Al [
[ [
[ [
[ [
| |

13



Jelolje (z*,u*) az optimalis megoldast. Mivel (0,1)T(2*, u*) = 0T2* + 1Tu* = 0, igy 2*
megengedett megoldasa az eredeti feladatnak. Ha a B béazis tartalmaz mesterséges valtozokat,
akkor ezeket kihagyhatjuk a béazisbol és bevehetiink helyettiik eredeti valtozokat, hiszen az A
matrix teljes sorrangi, igy oszlopvektorok tetszéleges linearisan fiiggetlen halmaza kiegészithetd
bazissa. A bazismegoldas ettdl a cserétdl nem valtozik, tovabbra is z* marad.

Az igy kapott megengedett bazisbol inditjuk a méasodik fazist, immar az eredeti célfiigg-
vénnyel.

Implementaciés megfontolasok Nézziik a kovetkezd textilipari feladatot:

FonA FonB SzovA SzovB AllFon AllSzov b
3 2 10 4 1 0 r= | 18
0 0 2 % 0 1 3

Jeloljiik a kezdeti méatrixot Ag-val, a kezdeti jobboldalt pedig by-val.
Végezziik el a kovetkezd transzformaciokat:

e Keriiljon SzovA a bézisba. A transzformalt matrixot jeloljiik A;-el, az 4j jobboldalt pedig

bl—el.
320 % 1 =5 . 3
00130 3 g
Ez a transzformacioé megfelel annak, hogy az Ay matrixot balrél az E; matrixszal beszo-
rozzuk:
1 =5
m={s 1]
1 =5][32 10 410] [32021 -5
o 2jloo0o 22101 00130 1
Alele
b1 = E1bo

e Vigyiik ezutdn SzovB-t a béazisba. Az 0j méatrix legyen A,, az 1j jobboldal legyen by, a
transzformacios métrix pedig Es:

20132031 -5 2 301 2 -2
_il 001lol:_l_i10_i 4
6 4 2 2 3 6 3
Ay = Ex Ay
bQIEle

A ritka matrix nemnulla elemekkel valo feltoltése illetve a numerikus hibak felhalmozodasa
ellen az implementacios tritkkk az eredeti méatrix és az E-métrixok tarolasa lesz. Ily modon

egy adott oszlop transzformaltjat tgy kapjuk meg, hogy az eredeti oszlopot megszorozzuk a
transzforméacios matrixszal.

AQ - E2E1A0
b2 = E2E1b0

A kérdés az, hogy meg lehet gy oldani a szimplex moédszer implementalasat, hogy csak
ezeket az adatokat taroljuk? Ha igen, az igy kapott megoldés optimaélis lesz?
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Javitovektor keresése Hasonlitsuk Gssze cgAs-t c-vel. Ha teljesiil a > relacio, akkor opti-
malis megoldasunk van. Kiilonben keressiink olyan indexet, ahol a komponensek kozétt van <
relécio.

Hogyan szamithatd cgAs?

CBAQ = CB(EQElAO) = (CBEgEl)AO

A javitovektor kereséséhez elég az Ag, Fs, Ey, ... matrixok ismerete.

Altalanos eset Tegyiik fel, hogy a j-edik oszlopvektor javito. Ekkor sziikségiink lesz az
eredeti j oszlopvektor transzforméalt alakjara.

By Ao
al |
Be| ] I Ax
1 e |

Ex...EZBx =1
——
B!

A szimplex modszer igy sokkal tomorebben tarolhatéo — lényegében az E transzforméacios
matrixnak is elég, ha csak egy-egy oszlopat taroljuk.
Hasonlitsuk tehat 6ssze ¢, (ExFEx_1...E1)Ao-t és a ¢ vektorokat. Ehhez szamitsuk ki:

~
—1
BK

¢, By'-et. Ha taldlunk javitovektort, akkor azt transzformalni kell az 1j bézisba, azaz szoroz-
zuk balrdl a Bgl = FEgFEk_1... B matrixszal.

3. Dualitas

Tekintsiink egy sztenderd alaka LP feladatot:
Ax =1

x>0
max cx,

ahol A € Q™™ teljes sorrangi méatrix. Probaljunk meg az egyenletek kombinalasaval felsd
korlatot adni az optimum értékére! Legyen y = (y1,...,Ym) egy m-dimenzios sorvektor. Ha
xr megoldasa az Ar = b egyenletrendszernek, akkor megoldisa az (yA)xr = yb egyenletnek is.
Tegyiik fel, hogy talalunk egy olyan y vektort, amire yA > ¢, azaz yA minden komponense
legalabb akkora, mint ¢ megfelel komponense. Ekkor nemnegativ x esetén cz < (yA)z. Tehat
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ha x megoldasa az LP feladatnak, akkor cx < (yA)x = yb. Vagyis yb fels6 korlat az LP feladat
optimum-értékére!

Ha a legjobb ilyen fels§ korlatot szeretnénk megtalalni, akkor egy olyan y = (y1,...,Ym)
sorvektort kell keresniink, amire yA > ¢, és yb a lehetd legkisebb. Ez a kovetkezd, igynevezett
dualis linearis programra vezet:

yA>c
yT c R™
min yb.

Vegyiik észre, hogy a duélis feladat valtozoinak a szdma megegyezik az eredeti feladat egyen-
leteinek a szamaéaval, és viszont. Amikor a dualitas keretében beszéliink ezekrdl a feladatokrol,

akkor az eredeti feladatot primal feladatnak, a dualisat pedig dul feladatnak szokas nevezni.
Tehat a primal feladat a kovetkezs:

Ar=1b
(P) z>0

max cxr

A (P) feladatnak megfelels dual feladat pedig:

(D) yA>c
min yb
Az alabbi tétel formalisan kimondja azt, amit a bevezet6ben mar lattunk: a duélis feladat
egy megengedett megoldasa fels§ korlatot ad a primal feladat célfiiggvény-értékére.

3.1. Tétel (Gyenge dualitasi tétel). Legyen x* a (P) feladatnak, y* pedig a (D) feladatnak
megengedett megolddsa. Ekkor cx* < yb*.

Bizonyitds. Az y* (D)-megengedettsége miatt: yA > ¢, azaz yA — ¢ > 0. Az x* (P)-megen-
gedettsége miatt pedig x* > 0. Igy (y*A — ¢)z* > 0, azaz Az* = b miatt y*b > cx*, és kész a
bizonyitas. O

Tegyiik fel, hogy a (P) feladatnak van egy optimalis B bazisa.

3.1. Definicié (Arnyékir vektor). Az § = cgB~' vektort a B optimalis bazishoz tartozo
arnyékar-vektornak nevezziik.

3.2. Lemma. Ha B optimdlis bdzis, akkor a hozzd tartozo § drnyékdr-vektor optimdlis megol-
ddsa a (D) dudlis feladatnak, és yb megegyezik a primdl feladat optimumértékével.

Bizonyitds. Egyrészt yA = cgB™1A > ¢ a megallasi feltétel miatt, tehat ¥ megengedett meg-
oldésa a (D) feladatnak. Masrészt yb = cgB~'b0 = ¢z, igy a gyenge dualits tétel miatt g
optimalis megoldasa (D)-nek. O

3.3. Tétel (Erds dualitasi tétel). Tegyiik fel, hogy mind a (P) mind a (D) feladatnak van
megengedett megolddsa. Ekkor mindkettdnek van optimdlis megolddsa s, és az optimdlis cél-
fugguényértékek megeqyeznek.

Bizonyitds. Oldjuk meg a (P) feladatot szimplex modszerrel.

e Ha nem &allna rendelkezésiinkre kezd6 megengedett bazismegoldas, akkor az ismertetett
elsd fazissal tudunk ilyet keresni. Ez az eljaras is szimplex modszeren alapszik. Amint
lattuk, a szimplex modszerrel a ki- és beléps vektorokat meg lehet tigy valasztani (Bland
szabdly), hogy az eljaras véges sok lépésben lealljon. Mivel feltettiik, hogy a (P) feladat-
nak van megengedett megoldéasa, ezért az els6 fazis megengedett kezds bazismegoldéassal
fog leallni.
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e A megengedett kezd6 bazismegoldasbol kiindulva, szimplex médszerrel oldjuk meg a (P)
feladatot. A Bland szabaly hasznalataval az eljaras véges sok 1épésben véget ér.

A szimplex modszer altalaban kétféleképpen érhet véget:
1. kideriil, hogy a célfiiggvény minden hataron til noévelhetd,
2. optimélis bazist kapunk.

Az els6 eset nem fordulhat els, mert a (D) feladatnak a feltevésiink szerint van megengedett
megoldasa, amihez tartozo duél célfiiggvényérték felss korlatja a (P) feladat megengedett meg-
oldésaihoz tartozé célfiiggvényértékeknek a gyenge dualitési tétel miatt.

Tehét a szimplex modszer a masodik eset szerint egy B* optimaélis bazissal all le. Jel6lje x*
a B* béazishoz tartozo (optimalis) bazismegoldast, y* pedig a hozza tartozé arnyékar-vektort.
a Lemma szerint cz* = y*b, és y* optimalis megoldaas a (D) feladatnak. O

3.1. Allitas. Tegyiik fel, hogy a (P) feladatnak van megengedett megolddsa, de a (D) feladatnak
nincs. Ekkor a (P) feladat célfiigguényértéke minden hatdron til javithatd.

Bizonyitds. A bizonyitas menete az erds dualitasi tétel bizonyitasdhoz hasonlo. A (P) feladatra
alkalmazzuk a kétfazisu szimplex moédszert, ami a Bland szabéllyal véges sok lépésben leall.
Altalaban két eset lehetséges:

1. kideriil, hogy nem korlatos a célfiiggvény,
2. optimalis bazist talalunk.

Most a masodik eset nem fordulhat el§, mert az optimalis bazishoz tartoz6 arnyékar vektor a
(D) feladatban megengedett megoldas volna, ami a feltételezés szerint nem létezik. Marad az
elsG eset. O]

3.2. Allitas. Tegyiik fel, hogy a (D) feladatnak van megengedett megolddsa, de a (P) feladatnak
nincs. Ekkor a (D) feladat célfigguényértéke minden hatdron tul csckkenthetd.

Bizonyitds. Mivel a (P) feladatnak nincs megengedett megoldasa, a szimplex modszer elsd
fazisa 0-nal kisebb célfiiggvényértékkel ér véget. Az elsé fazis a kovetkez§ feladatot oldja meg:

Az +ITu=1>
(P) >0

u >0

max — y . U

A (P) feladatnak megfelels dual feladat pedig:

yA >0
(D) y=-1
min yb

Mivel a szimplex modszer els6 fazisa 0-nal kisebb célfiiggvényértékkel ér véget, az erés dualités
tétel szerint létezik (D’)-nek olyan y megengedett megoldasa, amire yb < 0. Legyen y* a (D)
feladat egy megengedett megoldasa. Ekkor tetszéleges A > 0 szamra y* + Ay is megengedett
megoldasa (D)-nek, és a célfiiggvényértéke y*b + Agb, ami A novelésével minden hataron til
csokkenthetd. O

Az erds dualitas-tételbsl és a két fenti allitasbol mar kovetkezik az alabbi tétel.
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3.4. Tétel (Alternativa-tétel). A (P)-(D) feladatokra a kivetkezd esetek lehetségesek:

1. Mindkettonek van optimdlis megolddsa, és az optimdlis célfiigguényértékek megegyeznek.
2. A (P) célfigguényértéke minden hatdron til javithatd, a (D) feladatnak nem megoldhato.
3. A (D) célfiigguényértéke minden hatdron til javithatd, a (P) feladatnak nem megoldhaté.

4. Sem a (P), sem a (D) feladatnak nincs megengedett megolddsa.

Optimalitasi feltételek

3.5. Tétel. Ha x* optimdlis megolddsa (P)-nek és y* optimdlis megolddsa (D)-nek, akkor x5 =
0 minden olyan j-re, amire (y*A); > ¢;. Ennek a forditottja is igaz: ha x* és y* megengedett
megolddsa (P)-nek illetve (D)-nek, és x5 = 0 minden olyan j-re, amire (y*A); > c;, akkor x*
és y* optimdlis megolddsa (P)-nek illetve (D)-nek.

Bizonyitds. Az er6s dualitas-tételbdl kovetkezik, hogy ha x* optimalis megoldasa (P)-nek és
y* optimalis megoldasa (D)-nek, akkor cx* = y*b. Masrészt a megoldasok megengedettségét
hasznéalva a gyenge dualitas-tétel bizonyitasahoz hasonloan lathatjuk, hogy cx* < (y*A)z* =
y (Az*) = y*b. A cx* = y*b egyenlSséghdl tehat az kovetkezik, hogy cax* = (y*A)z*. Ez
pontosan akkor teljesiil, ha 27 = 0 minden olyan j-re, amire (y*A); > ¢;.

A tétel masodik felének a bizonyitasdhoz azt kell megfigyelni, hogy ha z7 = 0 minden olyan
j-re, amire (y*A); > ¢;, akkor cz* = (y*A)z*, és igy ca* = (y*A)z* = y*(Az*) = y*b. Ebbdl
kovetkezik, hogy x* is és y* is optimalis. O

A fenti tételben szerepld feltételeket (7 = 0 minden olyan j-re, amire (y*A); > c¢;) opti-
malitasi feltételeknek nevezziik. Ha ismeriink egy y* optimélis duélis megoldast, akkor az
optimalitasi feltételek segitségével konnyebben tudjuk (P)-nek megtalalni egy optimélis megol-
déasat: bizonyos x; valtozokrol tudjuk, hogy csak 0 lehet az értékiik, tehat ezeket kihagyhatjuk
a feladatbol. Az igy kapott feladatnak elég egy megengedett megoldasat talalni, hiszen az
teljesiti az optimalitasi feltételeket, igy a tétel értelmében optimalis.

Mas alakok

Legyen most a feladatunk a kovetkez6 formaju:

Ax <b
(P) =0
max cx
Mi lesz ennek a feladatnak a duélisa? Ha a duélis feladat szemléletes jelentését nézziik,
azaz hogy minél jobb fels6 korlatot akarunk kapni a célfiiggvényre az egyenl6tlenségek kom-
bindlasaval, akkor lathatjuk, hogy most csak nemnegativ egyiitthatokkal kombinalhatjuk az
egyenlGtlenségeket. Negativ szorzok esetén ugyanis megfordulna az egyenlGtlenség iranya, tehat
nem kapnank fels6 korlatot. A dudlis feladatban igy az y valtozokra bekeriil a nemnegativitasi
feltétel.
Formalisan ugy is meghatarozhatjuk a feladat dualisat, hogy elGszor atirjuk a feladatot
sztenderd alakba, és annak a duélisat vessziik. A sztenderd alak:
Ar+ITu=1>b
(P >0
u >0
max cx
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Irjuk fel (P’) feladathoz tartozé duél feladatot:

yA > c yA > c
(DY) yI>0 = (D) y>0
min yb min yb

A gyenge és erls dualitasi-tétel, valamint az alternativa-tétel 6roklgdik erre a (P)-(D) fel-
adatparra is. Vegyiik észre, hogy ha a (D) feladatnak felirjuk a dualisat (transzponalva és az
egyendtlenségeket és a célfiiggvényt —1-gyel megszorozva, hogy jo alaki legyen), akkor pont a
primél feladatot kapjuk vissza. A dudl feladat dudlisa tehéat a primal feladat.

Az optimalitasi feltételek a kovetkezdk lesznek erre a primél és dual feladatra.

3.6. Tétel. Ha z* optimdlis megolddsa (P)-nek és y* optimdlis megolddisa (D)-nek, akkor
x; = 0 minden olyan j-re, amire (y*A); > ¢;, és yi = 0 minden olyan i-re, amire (Ax*); < b;.
Ennek a forditottja is igaz: ha x* és y* megengedett megolddsa (P)-nek illetve (D)-nek, és x5 = 0
minden olyan j-re, amire (y*A); > ¢; valamint y; = 0 minden olyan i-re amire (Ax*); < b,
akkor x* és y* optimdlis megolddsa (P)-nek illetve (D)-nek.

Bizonyitds. A bizonyitas ugyanigy megy, mint a[3.5] Tétel esetén, csak most a cz* < (y*A)z* =
y*(Az*) < y*b egyenlbtlenség-sort hasznéljuk. A cz* = y*b egyenldség pontosan akkor teljesiil,
ha cx* = (y*A)x* és y*(Ax*) = y*b. Ezek pont a tételben szerepl§ optimalitési feltételeknek
felelnek meg. O

Hogyan kezeljiik az olyan feladatokat, amelyeknél nincs elGjel-megkdtés a valtozokra? Néz-
ziik példaul az alabbi feladatot:
(1) Az < b, maxcz

[ e ]
Alakitsuk at a feladatot ugy, hogy a valtozokra nemnegativitési feltételiink legyen. Legyen
x=x" —z, 2", 2~ > 0. Ekkor a feladat az alabbi alakban irhato fel:

[ ]

[ c
(IT) (A, ~A)(a*,27) < b
(xt,27) >0
max(c, —c)(z", z7)
Mennyire ekvivalens ez a feladat az elGzével?
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3.3. Allitas. Ha (zF,27) a (1) feladat megengedett megolddsa, akkor x* — x~ az (I) feladat
megengedett megolddsa és a megfeleld célfiigguény értékek azonosak.

Bizonyitds. (c,—c)(zT,27) =caxt —cx™ =c(at —27) O

3.4. Allitas. Ha x az (I) feladat megengedett megolddsa, akkor x* = [z],, 2~ = [z]_ wvdlasz-
tassal (x,27) a (I1) feladat megengedett megolddsa.

Irjuk fel a (I7) feladat dualisét:

/ A —4 < |b
[ c ‘ —c ]
A>cesy(—A) > (-
YA, —A) 2 (oo A2 eSYZA 29
yZO ~ yA=c
min yb ?J?O
min yb

Lathattuk tehat, hogy ha a primal feladatban egyenléség van, akkor a dual feladatban nincs
nemnegativitasi feltétel a valtozora és forditva, ha a primal feladatban van nemnegativitasi
feltétel, akkor a dudl feladatban egyenlGtlenség van.

Most nézziik meg, hogy lehet (viszonylag) automatikusan felirni egy feladat duélisat:

0< .
[ af | ad ]
_ A A = b
T 11 12 1
0< T Ag Ago < | b
Yo
> —
[ c1 I ]
Anzy + Apxe = by Y1 + Y240 > ¢
Ag1z1 + Agazs < bo Y112 + Y2 As = Co
(P) 2120 (D) -
To— y2 > 0
max c1xy1 + CaoZa min y,1 b1 + Y209
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4. Farkas lemma

4.1. Tétel (Farkas Lemma). Az aldbbi egyenldtlenségrendszerek kizil pontosan az eqyik meg-

oldhato:
(I) Az=b (II) yA>0
x>0 yb <0

Bizonyitds. Konnyen lathato, hogy egyszerre nem oldhatok meg:
< = p—
0<(yA)_ z =y(Az)=yb<0
>0 =20
Irjuk fel az (I) feladatot a kovetkezs ekvivalens formaban, és irjuk fel a hozza tartozé dual
feladatot:

Ax =0
maTxOx min yb

A fenti (D) feladatnak az y = (0, ...,0) vektor mindig megengedett megoldasa. Ezért a[3.4]
Tételben felsorolt négy eset koziil ketts kovetkezhet csak be:

e Ha a (P) feladatnak van megengedett megoldasa, akkor van optiméalis megoldasa is, és
az optimalis célfiiggvényérték 0, mivel minden primél célfiiggvényérték 0. Ekkor a (D)
feladat célfiiggvényértéke nem csokkenthets 0 ala, azaz yb > 0 minden megengedett meg-
oldasra (azaz minden olyan y-ra, amire yA > 0). Tehat a (/1) feladat nem megoldhato,
mikozben az (I) feladat megoldhato.

e Ha a (P) feladatnak nincs megengedett megoldasa, azaz (I) nem megoldhato, akkor a
dualitasi tételbdl kovetkezik, hogy a duél célfiiggvényérték minden hataron til csokkent-
het§ (nevezetesen 0 ald is). Tehat a (I1) feladat megoldhato, mikozben az (I) feladat
nem megoldhato.

]

Szemléltetés — szeparacios tétel Jelolje aq,ao,...,a, az A matrix oszlopait.
ay | as .. a, |lz=15b

Az, hogy (I) megoldhato, azt jelenti, hogy b eléallithaté az a;-kb&l nemnegativ stalyokkal,

azaz b € cone(ay, ..., a,).
a1

as

Qn

Y ay | as an, b
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Az, hogy (I1) megoldhato, azt jelenti, hogy van olyan y* vektor, ami minden a; vektorral
hegyes- vagy derékszdget zar be, b-vel viszont tompaszoget. Azaz az y*-ra meréleges hipersiknak
az Osszes a; az y* felé es§ oldalan van (esetleg magéan a hipersikon), a b viszont szigorian a
hipersik masik oldalan. A Farkas-lemma tehat ekvivalens azzal az allitassal, hogy egy generalt
kup (véges sok adott vektor nemnegativ kombinécioiként elgallo pontok halmaza) és egy kupon
kiviili pont mindig elvalaszthato egy hipersikkal.

ai

L

G

/

b

A Farkas lemmaéanak is felirhat6é olyan alakja, ahol a priméal feladatban egyenlGtlenségek szere-
pelnek.

4.2. Tétel (Farkas Lemma, egyenlStlenséges alak). Az aldbbi egyenldtlenségrendszerek kéziil
pontosan az eqyik megoldhato:

yA >0

U Arsb gy y>0
x>0

yb <0

Bizonyitds. Ha atirjuk (I)-et sztenderd alakra, akkor pont az eredeti Farkas Lemmat kapjuk.
0

5. Teljesen unimodularis matrixok

5.1. Definicio. Egy matrix teljesen unimodularis (r6viden TU), ha minden négyzetes rész-
matrixanak determinansa 0, 1, vagy —1.

5.1. Allitas. Ha az A mdtriz TU, akkor a kévetkezé mdtrizok is TU mdtrizok:

e A transzpondltja
o (A e;), ahol e; azi-edik egységuektor, azaz az i-edik koordindtdja 1, a tébbi 0
e Ha A egy oszlopdt megszorozzuk —1-gyel

e (A, a), ahol az a vektor az A mdtriz valamelyik oszlopa.

Bizonyitds. Mindegyik esetben igaz az, hogy az j matrix minden nemszingularis részméatrixa-
nak a determinansa megegyezik az A matrix egy nemszinguléris részmatrixanak determinansa-
val, vagy annak —1-szeresével. O]

5.1. Tétel. Ha eqy A mdtriz minden oszlopdban legfeljebb eqy +1-es és legfeljebb eqy —1-es
taldalhato, akkor A teljesen unimoduldris.
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Bizonyitds. A méatrix mérete szerinti indukcioval bizonyitunk. 1 x 1-es métrixra természetesen
igaz az allitds. Ha az A matrix nem négyzetes, akkor minden négyzetes részméatrixa valodi
részméatrix, és ezért indukcio szerint A is TU. Tegyiik fel, hogy az A matrix négyzetes; mivel
A minden valodi részméatrixarol indukcié szerint tudjuk, hogy determinansa 0, 1, vagy —1,
elég A determinansat ellenérizni. Ha A-nak van olyan oszlopa, amiben egyetlen nemnulla elem
van, akkor a kifejtési tétel miatt A determindnsanak abszolut értéke megegyezik egy valodi
részmatrix determinansanak abszolit értékével, igy indukcié szerint 0, 1, vagy —1, tehét A TU.

Tegyiik most fel, hogy az A métrix négyzetes, és minden oszlopaban 1 db 1 és 1 db —1 van.
Ekkor A sorainak Osszege a O-vektor, tehat A sorai linedrisan OsszefiiggGek, kiovetkezésképp
determinansa 0. [

5.2. Kovetkezmény. Irdnyitott graf 0, +£1-es incidencia-mdtriza TU.
Bizonyitds. Minden oszlopban legfeljebb egy +1-es és legfeljebb egy —1-es van. O]
5.3. Kovetkezmény. Pdros graf incidencia-mdtriza TU.

Bizonyitds. Ha az egyik cstcsosztalyhoz tartozo sorokat megszorozzuk —1-gyel, akkor egy ira-
nyitott graf incidencia-matrixat kapjuk. O]

5.4. Tétel. Ha az A mdtriz TU, akkor az {Axz = b, x > 0} valamint az {Ax < b,z > 0}
rendszerek bazismegolddsai egész b esetén egész vektorok.

Bizonyitds. Az els6 rendszer esetében egy B bazis az A matrix nemszingularis m X m-es rész-
matrixa. A Cramer szabaly értelmében Bx = b egyértelmii megoldasa egész, hiszen a Cramer
szabalyban a szamlalo egész, a nevez6 pedig 1 vagy -1. A masodik rendszer esetében egy B
bazis az (A, I) matrix egy nemszingularis m X m-es részmétrixa, amibdl az [-beli részt kifejtve
kovetkezik, hogy B determinansanak abszolit értéke megegyezik A egy aldeterminansanak ab-
szolat értékével. Mivel A teljesen unimodularis, ez 1, tehat a Cramer szabalyban itt is 1 vagy
-1 szerepel a nevezdben. O

5.5. Tétel (Farkas Lemma TU matrixokra). Ha A € R™™ TU mdtriz és b € Z™, akkor a
kovetkezd két dllitds kozil pontosan az eqyik 1gaz:

1. Az Ax < b, x > 0 egyenldtienség-rendszernek van egész megolddsa.
2. AzyA >0,y >0, yb <0 rendszernek van y € {0, 1}™-beli megolddsa.

Bizonyitds. A Farkas Lemma szerint a két egyenldtlenség-rendszer koziil az egyiknek van (nem
feltétleniil egész) megoldésa. Ha az elsSnek van, akkor az [5.4 Tétel szerint egész megoldasa
is van. Ha a masodik megoldhato, akkor olyan megoldésa is van, ahol minden érték 0 és 1
kozotti, hiszen a jobboldalon minden sorban 0 all. Az [5.4] Tételt alkalmazva kapjuk, hogy van
{0, 1}™-beli megoldas. O

5.6. Kovetkezmény. Legyen D = (V) E) egy irdnyitott grdf, és b € ZV tetszbleges. Pontosan
akkor van olyan x nemnegativ egész vektor az éleken, amire 0,(v)—6,(v) = b, minden v € V-re,
ha nincs olyan U C V' (esetleg dires) halmaz, amire op(U) =0 és 3,y bu > 32 a1 bo-

6. Egészértéki linearis programozas — bevezetd

Egészértékii linearis programozasi feladatnak (IP — integer programming) a kovetkezd

alakn feladatot nevezziik:
max cx

Ax <b
r ez
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A fenti feladat LP-relaxaltjat tgy kapjuk, hogy elhagyjuk az egészértékiségi feltételt:

max cx
Az <D
z e R

Elsfordulhat, hogy két IP feladatnak ugyanaz a megoldas-halmaza, de az LP-relaxaciéjuknak
nem. Példaul a 2x < 3 és < 1 egyenlStlenségek egész megoldasai ugyanazok, de a 3/2 csak
az els6nek megoldasa.
Az TP feladatok részosztalyat alkotjak a binaris programozasi feladatok, ahol a valtozok
értéke csak 0 vagy 1 lehet:
max{cx : Ax < b,z € {0,1}"}

Példa: Binaris hatizsak feladat

Adott n db targy. A j-edik targy értéke legyen c; > 0, silya pedig a; > 0. Adott tovabba egy
hatizsak, melynek teherbiré képessége b > 0. A lehets legnagyobb 6sszértéki targyat akarunk
a hatizsakba pakolni gy, hogy az még elbirja Gket. Azaz:

max{z Cjxj Zaj:cj <b, x€{0,1}"}
j=1 j=1

A feladat NP-nehéz, tehat nem varhaté ra polinom ideji algoritmus. Az LP relaxaltja
konnyen megoldhato: az érték/stly arany szerint helyezziik csokkend sorrendbe a targyakat.
Sorra tegyiik be Gket a hatizsékba, amig a hatizsak be nem telik (az utolso betett targy lehet
hogy csak részben fér be, de a relaxalt feladatnal ez nem baj).

6.1. Allitas. Ez a mohd algoritmus optimdlisan megoldja az LP relaxdltat.

Bizonyitds. Az algoritmus teljesen megtolti a hatizsakot. Mivel érték/suly arany szerinti csok-
kend sorrendben vettiik a targyakat, nyilvanvalo, hogy minden olyan targynak, ami (egészen
vagy részben) kimaradt, legfeljebb annyi az érték/suly aranya, mint barminek, ami (egészen
vagy részben) bekeriilt. Ezért semmilyen bent 1év6 rész kicserélésésével nem jarhatunk jobban,
tehat a megoldas optimélis. O]

Az egészértékii programozési feladatnal kicsit altalanosabb a vegyes programozasi fel-
adat, ahol nem feltétleniil az Osszes valtozonak kell egészértékiinek lenni:

max{cx + dz: Ajx + Az < b,x € Z™,z € R™},

ahol Ay m X ni-es, Ay pedig m X no-es méatrix.

Példa: Szolgaltato-elhelyezési feladat

Adott m db tigyfél, és n db lehetséges szolgaltatohely. Minden iigyfélnek egységnyi igénye van,
ezt megoszthatjuk tobb szolgaltatohely kozott.

cij: i-edik tigyfél kiszolgalasanak koltsége a j-edik szolgaltatohelyrdl.
fj: j-edik szolgéaltatohely megnyitdsanak koltsége

u;: j-edik szolgaltatohely kapacitasa
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Ez a feladat is NP-nehéz. Vegyes programozési feladatként tgy tudjuk felirni, hogy minden
szolgaltatohelyhez bevezetiink egy binaris valtozot (y;), ami azt ,donti el”, hogy megnyitjuk-e
a szolgaltatohelyet:

min Z(f]y] + Z Cz’szj)
j=1 =1

OSQJz]Sy] ie{l,...,m},je{l,...,n}
y; € {0,1} jed{l,...,n}

» ay=1 ie{l,...,m}
j=1

i=1

6.1. Eszrevétel. Ha rogzitjiikk, hogy melyik szolgaltatohelyeket nyitjuk meg, akkor az opti-
malis iigyfél-hozzarendelés feladataban a feltételi méatrix TU, tehat egész kapacitasok esetén a
szolgaltato-elhelyezési feladatnak van olyan optiméalis megoldéasa, ahol minden {igyfelet 1 szol-
galtatohoz rendeliink.

A példaban hasznalt elvet altaldnosan is kimondhatjuk.

6.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy egészértéki programozasi feladatunk
max{cx +dz: Ajx+ Az < bx € Z™, 2z € L™}
alakban modellezhetd, ahol Ay TU mdtriz. Ekkor a feladat optimumértéke megegyezik a
max{cr +dz: Ajx + Ayz < b,x € Z™,z € R} (1)
vegyes programozdsi feladat optimumeértékével.

Bizonyitds. Elég megmutatni, hogy az feladatnak van egészértéki optimalis megoldésa.
Vegyiink egy tetsz6leges (x*, z*) optimélis megoldést. Ha az z*-ot rogzitjiik, akkor z* optimalis
megoldésa a

max{dz : Asz < b— Ajx*, 2z € R™}

feladatnak. De mivel A, TU métrix, az Tétel értelmében ennek a feladatnak van egészér-
tékd optiméalis megoldésa is; legyen ez z'. Ekkor az (z*, 2’) egészértékii optiméalis megoldasa az
feladatnak. O

Ha egy egészértékl programozasi feladatot meg akarunk oldani, akkor tulajdonképpen egy
poliéder egész pontjainak konvex burkén akarunk egy linearis célfiiggvényt maximalizalni.

6.1. Definici6. Legyen P poliéder, P C R™. Ekkor P; = conv(P NZ") a P egész pontjainak
konvex burka.

6.1. Megjegyzés. Ha P leirdsaban irracionalis egyiitthatok is szerepelhetnek, akkor az egész
pontok konvex burka nem lesz mindig poliéder. Példaul 2-dimenzidoban: Legyen P = {(z1,x2) :
x> 1,29 > \/53:1} Ekkor az egész pontok konvex burkanak végtelen sok csiicsa lesz. Példaul:
(1,3), (4,9), (8,18), sth.

Az irracionalis meredekségii egyeneshez tetszélegesen kozel tudunk egész pontot talalni.
(4,9) kozelebb van, mint (1,3), de (8,18) mar kozelebb van, mint (4,9), és igy tovabb, egyre
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kozelebb keriiliink, és kozben mindig 4j csticsokat definidlunk, ezaltal végtelen sok cstcsot

kapunk. Marpedig egy poliédernek csak véges sok csiicsa lehet.
T 2 1
(8,18) /' @y > /By
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7. Ervényes vagasok

Ha az egészértéki programozasi feladatunk LP relaxacidjanak optimalis megoldasa nem egészér-
téki, akkor valamilyen modszerrel tovabb kell 1épniink, hogy megtalaljuk a legjobb egészértékd
megoldast. Ennek egyik modja, hogy keresiink egy olyan linearis egyenl6tlenséget, amit az
Osszes egeész megoldas teljesit, de az LP relaxéacié optimalis megoldasa(i) nem. Az ilyen egyen-
16tlenség neve érvényes vagas. Ha az egyenl6tlenséget 01j sorként hozzévessziik a rendszerhez,
akkor az egész megoldasok nem valtoznak, de az LP relaxacié optimuma kdzelebb keriil az IP
feladat optimumahoz.
Az alabbiakban két médszert mutatunk érvényes vagésok keresésére.

7.1. Gomory vagasok

Tekintsiink egy
max cr
Axr =10
x>0
x ez

alaka egészértéki programozasi feladatot, ahol A egész matrix és b egész vektor. Ha olyan
szerencsénk van, hogy az A matrix TU, akkor az Tétel értelmében az LP relaxaci6 optimalis
bazismegoldéasa egészértékii. Ez azt jelenti, hogy ilyen esetben az IP feladatot meg tudjuk oldani
a szimplex modszerrel!

Ha azonban A nem TU, akkor kénnyen lehet, hogy az optimalis B bazishoz tartozo béazis-
megoldas nem egészértékd. Gomory megmutatta, hogy ebben az esetben a B bazishoz tartozé
kanonikus alak segitségével konnyen konstrualhatd egy érvényes vagas, ami a B-hez tartozd
bazismegoldést ,levagja”’, azaz a bazismegoldas nem teljesiti az egyenlGtlenséget.

Ahogy korabban, jeldlje a feladat B bazishoz tartozo kanonikus alakjat Az = b, > 0,
max éz. Tegyiik fel, hogy b; nem egész, ami azt jelenti, hogy a bazismegoldas B(i)-edik ko-
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ordindtaja nem egész. Vezessiik be a ¢ = B(7) jelolést, és jelolje N a bazison kiviili valtozok
indexhalmazat.
A bazishoz tartozo kanonikus alak i-edik sora a kovetkez&képpen néz ki:

Lq -+ Z C_lijillj = Bz

jEN

Ezt az egyenletet tehat a feladat dsszes megolddsa teljesiti. Mivel a megengedett megoldasok
nemnegativak, az 0sszes megengedett megoldds teljesiti a kdvetkezd egyenlGtlenséget:

Lq + ZLC_LMJIJ' S l_)L

JEN

Kovetkezésképp az Osszes egészértékid megengedett megoldds teljesiti a kovetkez6t:

v+ Y lag)z; < b, (2)

JEN

Vegyiik észre azonban, hogy a B-hez tartozé = bazismegoldas nem teljesiti az egyenlGtlensé-
get! Ugyanis 7; = 0 minden j € N-re, és T, = b; > |b;], hiszen b; nem egészértéki. Igy az
egyenlGtlenség egy érvényes vagas, ami levagja a B-hez tartoz6 bazismegoldast. Ezt nevezziik
a B bazishoz és ¢ indexhez tartoz6 Gomory vagasnak.

Nézziik meg hogy az egyenlétlenséget hogyan tudjuk hozzavenni a rendszerhez gy, hogy
egybdl egy bazishoz tartoz6 kanonikus alakot kapjunk. Mivel egyenl6tlenséget tekintiink, be
kell vezetni egy 1j eltérés-valtozot, legyen ez x,, 1. Az 0j rendszer bazisat gy kapjuk, hogy a B
bézist kiegészitjiik a B(n + 1) = n+ 1 definicioval, azaz az 4 sorhoz tartozo bazisvaltozo 1.
Az 1j sort tehat olyan alakban kell felirnunk, hogy x, .1 egyiitthat6ja 1, a tobbi bazisvaltozé
egyilitthatoja pedig 0 legyen. Ehhez figyeljiik meg, hogy ha az

Lq + Z L&ijjxj + Tpt+1 = U_)ZJ

JEN
egyenletbdl kivonjuk a rendszerben szerepld
l’q + Z C_Lz'jl’j = [_71
jEN

egyenletet, akkor az
Tnpr — Y _{ay ey = —{bi} (3)
jEN
egyenletet kapjuk, ahol {a} az a szam tortrészét jeloli. A egyenlet megfelels alaki, te-
hat a rendszerhez hozzévéve kanonikus alakia feladatot kapunk, és a célfiiggvényen sem kell
modositani, hiszen az x,, .1 eltérés-valtozo egyiitthatdja 0 a célfiiggvényben.

7.2. Klikk vagasok

Binaris feladatoknal a valtozokra gyakran gy tekintiink, hogy igaz-hamis értéktek, ahol 1 felel
meg az igaznak és 0 a hamisnak. A logikabdl ismerds jeloléssel az 1 — x; jelolhets —x;-ként, és
igy —x; pontosan akkor igaz, ha x; hamis. A literalok halmazéaba x; és —x; tartozik az Osszes
binaris x; valtozora.

Egy binaris feladat egyenlGtlenségei sokszor tartalmaznak olyan informaciot, hogy két literal
értéke nem lehet egyszerre igaz. Példaul az x1 — o > 0 egyenlGtlenség azt jelenti, hogy —xy
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és xo nem lehet egyszerre igaz. Bonyolultabb egyenlGtlenségeknek is vannak ilyen implikicioi,
példaul
3371 + SIQ — 41’3 + 5564 < 6

miatt kovetkezs literdl-parok nem lehetnek egyszerre igazak: (zq,—x3), (%2, x3), (21,74),
((L’Q, ZL’4), (_|$3, (L’4).

Egy binéaris feladatbol elkészithetjiik azt a grafot, aminek a csicsai a literalok, és az élei azok
a literdl-parok, amik valamelyik egyenl&tlenség miatt nem lehetnek egyszerre igazak. Tegyiik
fel, hogy K egy tartalmazasra maximalis klikk ebben a grafban. Vegyiik észre, hogy tetszéleges
megoldasban a K-beli literalok koziil legfeljebb egy lehet igaz! Ezért érvényes lesz a kovetkezd,

K-hoz tartozo klikk-vagas:
S at Y (-m) <t
;€K —\J,’J'EK

Ha taldlunk olyan klikk-vagast, ami levagja az LP-relaxicié optimalis bazismegoldasat, akkor
azt érdemes hozzavenniink a rendszerhez.

8. Korlatozas és szétvalasztas

Tekintsiik a kovetkezd alakn feladatot:

max cx (4)
Az <b (5)
T egész, (6)

ahol A, b, c egészek. A korldtozds és szétvdlasztds modszerének alapgondolata az, hogy a fel-
adatot szétvalasztjuk részfeladatokra gy, hogy az eredeti feladat megengedett megoldasainak
halmaza a részfeladatok megengedett megoldas-halmazainak diszjunkt uni6ja legyen. Ekkor az
eredeti feladat optimum-értéke megegyezik a részfeladatok optimum-értékeinek maximumaval.
Az egyes részfeladatokat tovabbi részfeladatokra lehet szétbontani, igy a vizsgélt feladatok egy
fat alkotnak, aminek gyokerében az eredeti feladat talalhato.

A részfeladatok relevancidjanak vizsgalatahoz van sziikség a korldtozdsra. A korlatozés
azt jelenti, hogy minden részfeladatnal fels§ (és esetleg also) korlatot szamolunk az optimum
értékére. Amennyiben egy részfeladatra vonatkozo felsé korlat kisebb mint egy mér ismert alsé
korlat, akkor azzal a részfeladattal nem kell tovabb foglalkozni, térolhetjiik a fabol.

LP alapi korldtozds és szétvdlasztdsrol akkor beszéliink, ha a felsG korlatokat az LP relaxalt
optimuma adja, a szétvalasztis pedig linearis egyenl&tlenségek hozzidadéséval torténik.

Az algoritmus miikodése:

A részfeladatokra osztas soran kihagyunk részeket a feladat terébdl, de csak olyanokat, amik-
ben nincsenek egész pontok. A tovabbiakban a legegyszertibb LP alapu altalanos algoritmust
irjuk le. Legyen P = {z € R" : Az < b}. A részfeladataink mindig max{cx : = € P'NZ"}
alakuak lesznek, ahol P’ C P poliéder. Jelolések:
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u(P') = max{cx : x € P'}. Ez fels6 korlat a részfeladat optimumértékére.

z*(P') a max{cx : x € P'} feladat egy optimalis bazismegoldasa. Ez kiszamolhato
szimplex modszerrel.

*

e 1*: az eddig talalt legjobb egész megoldas

L: az eddig talalt legjobb egész megoldas célfiiggvényértéke, illetve —oo ha még nem
talaltunk egész megoldast.

o F: A feldolgozand6 poliéderek listaja.
Az algoritmus inicializalasa: F = {P}, és L = —oo. Egy altalanos 1épés a kovetkezd:

1. Ha F iires: kész vagyunk. Kiilonben az F listardl kivalasztunk egy P’ feladatot, és
kiszamoljuk az u(P’) értéket.

2. Ha u(P’) nem létezik, mert az LP relaxalt nem megoldhato: toroljik P'-t F-bol.
3. Ha u(P’) < L: toroljik P'-t F-baol.
4. Ha u(P') > L és x*(P') egész: z* := a*(P'), és L := u(P’). Toroljik P'-t F-bol.

5. Ha u(P’) > L és o*(P') nem egész: valasszunk egy olyan j indexet, amire z*(P’) j-
edik komponense egy nem egész « szam. Legyen Pl = PPN{xr € R*: z; < |a]}, és
P,=Pn{r eR": x; > [«a]}. Toroljik P'-t F-bol, és adjuk hozza Pj-et és Pj-t F-hez.

8.1. Allitas. Ha P korldtos, akkor az algoritmus véges sok lépésben taldl egy optimdlis megol-
ddst.

Bizonyitds. Mivel P korlatos, létezik olyan N szam, hogy tetszéleges x € P-reés j € {1,...,n}-
re |z;] < N. Az algoritmus futésa alapjan felépithetiink egy gyokeres binaris fat, amelynek
minden cstcsa egy feldolgozott poliédernek felel meg (a gyokér P-nek) és az egyes elagazasok
a szétvémlasztésjgknak.

Tekintsiink a faban egy tetszéleges utat a gyokérbdl egy levélbe! Egy adott z; valtozd szerint
ezen az Uton legfeljebb 2N szétvalasztas lehet, mert minden szétvalasztasnal egy 1 hosszi nyilt
intervallum kimarad az x; lehetséges értékei koziil. fgy minden ilyen ut legfeljebb 2nN hosszu,
amibo6l kovetkezik, hogy az algoritmus véges sok lépésben véget ér.

Az optimélis megoldas P-ben van, és ha az algoritmus egy adott szétvalasztasi 1épésénél
P’-ben ott van, akkor vagy Pj{-ben vagy Pj-ben is ott van. Tehat a fenti fa valamelyik leveléhez
tartoz6 poliéderben van az optimélis megoldas. Mivel egy levélben nem valasztunk szét, ezért
ott meg is taldljuk. Tehat az algoritmus mindenképpen megtalalja az optimalis megoldast. [
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Korlatozas és szétvalasztas algoritmus a binaris hatizsak-feladatra

Ha binéris hatizsak-feladatra futtatjuk a fenti algoritmust, az algoritmusban szerepld poliéderek
mindig a kévetkezd alakuak lesznek:

P(Jo,J1) ={0<2<1:) az;<b x;=0hajefy, x;=1haje .}

j=1
A max{cx : x € P(Jy, J;)} feladat nagyon egyszertien megoldhaté a moho algoritmussal:

e Rakjuk a nem (Jy U J;)-beli valtozokat 2—3 szerint csokkend sorrendbe.
J
o Azelején d =0— ), ; a; - ennyi még belefér a héatizsakba.

e Ha j; az els index a fenti sorrendben, akkor legyen z;, = min{1, ai}, és legyen d :=
J1
d — aj ;. Majd vegyiik a kovetkez6t a sorrend szerint, és ugyanigy folytassuk.

8.1. Megjegyzés. Ha egy valtozd értéke nem 1, hanem %, akkor az utdna kovetkezd Osszes
J

tObbi valtozo értéke 0 lesz, hiszen a hatizsak megtelt. Tehat legfeljebb egyetlen nem egész érték

lesz. Ezért mindig egyértelmt, melyik valtozo szerint kell szétvalasztani.

Az algoritmust érdemes kiegésziteni azzal, hogy ha egy adott lépésben az z; valtozo szerint
valasztunk szét, akkor az optimalis tort megoldasban -t O-ra moédositva egy megengedett egész
megoldéast kapunk. Ha ez jobb, mint az eddig talalt legjobb z* megoldés, akkor lecserélhetjiik
x*-ot erre.

9. Dinamikus programozasi algoritmusok

Dinamikus programozast olyan feldatok megoldasanél hasznalhatunk, ahol a megoldas elGal-
lithatd egyszeriibb részfeladatok megoldasa segitségével. A dinamikus programozas lényege,
hogy egy bizonyos részfeladatot csak egyszer oldunk meg, és a megoldast taroljuk, igy ezt a
megoldést a nagyobb részfeladatok megoldésdhoz mar tovabbi szamoléas nélkiil hasznalhatjuk.

9.1. Binaris hatizsakfeladat
Legyen k € {1,...,n}, d € {0,...,b}. Definidljuk a kivetkezo fiiggvényt:

k k
fr(d) = max{z Ty Zaj:cj <d, v €{0,1}*}.

j=1

Latjuk, hogy f,(b) lesz az eredeti binaris hatizsakfeladat optimumeértéke.
Legyen fy(d) = 0 minden d € {0,...,b} értékre. Irjunk fel rekurziv képletet fy.(d) értékére,
ha k£ > 1:
f (d) _ { fkfl(d), ha a, > d
K max{fk,l(d), fkfl(d — Clk) + Ck}, ha ag < d

Algoritmus

for k =1...n
for d =0...b
do { szamoljuk ki fi(d) -t a fenti képlettel}
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Ez a dinamikus programozasi algoritmus O(nb) lépésben kiszamolja az optimumértéket. Meg-
jegyzendd, hogy ez nem polinomilis futési id6, hiszen az input mérete O(nlogb).
Az optimélis megoldést a kovetkezSképpen kapjuk:

[0 ha f0) = fua () (1)
" 1, ha f,(0) = fu1(b—an) + ¢, (2)
Tn_1,...,T1-et pedig esetszétvalasztassal kapjuk:

e Ha az (1) eset kovetkezik be, akkor

L0 fua() = faa(®)
e 17 ha fnfl(b) = fn72(b - anfl) + Cp—1

e Ha a (2) eset kovetkezik be, akkor

T — 07 ha fnfl(b_an) :fnf2<b_an)
n—1-— 1, ha fn71<b - an) = fnfg(b — Oy — anl) +ch_1

Igy folytatjuk, amig z1-et el nem érjiik.

9.2. Nemnegativ matrixa egészértékii feladat

Most a fentihez hasonlé dinamikus programozasi algoritmust adunk tobb egyenlGtlenség esetén.
Legyen a feladatunk
max{cx : Ax <bx >0,z € Z"},

ahol A, b, c nemnegativ és egész.
Adott k € {1,...,n} szam és 0 < d < b egész vektor esetén legyen

k k
fr(d) = maX{Z cixj Zaijmj <d; (i=1,...,m), x > 0}.
j=1 j=1

Definialjuk ezen kiviil fo(d)-t 0-nak minden 0 < d < b-re. A kovetkez6 rekurzioval lehet k& > 1-
re és 0 < d < b-re kiszamolni a fiiggvényértékeket (fontos eltérés a binéris hatizsakfeladathoz
képest, hogy a maximumban fi(d — ay) szerepel):

fuld) = Jr—1(d) ha valamilyen i-re a;, > d;,
* max{ fyr_1(d), fu(d —ar) +c}  haay <d.

Az fi.(d) értékeket k szerint névekvd sorrendben, azon beliil d szerint lexikografikusan névek-
v6 sorrendben szamoljuk ki. Az optimumértéket f,(b) adja meg. A lépésszam O(n[[~,(b;+1)),
ami sajnos a legtobb feladatnal nagyon lasst algoritmust ad, de ha b kicsi, akkor hasznalhato.

9.3. Maximalis stlyt nem-Atmetszd parositas

Legyen G = (S,T; E) paros graf, ahol S = {s1,...,s,} és T = {t1,...,1;}. Adott még egy
c: E — R sulyfiiggvény. Az s;it; € E és syty € E élek atmetszdk, ha vagy i < i és j > j/,
vagy i > i’ és j < j'. Egy élhalmaz nem-atmetszd, ha nem tartalmaz atmetszd élpart. Vegyiik
észre, hogy ha E egy részhalmaza nem-atmetszd, akkor automatikusan péarosités, azaz fiiggetlen
élekbdl all (forditva nem igaz: egy parositas tartalmazhat dtmetszd élpart).
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Célunk egy maximalis silyt nem-atmetszé parositds megtalalasa. Megmutatjuk, hogy erre
a feladatra hatékony dinamikus programozasi algoritmus adhat6. A fejezetben majd latjuk,
hogy a maximalis stlyt parositas feladatra csak ennél joval bonyolultabb algoritmust ismeriink,
theat a nem-atmetsz6 feltétel kikdtése konnyiti a feladatot.

Adott i < kés j < lesetén jelolje G(7, ) a G graf megszoritasasat az {s1,...,s; }U{t1,....t;}
csicshalmazra. Legyen

f(i,j) = max{c(M) : M nem-atmetsz6 parositasa G(i,j)-nek}.

Mivel G(i,1) és G(1,7) minden pérositasa egyetlen élbdl all, a kovetkezs értékeket kénnyen
megkapjuk:
f(i,1) = max{0, cs,¢, : spty € E, h <i},

f(17]> = maX{Oacsnﬁh : Slth S E7 h S j}

Tegyiik fel, hogy 2 <i < k és 2 < j <. Figyeljiik meg, hogy ha G(i, j)-nek egy nem-atmetszs
péarositas nem tartalmazza az s;t; élt, akkor s; és t; koziil csak az egyikre illeszkedhet éle. Ezek
alapjan a kovetkezé rekurzi6 érvényes:

f(lvj) = max{f(z - 17] - 1) +Cs¢tjaf(i7j - 1)7f(Z - 17])}

Az f(i,7) értékeket tehat kiszamolhatjuk példaul i 4+ j szerint névekvs sorrendben, és min-
den egyes érték kiszamolédsdhoz csak harom, mar kiszamolt értéket kell Gsszehasonlitani. A
lépésszam igy O(n?).

9.4. Utak aciklikus digrafban

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy aciklikus, azaz irdnyitott kort nem tartalmazo iranyitott
grafokban maximalis és minimalis stulyt utat is lehet dinamikus programozassal keresni. Ehhez
sziikségiink van a csticsok topologikus sorrendjének a fogalmaéra.

9.4.1. Topologikus sorrend

A mélységi keresés (DFS) egy alkalmazésa aciklikus digrafban a pontok an. topologikus sor-
rendjének meghatarozasara szolgal. A digraf cstucsainak egy sorrendjérdl akkor mondjuk, hogy
topologikus, ha minden él el6re mutat, azaz a tove a sorrendben megel6zi hegyét (=fejét).
Egy digrafot akkor neveztiink aciklikusnak, ha nem tartalmaz egyiranya kort. Azt, hogy egy
digraf nem aciklikus, egy konkrét egyiranyu korének bemutatasaval tandsithatjuk. Milyen gyor-
san ellendérizhetd igazolvany adhat6 a digraf aciklikussaganak tandsitasara? Erre ad valaszt a
kovetkezd egyszerd, de hasznos tétel.

9.1. Tétel. Egqy D = (V, A) digrdf akkor és csak akkor aciklikus, ha pontjainak létezik to-
pologikus sorrendje, azaz eqy olyan vy, vs, ..., v, sorrend, amelyben minden €l kordbbi pontbdl
késdbbibe vezet.

Bizonyitds. Egy egyirdnyu kor pontjainak nem létezhet topologikus sorrendje, hiszen a kor
minden pontjanak pozitiv a befoka. Emiatt egy egyiranyt kort tartalmazé digrafnak se létezhet
topologikus sorrendje, vagyis a feltétel sziikséges.

Az elegendGséghez figyeljiik meg, hogy egy aciklikus digrafnak létezik forraspontja, vagyis
olyan pontja, amibe nem 1ép be él. Ha ugyanis minden pontba lép be él, akkor egy pontbdl a
belépd él mentén visszafelé indulva a forditott sétat mindig tudnank folytatni és elGbb-utébb
egy kort kapnank. Valasszunk ki egy v forraspontot és legyen ez a sorrend elsé pontja. A D—wv;
digraf is aciklikus, ennek is létezik egy v, forraspontja. Ezt az eljarast folytatva megkapjuk a
keresett vy, vs, ..., v, topologikus sorrendet. O
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(Megjegyezziik, hogy megszamlalhatoan végtelen sok pontbol allo aciklikus digraf pontja-
inak nem feltétleniil van topologikus sorrendje. Ezt példazza az a digraf, amelynek csicsai a
raciondlis szdmok és az u, v raciondlis szdmokra uv akkor él, ha u < v.)

A bizonyitasbol adodo algoritmus egyetlen forraspontot O(m) lépésszamban tud megtalalni,
igy a topologikus sorrend megkeresésének Gsszlépésszama O(mn). Mélységi keresés okos alkal-
mazasaval a teljes topologikus sorrendet O(m) lépésben meg lehet talalni. Ennek érdekében
feltehetjiik, hogy a digrafnak van olyan s pontja, ahonnan minden més pont elérhets. Valoban,
mert ha nem ez a helyzet, akkor adjunk a digrafthoz egy 1j s pontot, és vezessiink s-b6l minden
eredeti pontba élt. Igy aciklikus digrafot kapunk, amely pontjainak topologikus sorrendjébél
az ujonnan hozzdadott s-t kihagyva megkapjuk az eredeti digraf pontjainak egy topologikus
sorrendjét.

Inditsunk s-b6l mélységi keresést, és jegyezziik fel a csticsoknak az elhagyési sorrendjét (egy
csucsot akkor hagyunk el”, amikor mar az 6sszes bel6le kiléps élt megnéztiik, és visszalépiink
a sziilgjébe). Ha menet kozben egy csiucsbol megy él egy Gsébe a faban, akkor megallhatunk,
hiszen talaltunk egy iradnyitott kort, tehat a digraf nem aciklikus. Ha a mélységi keresés soran
nem talaltunk kort, akkor a digraf aciklikus, és az elhagyasi sorrend forditottja topologikus
sorrend. Ennek az az oka, hogy amikor egy csicsot elhagyunk, akkor a bel6le kilép6 élek mind
méar korabban elhagyott csticsokba mennek, hiszen az Gseibe nem mehetnek élek.

9.4.2. Legolcsébb utak aciklikus digrafban

Tegyiik fel, hogy a D digraf aciklikus és az s pontbdl mindegyik mésik pontba vezet egyirdnyu
t, masszoval s-b6l minden més pont elérhets. Legyen a ¢ : A — R stlyozas (vagy koltségfiigg-
vény) tetszéleges, tehat c-nek lehetnek pozitiv és negativ komponensei is. Ez azért jo, mert
a ¢ negalasa révén nem csupan a minimalis koltségt, hanem a maximalis koltségi (silya) at
problémat is meg tudjuk oldani (tetszéleges iranyitott graf esetén ez a feladat NP-teljes).

Aciklikus digrafban a kévetkezd egyszerd direkt eljarassal fel lehet épiteni a legolecsébb utak
feny6jét. Az el6z6 alfejezetben lattuk, miképp lehet egy topologikus sorrendet linearis idében
meghatarozni. Tegyiik fel, hogy az s = vy, vs,...,v, topologikus sorrend elsé j — 1 pontja
altal feszitett részgrafban mar meghataroztuk a legolesobb utak egy F;_; fenyGjét a pi.(v;)
koltségekkel egyetemben (1 <i < j—1). Tekintsiik a sorrendben kovetkezs v; pontot. Miutan
vj-be csak j-nél kisebb indexi pontbol vezet él, a legolcsobb sv;-ut koltségét a

pie(v;) = min{pc(vi) + c(vivy) < viv; € A} (7)

formula adja. Tovabba, ha v;v; jeldli azt az élt (pontosabban az egyik olyan élt), amelyen
a minimum felvétetik, akkor F; := F;_; + v;v; a legolcsobb utak feny&je az elsé j csicson.
(ha t6bb minimalizalé él van, mindegy, hogy melyikkel néveljitk a feny6t.) Ezt a rekurziot
j=1,...,n-re kovetve a végiil kapott F), feszits feny6 egy legolecsobb utak fenydje lesz. Miutan
a 1.(v;) értékek illetve a fenyGbe keriils v;v; élek kiszamitasahoz a digraf minden élét egyszer
kell csak tekintetbe venni, az algoritmus lépésszama O(m), felhasznéalva, hogy a topologikus
sorrendet is O(m) lépésben lehetett megkapni.
A ([7) formulabol adodik, hogy minden v;v; € A élre

pe(v) < pe(vi) + c(viv;),
mig ha v;v; az F,, feny6 éle, akkor itt egyenldség teljesiil:
pe(vj) = pie(v:) + c(viv;). (8)

Az algoritmus kévetkezményeként kapjuk az alabbi tételt.
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9.2. Tétel. D = (V, A) aciklikus digrafban, amelyben minden pont elérhetd s-bdl, tetszdleges
kéltségfiigguényre létezik legolcsobb utak fenydje. o

A legolcsobb 1t koltségére vonatkozik az aldbbi min-max tétel.

9.3. Tétel. Legyen c: A — R a D = (V, A) aciklikus irdnyitott grdf élhalmazdn egy tetszdleges
koltségfigguény, és tegyiik fel, hogy létezik st-it. Az s-bdl t-be vezeld utak koltségének p.(t)
minimuma eqyenld a

max{7(t) —7(s):m:V =R, 7(v) — w(u) < c(uwv), uwv € A}
értékkel. Ha c egészértéki, az optimdlis 7 s vdlaszthato egészértékinek.

Bizonyitds. Tetsz6leges m-re és P = {s = vp,v1,...,v0p =t} st-tra

co(P) =3 clvivin) = Z[ﬂ(vm — ()] =w(t) —7(s), (9)

i

vagyis a tételben a max < min irany kovetkezik. (Ehhez a egyenlGtlenséghez az aciklikussagra
nincs is sziikség).

A forditott irdnyu egyenlGtlenséget elég bebizonyitani abban a specidlis esetben, amikor
minden csucs elérheté s-bél. Ha esetleg nem ez a helyzet, akkor egy uj s’ pontot a digrafhoz
vesziink egy 0 koltségl s's éllel valamint minden v € V-re egy M koltségti s'v-éllel, ahol M
kell6en nagy. Az igy nyert digrafot és koltségfiiggvényt jelolje D' és ¢. Ekkor D’-ben minden
v € V pont elérhet s'-bdl és u(v) = p/(v), ahol i/ (v) a legolesébb s'v-tut -koltsége D’-ben.
Legyen most 7’ egy olyan fiiggvény V’-n, amelyre 7’'(v) — 7'(u) < ¢(uv) minden wv € A’
élre és 7'(t) — w'(s') = 1/ (t). Ekkor a m := 7’|V fliggvényre (ami tehdt 7' megszoritasa V-re)
7(v) — m(u) < ¢(uv) minden wv € A élre. Tovabba, 7(s) — 7'(s') = 7'(s) — 7'(s') < (s's) =0
miatt w(s) < @'(s') és ezért u(t) > w(t) —w(s) = 7'(t) — w(s) > 7'(t) — 7' (s") = (/' (t) = p(t),
amibdl p(t) = w(t) — w(s). Tehat, ha D'-re igaz a tétel, akkor D-re is, és emiatt feltehetjiik,
hogy D-ben minden cstcs elérhetd s-bél.

Tekintsiik a fenti algoritmus altal szolgéltatott P utat, azaz az F), feny&ben 1év§ egyértelmi
st-utat. Minden v € V-re legyen w(v) := p.(v) a legolesobb sv-ut koltsége. Ekkor egyrészt
minden uv élre egy legolesobb su utat az uwv éllel kiegészitve (az aciklikussag miatt) egy sv-utat
kapunk, és ezért 7(v) < w(u) + c(wv), azaz 7(v) — w(u) < c(uv), masrészt (8) miatt P minden
uv élére w(v) — w(u) = c(uv), vagyis (9)-ben egyenlség all, és igy c(P) = w(t) — w(s). O

Alkalmazasokban el6fordul, hogy aciklikus digrafban miniméalis helyett maximalis sulyu st-
utat kell keresni. A fenti eljarast ekkor a —c koltségfliggvényre kell alkalmazni, de az eredeti ¢
nyelvén kozvetleniil is megfogalmazhatjuk, a kivetkezGképpen.

Tegyiik fel, hogy a topologikus sorrend els6é 7 — 1 pontja altal feszitett részgratban méar
meghatdroztuk a legsilyosabb utak egy Fj_; fenyGjét a legstlyosabb sv;-tt 7.(v;)-vel jelolt
stlyaval egyetemben (1 < i < j —1). A sorrendben kovetkezd v; pontra legyen 7.(v;) :=
max{7.(v;) + c(v;v;) : viv; € A} és legyen F; := F;_1 + v;v;, ahol a v;v; egy olyan él, amelyen
a maximum felvétetik.

Fogalmazzuk meg a tétel ellenparjat erre az esetre. A keveredés elkeriilése érdekében 7
helyett 7-t hasznalunk, és az utana kovetkezd alkalmazés érdekében felcseréljiik a két oldalt.

9.4. Tétel. Legyen c: A — R a D = (V, A) aciklikus irdnyitott grdf élhalmazdn egy tetszdleges
sulyfiigguény, és teqyiik fel, hogy az s pontbol minden pontba vezet egyiranyi wut. FEkkor

min{7(t) —7(s) : 7: V = R, 7(v) — 7(u) > c(uv),uv € A}
= max{c(P) : P it s-bdl t-be}. e
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9.4.3. Egy projekt-iitemezési feladat: a PERT moddszer

Alkalmazasokban elgfordul, hogy nem elsGsorban az optimélis utra vagyunk kivancsiak, hanem
inkdbb az optimalis 7 fiiggvényre. Tekintsiik a kovetkezs iitemezési feladatot. Egy projekt
kiilonféle elemi feladatok elvégzésébdl all, melyeknek elére adott a végrehajtasi ideje. (Példaul
hézépitésnél az alapok kidsasa, betonozas, els6 szint felhtizasa, méasodik szint felhiizasa, tetd
épités, bels6 vakolas, vizess szerelés, villanyvezetékek, festés, ablakok, stb). Tudjuk tovabba,
hogy technologiai elGirasok miatt bizonyos részfeladatok megel6znek masokat (az alapozas a
fiirdGszoba csempézés eltt van), azaz a részfeladatok halmazan adott egy részbenrendezés.
Kérdés, hogy mi az a legrévidebb id§, amely alatt a teljes projekt elvégezhets azon kikotés
mellett, hogy az egyes részfeladatok kezdési idépontjat gy megadni, hogy minden feladat
kezdésére a részbenrendezésben 6t megeléz6k mar elkésziiljenek.

A megoldéshoz készitsiink el egy D iranyitott grafot a kdvetkezGképpen. Mindegyik z rész-
feladatot reprezentaljuk egy u,v, irdnyitott éllel, amelynek silya legyen a z végrehajtasi ideje.
Amennyiben a z feladat technologiailag megelézi az y feladatot, tgy vegyiink be D-be egy
vyu, €1t 0 stllyal. Végiil adjunk a digrathoz egy s forraspontot, amelyb6l minden u, pontba
vezessiink 0 sulyua élt, és adjunk egy ¢ nyel§pontot, amelybe minden v, pontbdl vezessiink 0
salya élt. Feladatunk olyan 7(v) idépontok kijelolésével ekvivalens, amelyekre 7(s) = 0, 7(¢)
minimalis és minden ww élre a 7(v) — 7(u) id6pont-kiilénbség legalabb akkora, mint az él sulya.

A tétel pontosan erre a kérdésre adott valaszt: a projekt végrehajtasanak minimalis
dssz-ideje (vagyis 7(t) — 7(s) minimuma) egyenld a legsilyosabb st-iit silyaval. Egy ilyen utat
szoktak néha kritikus Gtnak nevezni, mig az el6z6ekben leirt minimélis it probléménak az
itteni feladatra adaptalt valtozatat kritikus 4t modszernek (angolul PERT': project evaluation
and review technique).

A tétel egy szemléletes interpretacioja révén a fénokiinket rogton meg tudjuk arrol gy6z-
ni, hogy az altalunk javasolt optimalis iitemezés (amit tehat kezdési idGpontokat meghatarozo
T fiiggvény ir le) valoban az elvileg legkorabbi befejezést garantélja, hiszen mar a kritikus P
aton 16v6 elemi munkak elvégzéséhez is annyi id6 kell, mint a P at Ossz-stlya (vagyis a P
aton 1évs elemei munkak 6ssz-ideje), marpedig mi a teljes projektet is ennyi id6 alatt le tudjuk
bonyolitani, és igy az litemezés sziikségképpen optimaélis.

9.5. Legolcs6bb utak nem-negativ koltségekre: Dijkstra algoritmusa

Tegyiik most fel, hogy D tetszéleges, de a ¢ koltségfiiggvény nem-negativ. Dijkstra algoritmusa
a feladat megoldasara két otleten milik. Az aciklikus esethez hasonlban itt is s-bél induld
legolesobb utaknak egy fenydGjét épitjiik fel élek egyenkénti hozzavételével. Lényeges kiilonbség
azonban, hogy a pontoknak a fenyGbe keriilési sorrendjét nem lehet elére megmondani (mint
ahogy az aciklikus esetben a topologikus sorrenddel meg lehetett), mert az csak menetkézben
deriil ki, a kévetkez& lemma szerint.

9.5. Lemma. Legyen T egy legolesdbb utak s-fenydje a V(T') ponthalmazon. Tegyiik fel, hogy
az
my = min{p.(u) + c(uwv) : wv kilép V(T')-bdl} (10)

minimum valamely a = u,v, €len vétetik fel. Ekkor T' := T + a is legolcsobb utak s-fenydje a
V(T) 4 v, ponthalmazon.

Bizonyitds. A T-re vonatkozo feltevés miatt csak az s-bdl v,-ba vezetd T'-beli P’ utrol kell
belatnunk, hogy D-ben legolcsobb. A jelolések folytan c¢(P’) = myp. Legyen P tetszéleges
svu.-it D-ben. Legyen ennek (s feldl indulva) az els6 V(T')-bol kiléps éle e = uev., mig az
s-t6l ue-ig tartd részutja P”. A ¢ nem-negativitdsa valamint mp és p.(u.) jelentése miatt
c(P") =mp < pe(ue) + cle) < c(P") + c(e) < ¢(P). O
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A lemma kézenfekvd és hatékony megoldast kinal a legolcsobb utak feny&jének kisza-
mitasara. Kiindulva az egyetlen s pontbhol allo feny6bdl, élek egymés utani hozzavételével,
n — 1 fazisban, felépitjiik a V-t feszitd legolecsébb utak feny6jét. Ehhez csak az kell, hogy egy
kozbenss, mar kiszamitott 7' feny6hoz meg tudjuk hatarozni a hozzaveendd élt. A lemma
alapjén ez a minimum kiszamitasaval megtehets. Kérdés, hogy hany lépésben. A naiv
megkozelités szerint e minimum meghatarozasahoz szamba kell venni az ésszes V (T)-bél kiléps
élt. Ezek szaméra m-nél jobb fels§ korlatot nem lehet biztositani, és ezért ez a megkdzelités
Osszességében egy O(mn) lépésszamu algoritmust eredményez.

Dijkstra algoritmusanak masodik otlete az, hogy fenntartunk és menetkézben alkalmasan
modositunk bizonyos adatokat, amelyek segitségével a (10) minimum O(m) lépés helyett mar
O(n) lépésben kiszamithato.

Tegyiik fel, hogy egy kézbensd fazisban a T' feny6n, valamint a 7" pontjaira mar kiszamolt
pe(v) értékeken kiviil rendelkezésre allnak a kovetkezs adatok. Minden v € V' — V(T') fenyén
kiviili pontra a pur(v) cimke tartalma legyen az s-bél v-be vezetd, csak V(T') pontjait hasznalo
sv-utak koltségének minimuma, mig az ep(v) cimke tartalma egy ilyen sv-ut utolso éle (amely
tehat kilép T-bdl és a hegye v). Ezen kiviil a vy cimke tartalma az a z € V — V(T') pont, ahol
a pr(v) értékek minimuma (v € V. — V(1)) felvétetik, mig ms a minimum értéke.

Ezen cimkék segitségével rogton meg tudjuk mondani, hogy melyik élt kell T-hez venni.
Nevezetesen, tekintjiik a vp-ben 16v6 z pontot és az er(z)-ben 1év6 uz élt és ezt adjuk T-hez.
A lemma miatt p.(z) = pr(z).

A keletkez6 T" feny6hoz tartozo cimkék modositasahoz figyeljiikk meg, hogy egy v € V. —T"
pontra a legolcsobb olyan sv-ut, amely csak T’-beli pontot hasznél vagy haszndlja a z pontot
vagy nem, attol fliggden, hogy a pr (v) := min{ur(v), pe(z) + ¢(zv)} minimum a méasodik
vagy az elsé tagon vétetik-e fel. Ennek eldontése tehat konstans lépésben megtehets. Miutan
n pont van 6sszesen, megallapithatjuk, hogy a T" feny& egy tjabb éllel val6 névelésekor minden
pr (v) cimke O(n) lépésben meghatarozhaté. Hasonloan egyszerd megfontolas nyoman a vy és
az mp cimkék is O(n) lépésben meghatarozhatok. Miutan n — 1 feny6 névelést hajtunk végre,
a Dijkstra algoritmus teljes 1épésszama O(n?).

10. PaArositasok paros grafban

10.1. Maximalis elemszamu parositasok: a javité utak modszere

Vizsgéalatainkat kezdjiik a stlyozatlan eset attekintésével. A kiindulési eredmény Kénig Dénes
tétele.

10.1. Tétel (Kénig). Egy G = (S, T; E) pdros grafban a mazimdlis pdrositis v = v(G) elem-
szama egyenld az éleket lefogd pontok minimdlis T = 7(G) elemszdmdval.

Bizonyitds. Egy v elemi parositas lefogasahoz kell legalabb v cstcs, igy az Gsszes élhez is kell
ennyi, ezért v < 7.

A nemtrividlis v > 7 irdny igazolasahoz konstrualunk egy M C FE péarositast és egy L C
S UT lefogast, melyekre |M| = |L|. Az eljards a G egy tetszéleges M parositasabol indul
ki, ami kezdetben az iires halmaz is lehet. Az altaldnos lépésben vagy taladlunk egy nagyobb
parositast, és ekkor a nagyobb pérositasra vonatkozoan iterdljuk az eljarast, vagy pedig egy
| M |-mel megegyez§ elemszamu lefogast, amikor is az algoritmus véget ér.

Iranyitsuk meg M éleit T-t61 S felé, mig az Osszes tobbi élt S-t6l T felé. Jeldlje Rg illetve
Rr az S-ben illetve a T-ben az M altal fedetlen pontok halmazat. Jeldlje Z az Rg pontjaibol
az igy kapott D, iranyitott grafban iranyitott titon elérhetd pontok halmazat (amit példaul
szélességi kereséssel talalhatunk meg).
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s I

1. 4bra. A Koénig tétel bizonyitasanak illusztralasa

Két eset lehetséges. Amennyiben Rp-nek esik pontja Z-be, akkor megkaptunk egy olyan
Rg-t és Rp-t 6sszekotd P utat, amely M-ben alternal. Most M és P szimmetrikus differencidja
egy M-nél eggyel tobb élbdl allo M’ parositas. (Technikailag az eljarast konnyt végrehajtani: a
megtalalt ut éleinek iranyitasat egyszeriien megforditjuk. Az igy nyert atiranyitott graf éppen
Dy, vagyis az a digraf, amit G-bdl kapunk az M’ éleinek T-bél S felé, és a tobbi élnek S-t61
T felé torténd iranyitasaval.)

A masik esetben Ry diszjunkt Z-t6l. Z definicidja folytan Z-bdl nem 1ép ki iranyitott él.
Ervényes tovabba, hogy Z-be nem lép be megiranyitott uv € M parositas él, hiszen v csak u-n
keresztiil érhets el, igy v csak akkor lehetett iranyitott titon elérhetd Rg-bdl, ha u is az volt.
Tehat az M minden eleme vagy teljesen Z-ben fekszik vagy teljesen kiviile.

Kovetkezik, hogy az L = (T'N Z) U (S — Z) halmaz egyrészt lefogja a G Osszes élét,

méasrészt minden M-beli élnek pontosan az egyik végpontjat tartalmazza, tehat |M| = |L|,
amivel a Kénig tétel bizonyitasa teljes. O

A fenti bizonyitas egyuttal hatékony eljarast is jelent a szoébanforgd optimumok meghatéro-
zésara. Az algoritmust Kénig (alternalé utas) algoritmusanak nevezziik. A 1épésszam meg-
becsléséhez figyeljiik meg, hogy legfeljebb n/2 alkalommal kell utat keresniink. Miutan egyetlen
ut megkeresése az élszammal aranyos idében toérténhet, az 6sszlépésszam nem nagyobb, mint
O(nm) (ahol n a graf pontszama, mig m az élszama).

10.2. Tétel (Hall). G = (S,T; E) pdros grafban akkor és csak akkor létezik S-t fedd pdrositds,
ha teljesil a Hall-féle feltétel:

IU(X)| > |X| minden X C S részhalmazra,

ahol T'(X) azon T-beli pontok halmaza, amiknek legaldbb 1 X -beli szomszédja van.

Bizonyitds. A Kénig algoritmus futasanak végén kapott elérhetd pontok Z halmaza az S beli
fedetlen pontok Rg halmazabol és bizonyos parositas élek 2 végpontjabol all. A H :=2Z NS
halmazra I'(H) = Z N T, igy ha Rg # (), akkor |T'(H)| < |H|. O

10.2. Maximalis sulyu teljes parositasok: a Magyar modszer

Tételezziik fel, hogy a G = (S,T; F) paros graf élein adott egy c sulyfiiggvény. Tegyiik fel,
hogy G-nek létezik teljes parositasa, és vizsgaljuk meg a maximalis silyl teljes parositas meg-
keresésének problémajat. Az elsd ezzel kapcsolatos kérdés az, hogy milyen hatékonyan ellen-
Grizhetd igazolvanyt (tantsitvanyt) tudunk elképzelni egy kivalasztott teljes parositas stulyanak
maximalitdsara, annak mintdjara, ahogy egy megadott M péarositas maximélis elemszamaéara
igazolvany az éleknek egy |M| elemszamu lefogasa. Ennek altalanositasaként nevezziink egy
csucsokon értelmezett m : V. — R fiiggvényt lefogé vektornak, ha minden wv € FE élre
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m(u) +m(v) > c(uv). (Figyeljiikk meg, hogy ha ¢ azonosan 1, akkor egy (0, 1)-értéki lefogd vek-
tor épp az élhalmaz egy lefogasanak incidencia vektora). Egy élt pontosnak fogunk nevezni
(m-re nézve), ha itt egyenlGség all. A 7 lefogd vektorm (V') Osszértékén a > [r(v) : v € V]
Osszeget értjiik, ahol V = SUT. A f6tétel Egervary Jen6tdl szarmazik 1931-bél.

10.3. Tétel (Egervary). A G = (S,T; E) teljes pdarositdssal rendelkezd pdaros grdfban a c :
E — R, sulyfiiggvényre vonatkozé maximdlis sulyi teljes pdrositds v. sulya egyenld a lefogo
vektorok minimdlis T, 6sszértékével. Amennyiben c egészértékd, gy az optimdlis lefogd vektor
18 vdlaszthato annak. Amennyiben G teljes pdros grdf és ¢ nemnegativ, ugy az optimdlis lefogo
vektor valaszthatd nemnegativnak is.

Bizonyitds. Megjegyezziik, hogy a tétel implicit azt is tartalmazza, hogy a szobanforgd mini-
mum létezik. Mivel a maximumot a teljes parositasok véges halmazan tekintjiik, igy annak
létezése nem kérdéses.

A harmadik rész igazolasdhoz azt mutatjuk meg, hogy tetszéleges 7 lefog6 vektor nemne-
gativva alakithato az osszérték megvaltoztatasa nélkiil. Legyen a 7 legkisebb értéke —K (ahol
K > 0) és legyen mondjuk az S-ben —K értékd pont. Mivel G teljes paros graf, ¢ nemnegativ
és 7 lefogo vektor, igy minden v € T pontra 7(v) > K. Az S elemein a 7 értékeket egysége-
sen K-val novelve, T elemein pedig K-val csokkentve olyan nemnegativ lefogd vektort kapunk,
melynek sszértéke |S| = |T'| miatt szintén 7(V').

A tétel min = max részének igazolasahoz elGszor azt latjuk be, hogy max < min . Tekintsiik
ehhez a graf egy tetszéleges M := {ujvy, ugva, ..., u,v, } teljes parositésat valamint a c-nek egy
7 lefogo vektorat. Ekkor c¢(M) =" c(wv;) < D [m(w;) +7w(v;) :i=1,...,n] = 7(V), amibdl
v, < m. kovetkezik. Itt egyenlgség pontosan akkor all, ha M minden élen pontos.

A forditott iranyu egyenlGtlenség bizonyitasahoz tehat kell taldlnunk egy alkalmas 7 lefogd
vektort és egy olyan teljes parositast, amely pontos élekbdl all. Méas széval olyan -t kell
keresniink, hogy a 7-re vonatkoz6d pontos élekbdl 4ll6 részgraf tartalmazzon teljes parositast.

Erre szolgal a H. Kuhn altal bevezetett Magyar modszer. Tetszdleges m lefogd vektorral
indulunk, amely egészértékid, ha ¢ az. Az altalanos lépésben tekintjiik a pontos élek altal
alkotott G, = (S, T; E,) részgrafot és ezen futtatjuk a Kénig tétel fentebb leirt bizonyitasanak
algoritmusat. Kiindulunk tehat a G -nek egy tetszGleges M péarositasabol. Megiranyitjuk az
M-beli éleket T-t61 S felé, mig az Osszes tobbi G -beli élt S-t6l T felé. Jelolje Rg illetve Ry az
S-ben illetve a T-ben az M altal fedetlen pontok halmazat. Jelolje Z az Rg pontjaibdl az igy
kapott irdnyitott grafban iranyitott iton elérhet6 pontok halmazat.

Amennyiben Rp-nek esik pontja Z-be, igy megkaptunk egy olyan Rg-t és Rp-t 6sszekotd
P utat, amely M-ben alternal. Az M és P szimmetrikus differenciaja egy M-nél eggyel tobb
élbol allo M’ parositast alkot. Az M’-vel folytatva iterdljuk az eljarast.

Nézziik most a masik lehetGséget, amikor Rr diszjunkt Z-t6l. Z definicidja folytan Z-bol
nem vezet ki iranyitott él és Z-be nem lép be megiranyitott uv € M péarositas él. Legyen
H :=7ZnNS. Mivel G-nek van teljes parositasa, biztosan van olyan e éle G-nek, amely H és
T —T'q, (H) kozott vezet, ahol I'_(H) jeloli a H szomszédainak halmazéat a G-ben. Ilyen ¢él
nem lehet pontos, igy a

§ := min{m(u) + 7(v) — c(wv) :uwv € E,u € HveT —Tg (H)}
érték pozitiv. Modositsuk 7-t a kovetkez&képp:

m(v) =9, haveH,
©(v)=< 7w(v)+d, havelq (H),
7(v) kiilonben.

A ) valasztasa miatt az igy modositott 7’ tovabbra is lefogd vektor, amely egészértékii,
ha ¢ és m az volt. A n'-re vonatkozd pontos élek G, grafja és G, ugyanazon éleket fesziti
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2. abra. A 7 valtoztatédsa a Magyar modszer egy 1épésében

Z-ben, tovabba G-nek van legalabb egy éle (ahol a -t definialé minimum felvétetett) H és
T —Dg, (H) kozdtt, ezért G-ben az Rg-bol elérheté pontok halmaza szigorian bdvebb, mint
Gr-ben. (Figyelem: az NEM igaz, hogy G.-ben biztosan t6bb pontos él van, mint G-ben.)
Emiatt a G,-hoz és M-hez rendelt iranyitott gratban az Rg-bél elérheté pontok halmaza
szigortian bévebb. Igy egy fazis (ami soran tehat a pontos élek grafjaban a maximaélis parositas
elemszama nem né) legfeljebb |S| utkeress eljaras alkalmazéasa utan véget ér. Ezzel a min-max
tétel bizonyitasat befejeztiik. A tétel masodik allitasahoz figyeljiik meg, hogy ha c egészértéki,
akkor a fenti eljaras sordn m egészértékiisége végig megbrzddik. O]

Mivel egy ttkeresés O(|E|) lépésben végrehajthato és legfeljebb |S| fazis van, az algoritmus
teljes futasideje O(|E||S|?).

10.3. Maximalis sulyt parositasok

Megmutatjuk, hogy a maximalis stlyt (nem feltétleniil teljes) parositds meghatarozasanak
probléméja egyszerd fogassal visszavezetheté a maximaélis silyi teljes parositaséra.

10.4. Tétel. Egy G' = (S',T"; E') pdros grdfban nemnegativ ¢ silyfigguény esetén a pdrosi-
tasok mazimdlis V., silya egyenld a nemnegativ (1) lefogd vektorok minimdlis T, dsszértékével.
Amennyiben ¢ egészértéki, az optimdlis 7!, is vdlaszthato egészértékinek.

Bizonyitds. A v. < 1. egyenl6tlenség nyilvanvald, igy csak a forditott irannyal foglalkozunk.
Uj pontok esetleges hozzéavételével elérhetjiik, hogy a paros graf két osztalya egyforma méreti
legyen. Egészitsiik ki a grafot 0 stlyu élek bevételével egy G teljes paros graffa. A sulyfiiggvény
ezen kiterjesztését tovabbra is jelolhetjiik c-vel. A tétel szerint G-nek létezik egy M teljes
pérositasa és c-nek egy 7 nemnegativ lefogd vektora, melyekre ¢(M) = 7(V'). Mivel az 1j élek
salya 0, igy az 1j élek kihagyasaval M-bol keletkezs G'-beli M’ parositas sulya valtozatlanul
c¢(M). Tovabba, mivel M minden éle pontos, ezért egy 0 stlya uv élének végpontjaira m(u) =
7(v) = 0. Emiatt 7 értéke az Gj pontokon 0, hiszen 0j pontboél csak 0 silya él megy ki.

Ha tehat 7-t megszoritjuk az eredeti V' = S’ U T’ ponthalmazra, akkor a keletkezs 7’-re
(V) =xn(V) és 7' (V') = c¢(M'). O
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11. Folyamok

Jeloljon D = (V) E) egy iranyitott grafot. Valamely z : F — Q fiiggvényre és S C V részhal-
mazra legyen o,(S5) := > [z(uwv) : uwv € E,uv belép S-be| és legyen 0,(S5) := 0,(V — 9).

Adott egy D = (V, E) iranyitott graf, tovabba D-nek egy kijel6lt s forraspontja (source) és
egy t nyel6pontja (sink). A tovabbiakban, amikor folyamokrol lesz sz0, végig feltessziik, hogy s-
be nem 1ép be él és t-b6l nem 1ép ki él. Folyamon egy olyan x : ' — Q. nem-negativ fiiggvényt
értiink, amely minden, s-t6l és ¢-t6l kiillonbdz6 pontra teljesiti a megmaradési szabalyt, azaz
0:(v) = 0,(v) fennall minden v € V — {s,t} csicsra. Ha adott egy g : E — Q, kapacitas-
fliggvény is, akkor az x folyam megengedett, ha x < ¢ feltétel is teljesiil, g-megengedett
(roviden, megengedett) folyamrol beszéliink.

Egy s-et tartalmazo, de ¢-t nem tartalmazo X halmazt nevezziink st-halmaznak. TetszGleges
S st-halmaz és x folyam esetén

591:(‘9) = 590(8) - Qm(s) = 2[5:5(”) - QJ:(U) SOS S} = 576(3) - Qx(S)

Vagyis minden S st-halmazra a 0,(S) — 0,(S) értékkel definialt netto kidramlas fiiggetlen az
S valasztasatol. Ezt a kozos, 0,(s)-sel (és 0,(t) = 0,(V — t)-vel) egyenls értéket nevezziik az x
folyam nagysaganak. Az z(uv) szam a folyam értéke az uv € E élen.

A {6 kérdés, hogy miként lehet meghatarozni egy maximélis nagysagu (egészértéki) folya-
mot, illetve adott koltségfiiggvény esetén hogyan lehet kiszamitani egy el6re adott k értékre a k
nagysagt folyamok koziil a minimalis koltségiit. (Valamely ¢ : E — Q koltségfiiggvényre nézve
acr:= ) [c(e)x(e) : e € E] skalarszorzatot nevezziik az x folyam koltségének.)

11.1. Tétel (Maximalis Folyam Minimalis Vagas tétel). A megengedett st-folyamok mazimdlis
nagysdga egyenld a 6,4(S) értékek minimumdval, ahol a minimum az 6sszes st-halmazra megy.
Ha g egészértéki, gy a maximum egészértékid folyamon is felvétetik.

A tételt tgy bizonyitjuk, hogy megadunk egy algoritmust, ami megtaldl egy maximélis
folyamot és egy minimalis vagést.

Legyen x megengedett folyam. Ekkor tetszéleges S st-halmaz esetén az x folyam nagysagara
érvényes az alabbi becslés. 0,(s) = 0,(s) — 0:(s) = Y [0z(v) — 0:(v) : v € S] = §.(S) —
0:(S) < 04(5). Ebbdl adodik a Maximalis Folyam Minimélis Vagéas tételben a max < min
egyenlGtlenség.

Az is megallapithato, hogy egy x folyam bizonyosan maximélis nagysagi, amennyiben léte-
zik egy olyan S st-halmaz, amelyre teljesiilnek az alabbi optimalitasi feltételek.

(a) z(e) = g(e) minden e élre, amely kilép S-bdl, és
(b)  z(e) = 0 minden e élre, amely belép S-be.

Jelen célunk egy ilyen x folyam és S halmaz algoritmikus megkeresése.

11.1. Ford és Fulkerson algoritmusa

A Fordtoél és Fulkersontol szarmazo algoritmus tetszéleges x megengedett st-folyambol indul
ki (példaul = = 0), és azt iterativan javitja. Keszitsiink el egy D, = (V, E,) segédgrafot a
kovetkez6képp. Egy wv él E,-hez tartozik, ha vagy (i) uv € E és z(uv) < g(uv), és ekkor ezen
élet el6re-élnek hivjuk D,-ben, vagy (ii) vu € F és z(vu) > 0, és ekkor uv neve hatra-él.
Jelolje S az s-b6l D,-ben irdanyitott iton elérheté pontok halmazat.

1. eset t € S, azazt nem érhetd el s-bdl. Mivel D, semelyik éle sem 1ép ki S-bél, ezért D-ben
minden S-bol kiléps él telitett (azaz x(uv) = g(uv)) és minden S-be beléps uv élen z(uv) = 0.
Vagyis az (a) és (b) optimalitasi feltételek teljesiilnek és az algoritmus véget ér: az adott z
folyam nagysaga egyenls 6,(5)-sel.
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2. esett € S, azaz t elérhetd s-bdl. Legyen P tetszlleges s-bél t-be vezets iranyitott tut
D, -ben.

Legyen Ay := min{g(uv) — z(uv) : uv elére-éle P-nek} és Ay = min{z(vu) : uv hatra-éle
P-nek}. Legyen A = min{A, Ay}. Ekkor A pozitiv. Nevezziik P egy élét kritikusnak, ha A
ezen az élen éretik el.

Moédositsuk z-et a kévetkezSképp. Ha uv eldre-éle P-nek, tigy a D uwv élén noveljik z(uv)-t
A-val. Ha uv hatra-éle P-nek, tgy a D vu élén csokkentsiik z(vu)-t A-val. Kénnyen lathato,
hogy a modositott 2’ megengedett folyam lesz, amelynek nagysaga A-val nagyobb, mint x-é.
Kovetkezésképp, ha g egészértéki, akkor a 2. eset csak véges sokszor fordulhat els, vagyis
véges sok novelés utan az 1. eset kovetkezik be, amikor is az algoritmus véget ér. Tehat egész
kapacitasok esetén az MFMC tétel bizonyitast nyert.

Amennyiben g racionalis, a nevez&k legkisebb kozds t&bbszorosével a kapacitasokat végig-
szorozva visszajutunk az egész kapacitasi esethez. o

11.1. Megjegyzés. Ha g irracionalis, akkor a fenti eljards nem biztosan ér véget véges sok
lépésben. Maésik hatrany, hogy még egész kapacitasok esetén is az iteracidk szama aranyos
lehet az eléfordulo legnagyobb kapacitas nagysagaval. Igy az algoritmus bonyolultsaga az input
méretének exponencialis fliggvényével aranyos, azaz nem polinomialis.

Mindjart belatjuk azonban, hogy ha a 2. esetben P-t legrovidebb st-utnak valasztjuk, akkor
az algoritmus polinomidlis.

11.2. Tétel (Edmonds, Karp és Dinitz). Ha a Ford-Fulkerson algoritmusban mindig a legro-
videbb noveld utat haszndljuk, akkor az eljards tetszdleges g kapacitdsfiggvény esetén legfeljebb
O(|V||A]) névelés utdn véget ér.

Bizonyitds. Jelolje 0,(v) a v tavolsagat D, -ben s-t6l. (Ha egyaltalan nincs s-bsl v-be ut, akkor
0.(v) := 00). Legyen P egy legrovidebb ut D,-ben s-bél ¢-be. Ekkor P mindegyik uv élére,
o:(v) = o.(u) + 1.

11.1. Allitas. Amikor P mentén végrehajlunk eqy novelést, a o,(v) érték semmilyen v-re sem
csokken.

Bizonyitds. Nézziik meg milyen hatéssal van a névelés a D, segédgrafra. Mivel a folyamot D-
nek csak olyan élein valtoztattuk, melyek P éleinek felelnek meg, D, csupan P éleinél valtozhat.
Espedig, D! lehetséges 1j élei P élei megforditva, ugyanakkor P kritikus élei (ahol A felvétetik)
elttinnek D, -b6l. A v pont s-t6l valo tévolsaga csak akkor csokkenhetne, ha olyan uw éleket
adnank a segédgrathoz, melyekre o, (w) > o, (u) + 1, amibdl az allitas kovetkezik. O

A novelések sorozatat fazisokra bontjuk. Egy fazis soran o,(f) ugyanaz marad. A lemma
szerint legfeljebb |V| — 1 fazis lehetséges.

11.2. Allitas. Egy fdazison beliil legfeljebb |A| nivelésre keriilhet sor.

Bizonyitds. Jelolje o;(v) a v pont tavolsagat s-t6l az i fazis kezdetén az aktuélis segédgrafban.
Nevezziink egy uv élt i-szorosnak, ha o;(v) = o;(u) + 1. Az i-dik fazis soran csupéan i-szoros
éleket hasznalunk. Tudjuk, hogy egy novelés legaldbb egy i-szoros élt eltiintet az aktualis
segédgrafbol és nem hoz be 1j i-szoros élt. Mivel a segédgrafnak legfeljebb |A| darab i-szoros
éle van, a lemma kovetkezik. O

Mindezeket Gsszetéve kapjuk, hogy legfeljebb |V'||A| novelésre van sziikségiink, igy az algo-
ritmus futasi ideje O(|V||AJ?), hiszen egyetlen névelés O(|A|) lépést igényel. O
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12. HAlb6zati szimplex moédszer

Adott egy D = (V, E) irdnyitott, gyengén Osszefiiggs graf, ¢ : E — R élsalyokkal. Ezen tul
adott egy b : V — Z igényfiiggvény, amelyik minden cstcsra elirja, hogy mennyi legyen a
bemend és a kimend folyam kiilonbsége. Feltessziik, hogy > .\ b, = 0.

Legyen x : F — R a valtozdk vektora.

12.1. Jel6lés (Bemend folyam). o,.(v) jeloli a v csticsba beléps éleken az z-ek Gsszegét.
12.2. Jeldlés (Kimend folyam). d,(v) jeloli a v csticsbol kiléps éleken az x-ek Gsszegét.

A kovetkezd alaka halozati feladatot szeretnénk megoldani:

Q:B<U) - 6oc<v) - bv YoeV
x>0

max E Cele

eclE
12.1. Megjegyzés. Ha > b, = 0 nem lenne igaz, akkor a feladatnak nem lenne megoldésa.

Legyen vy egy kijelolt csiucs. Ha o,(v) — 0,(v) = b, minden v € V \ {v}-ra teljesiil,
akkor vp-ra is teljesiil. Vezessiik be tehat az eredeti egyenl@ségrendszer helyett a kdvetkezét:
0:(v) — 6,(v) = b, Yv € V\ {vg}. Igy a sorok linedrisan fiiggetlenek lesznek, ezaltal a feladatra
alkalmazhatjuk a szimplex modszert: Ax = b, © > 0, ahol A sorai linearisan fiiggetlenek. Az
A métrixunk a kdvetkezd lesz:

V ={vo,v1,...,u.}, E={e1,...,em}

—1  ha v; tove e;-nek
a;j = +1 hav; feje ej-nek
0 kilonben

12.2. Megjegyzés. Az A matrix minden oszlopaban legfeljebb egy +1-es és legfeljebb egy
—1-es talalhato.

12.1. Definicié. Egy matrix teljesen unimodularis (réviden TU), ha minden négyzetes
részmatrixanak determinénsa 0, 1, vagy —1.

12.1. Allitas. Ha az A mdtriz TU, akkor a kévetkezé mdtrizok is TU mdtrizok:
o A transzpondltja
o (A e;), ahol e; azi-edik egységuektor, azaz az i-edik koordindtdja 1, a tébbi 0

Ha A egy oszlopdt megszorozzuk —1-gyel

e (A a), ahol az a vektor az A mdtriz valamelyik oszlopa.

Bizonyitds. Mindegyik esetben igaz az, hogy az 1j matrix minden nemszingularis részméatrixa-
nak a determinansa megegyezik az A matrix egy nemszingularis részmatrixanak determinansa-
val, vagy annak —1-szeresével. O

12.1. Tétel. Ha eqy A mdtriz minden oszlopdban legfeljebb eqy +1-es és legfeljebb eqy —1-es
taldlhatd, akkor A teljesen unimoduldris.
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Bizonyitds. A méatrix mérete szerinti indukcioval bizonyitunk. 1 x 1-es métrixra természeresen
igaz az allitds. Ha az A matrix nem négyzetes, akkor minden négyzetes részméatrixa valodi
részméatrix, és ezért indukcio szerint A is TU. Tegyiik fel, hogy az A matrix négyzetes; mivel
A minden valodi részméatrixarol indukcié szerint tudjuk, hogy determinansa 0, 1, vagy —1,
elég A determinansat ellenérizni. Ha A-nak van olyan oszlopa, amiben egyetlen nemnulla elem
van, akkor a kifejtési tétel miatt A determindnsanak abszolut értéke megegyezik egy valodi
részmatrix determinansanak abszolit értékével, igy indukcié szerint 0, 1, vagy —1, tehét A TU.

Tegyiik most fel, hogy az A métrix négyzetes, és minden oszlopaban 1 db 1 és 1 db —1 van.
Ekkor A sorainak Osszege a O-vektor, tehat A sorai linedrisan OsszefiiggGek, kiovetkezésképp
determinansa 0. [

12.2. Tétel. Ha az A mdtriz TU, akkor az {Ax = b, © > 0} wvalamint az {Ax < b,z > 0}
rendszerek bazismegolddsar egész b esetén egész vektorok.

Bizonyitds. Az els6 rendszer esetében egy B bazis az A matrix nemszingularis m X m-es rész-
matrixa. A Cramer szabaly értelmében Bx = b egyértelmii megoldasa egész, hiszen a Cramer
szabalyban a szamlalo egész, a nevez6 pedig 1 vagy -1. A masodik rendszer esetében egy B
bézis az (A, I) matrix egy nemszingularis m x m-es részmatrixa, amibdl az I-beli részt kifejtve
kovetkezik, hogy B determinansanak abszolit értéke megegyezik A egy aldeterminansanak ab-
szolut értékével. Mivel A teljesen unimoduléris, ez 1, tehat a Cramer szabalyban itt is 1 vagy
-1 szerepel a nevezdében. O

A fenti két tételbsl kiovetkezik, hogy a halozati feladatnak minden bazismegoldasa egész,
tehat a szimplex modszer egész megoldasokon lépked. A kovetkezSkben ennél tobbet is belé-
tunk: a szimplex modszer soran egyaltaldn nem kell szorzasokat és osztasokat végezni, csak
Osszeadasokat és kivonasokat.

12.3. Jelblés. A tovabbiakban kontextustol fiiggGen a kovetkezd ekvivalens jeloléseket fogjuk
hasznalni:

bvi ~ bz
Cej ~ C j
yvi ~ Y
X Vg ~ X [

A feladatunk tehat felirhaté max{cz, Ax = b,x > 0} alakban.
12.2. Allitas. B bdzis < {e; : j € B} feszitéfa (irdnyitds nélkiil).

Bizonyitds. <: Belatjuk, hogy Bx = b egyértelmiien megoldhato. Keressiink a fan olyan
folyamot, ami minden igényt kielégit, azaz minden élre adjunk olyan értéket, ahol o, (v)—d,(v) =
b,. A faleveleire egy-egy él illeszkedik. Ezekre egyértelmtien meg tudjuk adni a valtozo értékét.

Ha a leveleket elhagyjuk, akkor ajabb fat kapunk, amely fa leveleire illeszkedd élekre ugyan-
csak egyértelmten meghatarozhato a valtozo értéke, és igy tovabb.




=: Indirekt bebizonyitjuk, hogy ha a B-hez tartozo élek nem alkotnak feszit6fat, akkor B
nem bazis. Adott tehat n darab él, ami nem alkot feszit6fat. Ekkor a részgraf tartalmaz kort.
Legyen ez a kor C, és legyen

+1 , hae e C el6re-¢l

. =< —1 , hae € C hatra-él
0 ,haeg¢C
Ekkor a Bx = 0 és = # 0, tehat B szingularis, azaz B nem bézis. O

Az alabbiakban ismertetett halozati szimplex modszer tulajdonképpen egyszeriien a szimp-
lex modszer alkalmazésa a feladatunkra, de métrixok helyett grafelméleti fogalmakkal elmond-
va. Amint latni fogjuk, ennek elénye, hogy az algoritmus sordn nem kell szorzast és osztést
végezni, csak Osszeadast és kivonast, ezért nem meriilhetnek fel numerikus pontatlansagok.

Legyen ¥ a Bx = b egyértelmi megoldasa és legyen y a kovetkezs: ¢o = 0 lesz a vp-hoz
tartozo dudlis valtozo. Ha uv € B, akkor legyen 4, — 4, = cyu; €z egyértelmiien meghatarozza
7-t (vo-bol kiindulva kiszamolhat6). A tovabbiakban az egyszertiség kedvéért B-vel jeloljiik az
{e; : j € B} feszitétat is.

Az wv él redukalt koltsége: ¢u, = Yy — Yu — Cuw- A kordbbiaknak megfelel6en a B bazis
primal megengedett, ha z > 0, és dual megengedett, ha ¢ > 0.

12.1. PrimaAl halé6zati szimplex mdédszer 1épései

Tegyiik fel, hogy B primal megengedett bazis. Az alabbi lépéssorozatnal nem kell az A értékeivel
miiveleteket végezni, csak az x, ¥, ¢ vektorokkal.

0. Ha ¢ > 0, akkor kész vagyunk (a bazisunk primal és dual megengedett).

1. Ha nem, akkor valasszunk egy olyan e, élt, amire ¢, < 0. Az igy vélasztott e, él keriil
majd a bazisba.

2. Vegyiik hozza a B feszit6fdhoz az e, élt. Ekkor egy egyértelmd C kort kapunk, aminek
ep ¢le. Nevezziik a C-ben e,-vel egyiranyu éleket eléreéleknek, a tobbi C-beli élt pedig
hatraélnek.

Ha C-ben nincsenek hatraélek, akkor tetsz6leges § > O-ra

=/ jf’e‘f‘(S,haeEC
T, killonben

megengedett megoldas.
12.3. Allitas. Ebben az esetben a célfiiggvény nem korldtos.
Bizonyitds. Y ,.cc Cuw = D uwec Uo = Ju — Cuv) = — D upec Cuv, tehdt
' =CE+0 Y Cw=CT—0 Y Cu=cT—06 — +00

d—00
uveC uveC

[]

3. Ha van C-ben hatraél, akkor legyen e, az a hatraél, amire Z, minimdlis. Ez az él fog
kikeriilni a bazisbol.
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4. Vegyiik hozza a B bazishoz az e, élt, és hagyjuk el a bazisbol az e, élt: B' = B+{p}—{q}.

Zj + Z4, ha e; eléreél C-ben
. =< I — T4 ha e; hatraél C-ben
fj, ha €, §é C

Szamoljuk ki az y/'-t:

Ha az e, élt kihagyjuk a fabol, akkor a fa két komponensre esik: S és T'. Valasszuk S-t
és T-t ugy, hogy e, a T-be lépjen.

Ekkor
e Ha v, € S, akkor

v

, {yv,havES

Yy — Cp, hav eT

e Ha v, € T, akkor
| Yp+Cphaves
Yo = Up, hav €T

A fenti megkiilonboztetés azért sziikséges, hogy yo = 0 maradjon.

12.3. Megjegyzés. Ha b és c egészek, akkor y, T és ¢ végig egészek maradnak. S6t, ha a
koltségek(stlyok) egészek, a dual végig egész lesz, és ha az igények egészek, a primal végig egész
lesz. Tehat egész igények esetén a halozati feladatnak mindig van egész optimalis megoldasa,
ha egyaltalan megoldhato. A ciklizalas elkeriilése érdekében hasznalhatjuk a Bland szabalyt.

12.2. Kétfazist halézati szimplex mdédszer

Vegyiik hozza az eredeti grathoz a kovetkezd aj éleket: E' = EU{vgv : b, > 0} U {vvg : v, < 0}.
Legyen

, | —l,haec E'\E

e { 0, haec E.

Vo
[ ]

b<0 b>0
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Az 4j élek primal megengedett bazist hataroznak meg, mivel z,,, = b, és Z,,, = —b,, tehat
Z > 0. Alkalmazzuk a primal halozati szimplex modszert. Ekkor

e Ha az optimum negativ, akkor az eredeti feladatnak nincs megoldasa.

e ha az optimum nulla, akkor hagyjuk el az E’\ E-beli éleket, és az igy keletkezett részfakat
egészitsiik ki feszit6fava 0-as éleket hozzavéve. Ez lehetséges, mert az eredeti graf gyengén
Osszefiiggd. Igy primal megengedett bazist kapunk az eredeti feladatra.

Masodik fazis: alkalmazzuk ezzel a kiindul6 feszitGfaval a halozati szimplex modszert az
eredeti célfiiggvényre.

12.4. Megjegyzés. A halozati szimplex modszer kis modositassal hasznalhaté arra az alta-
lanosabb feladatra is, ahol minden élre adott egy kapacitds-korlat. Ehhez minden élet egy 3
hosszu uttal kell helyettesiteni, aminek a kozépsé éle forditott iranytd. Az els§ j csucsra b,
legyen a kapacitas, a masodik 1 cstcsra pedig a kapacitas —1-szerese.

12.3. Erdsen megengedett bazisok

A halozati szimplex modszer esetében van a Bland szabalynal természetesebb és hatékonyabb
pivotalasi szabaly, ami garantalja az algoritmus végességét. Ehhez azonban be kell vezetni az
ergsen megengedett bazis fogalmat.

12.2. Definicié. Egy primél megengedett B béazis er6sen megengedett, ha a feszit6 fa dsszes
olyan uv élére, amire z,, = 0, v kozelebb van a faban vg-hoz mint u.

12.4. Allitas. Ha a hdlézati feladatnak van megolddsa, de nincs erdsen megengedett bazisa,
akkor szétbonthato két részfeladatra.

Bizonyitds. Adott béazisnal nevezziink egy wv élt tiltottnak, ha z,, = 0, és u kdzelebb van a
faban vg-hoz mint v. Vegyiik azt a B primal megengedett bazist, ahol iranyitatlan értelemben
a legtdbb csics elérhet vp-bol nem tiltott élen, és legyen U az elérhetd pontok halmaza. Ha
U-ba belépne D-nek egy e éle, akkor e-t hozzavéve a bézishoz, és egy U-bol kiléps, B + e korén
1évé tiltott élt kihagyva olyan bazist kapnank, ahol U-nal nagyobb halmaz érhet§ el vg-bdl nem
tiltott élen. Mivel ez nem lehet, U-ba nem lép be él D-ben, és az Osszes kilépé élre . = 0. Ez
viszont azt jelenti, hogy teszéGleges x megengedett megoldasban x. = 0 az 6sszes U-bol kiléps
élen, tehat a feladat szétbonthato a D[U] és a D[V \ U] digrafokon értelmezett feladatra. [

Tegyiik fel tehat, hogy kiindulasként adott egy erGsen megengedett bazis. A primal halozati
szimplex modszer 1épését a kovetkezSképpen valtoztatjuk meg. Tegyiik fel, hogy e, = uv 1ép be
a bazisba, és C' a keletkezd kor. Legyen ve a kor vo-hoz legkézelebbi pontja. Legyen e, = u'v/
az a hétra-¢él, amin z, minimaélis, és ezek koziil az, ami vc-t6l el6re-iranyba elindulva a legutolso
a koron.
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12.5. Allitas. A B' = B+ {p} — {q} bdzis erdsen megengedett.

Bizonyitds. Két esetet kiilonboztetiink meg.

1. eset: , = 0. Ekkor, mivel B erGsen megengedett, e, a vcu szakaszon van, és ezen a
szakaszon az utols6 olyan hatra-él, amire z. = 0. Ezért a baziscsere utdn sem keletkezik tiltott
él, hiszen az csak az u'u szakaszon 1évG 0-as hatra-élekbdl keletkezhetne.

2. eset: T, > 0. Ekkor a koron 1év6 0-4s élek a baziscsere utan mar nem (-asak, tehat csak
olyan e héatra-él valhat tiltotta, amire 7, = Z,. Az ilyen hatra-élek a vov’ szakaszon vannak.
Ha e, a vou szakaszon van, akkor ezek az élek a béaziscsere utan is vy fele mutatnak. Ha pedig
eq & VVUe szakaszon van, akkor a baziscsere soran pontosan akkor fordulnak meg, ha elétte nem
vp fele mutattak, tehét a baziscsere utan vy fele mutatnak. O

Most belatjuk, hogy ezzel a valasztassal nem lehet ciklizélas.
12.6. Allitas. Ha a fenti biziscsere sordn Tq =0, akkor ) . U szigordan csokken.

Bizonyitds. Ebben az esetben e, a vou szakaszon van, tehét g, az v'u szakasz pontjaiban (és a
beldliik indulo részfikon) valtozik, mégpedig ¢,-vel nd, azaz szigorian csokken. O]

Mivel }°, .\ 9, szigortian cstkken ha a célfiiggvényérték nem nd, az algoritmus soran nem
térhetiink vissza ugyanahhoz a bazishoz, tehat nem lehet ciklizilas.
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13. HAlozati folyamok alkalmazasai

13.1. Szallitasi feladat

Egy cégnek van m raktira és n iizlete; egyetlen termék szallitdsat kell megszervezniink a rak-
tarakbol az iizletekbe. Az i-edik raktarban p; teherautényi aru van, mig a j-edik iizletben g;
teherautonyi arura van sziikség. Egy teheraut6 ttja az i-edik raktarbol a j-edik iizletbe c;;-be
keriil. Hatarozzuk meg a minimélis 0sszkoltségi szallitasi beosztast.

A feladatot halozati folyamként modellezziik; egészen pontosan minimalis koltségli maxi-
malis folyam feladatként. Definidlunk egy D = (V| F) iranyitott gréafot, ahol V-ben m + n + 2
cstcs van: s, t, w; (i € [m]), v; (j € [n]). s-b6l minden u;-be megy egy él p; kapacitassal és
0 koltseggel. w; és v; kozott min{p;, ¢;} kapacitasa és ¢;; koltségd él megy. Végiil minden v;
cstcsbol t-be egy ¢; kapacitast és 0 koltségi élt huzunk.

Ha s-bél t-be a maximalis folyam nagysaga szigortian kisebb, mint Z;’L:1 q;, akkor nincs jo
szallitas, hiszen nem tudjuk az Osszes iizlet sziikségletét kielégiteni. Ha a maximalis folyam
nagysiga >, ¢; (ennél nagyobb nyilvin nem lehet, hiszen a t-be beléps élek dsszkapacitdsa
ennyi), akkor az egészértéki maximalis folyamok és a megengedett szallitasi beosztasok kozott
bijekcio van, hiszen egy folyam u,;v; éleken felvett értékei pont ugyanazokat a feltételeket teljesi-
tik, mint amiket egy megengedett szallitasi beosztasnak kell. Rdadasul ez a bijekcié megtartja
a koltséget, igy a minimalis koltségli maximélis folyamok megfelelnek a minimalis kéltségi
szallitasi beosztasoknak.

13.2. Megszakitasos ilitemezés parhuzamos gépeken

Adott m darab munka, és k darab gép. Az i-edik munkat p; idébe keriil elvégezni, legkorabban
az s; idépontban kell elkezdeni, és legkésGbb a t; id6pontban kell befejezni.

Mindegyik munka barmelyik gépen végezhets, de egy gépen egyszerre csak egy. Az is
megengedett, hogy egy munka egy részét elvégezziik az egyik gépen, aztan késGbb egy masik
gépen folytatjuk. Viszont egy munkat nem végezhetiink egyszerre tobb gépen.

A kérdés az, hogy el tudjuk-e végezni az 6sszes munkat a megadott idGintervallumokban?
Lassuk, hogy lehet ezt a feladatot halozati folyam feladatként megoldani.

Vegyiik az Osszes munka kezdési és befejezési idGpontjait, azaz az Osszes s; és t; szamot,
és rendezziik Gket nagysag szerint sorba. Legyenek a sorba rendezett (kiilonb6z6) idépontok

T < Ty < - - <T,eéslegyen I; = [1;, Tj41] a 7;-t6] 7;41-ig tarto idSintervallum (j = 1,...,n—1).
A feladathoz konstrualunk egy D = (V, E) irdnyitott grafot. Minden munkahoz tartozik egy
u; cstces (1 =1,...,m), és minden I; idéintervallumhoz tartozik egy v; cstics (j = 1,...,n—1).

Ezen kiviil lesz még egy w csics.

w;v; akkor éle az irdnyitott grafnak, ha s, < 7; ést; > 7,11, azaz az i-edik munkét végezhetjiik
az I; id6intervallumban. Ilyenkor az w;v; él kapacitasa g(u;v;) = 741 — 7;. Ezen kiviil minden
1 <j<n-—1lrewv;is él, (1j41 — 7;)k kapacitassal.

Az w; cstcs igénye b(u;) = —p;, a v; csucs igénye pedig b(v;) = (7j41 — 7;)k. Tekintsiik az
igy kapott halozati feladatot:

r € RF
0 <z(e) <gle) Vee E
Qa:(v) - 5:1:(7)) = b(”) YveV.

13.1. Allitas. Az dtemezési feladatnak akkor és csak akkor van megolddsa, ha a fenti hdldzati
feladat megoldhato.

Bizonyitds. Ha az iitemezési feladatnak van egy megoldéasa, legyen z(w;v;) annyi, amennyit
az i-edik munkan dolgozunk az I; idSintervallumban, és z(wwv;) legyen annyi, amennyit az [;
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idGintervallumban a gépek Osszesen allnak. Konnyi ellendrizni, hogy ez az x kielégiti a halozati
feladat feltételeit.

A forditott irdnyhoz tegyiik fel, hogy a halozati feladatnak van egy x megoldasa; ebbdl
kellene legyartani az iitemezési feladat egy megoldasat. Mindenesetre z(u,;v;) megadja, hogy az
i-edik munkabol mennyit végziink az [; id6intervallumban; és a halozati feladat feltételei azt is
garantaljak, hogy legfeljebb (7,41 — 7;)k idejii munka jut erre az intervallumba. Az a kérdés,
hogy ezeket a munkikat hogyan osszuk el a gépek kozott.

A beosztast mohd modon csindlhatjuk meg: elGszor az elsé gépre rakjuk sorra a munkakat
(index szerint névekvs sorrendben), amikor ez betelik ((7j41 — 7;)-nyit ratettiink), elkezdiink a
méasodik gépre pakolni, stb. Tehat ha pl. az 6t6dik munkanal telt be az els6 gép, és mar nem
tudtuk a teljes z(usv;)-nyit rapakolni, akkor a maradékot a masodik gép elejére pakoljuk.

Ily moédon garantalt, hogy egy munkat nem végziink egyszerre tobb gépen, hiszen a fenti
példanal maradva az 6todik munkéat az elsé gépen az I; idSintervallum végén végezziik, mig a
masodik gépen az I; id6intervallum elején, és x(usv;) < 7,41 — 7; miatt ezek nem fedhetik at
egymast.

Az igy kapott beosztas tehat az iitemezési feladat egy jo megoldasa. O

13.3. Utaztatéasi feladat

Egy hajotarsasag n varos érintésével tervez hajoutat. Az i-edik varosboél a j-edik varosba d;;
ember szeretne utazni, a jegy ara pedig c;;. A hajon k darab féréhely van. A hajotarsasag meg
akarja hatarozni minden 1 < i < j < n-re, hogy mennyi i-b&l j-be sz616 jegyet adjon el, hogy a
jegybevétele maximalis legyen. Termeészetesen legfeljebb d;; darab i-bél j-be sz6l6 jegy adhato
el, és semelyik ttszakaszon nem utazhat a hajon k-nal tobb ember.

A megfelel§ hélozati folyam feladathoz definidlunk egy D = (V, E) iranyitott grafot, ahol
V = {v,...,v,}. A cstcsok igénye: b(vy) = —k, b(v;) =0 (j = 2,...,n—1), b(v,) = k.
Kétfajta él van: egyrészt minden 1 < j < n — l-re egy v;v;41 €l, aminek sulya w(v;vj41) =0
és kapacitasa g(v;vj11) = 0o; masrészt minden 1 < ¢ < j < n-re egy v;v; él, aminek stlya
w(v;vj) = ¢;; és kapacitasa g(v;v;) = d;;. A kovetkezé halozati folyam feladatot oldjuk meg:

max w
r € RE

0 <z(e) <gle) Ve e B

0:(v) — 8.(v) = b(v) Yo e V.

13.2. Allitas. Az utaztatdsi feladat minden megolddsdnak megfelel o fenti hdlézati feladat egy
ugyanolyan sulyi egész megolddsa, és forditva.

Bizonyitds. Ha adott az utaztatési feladat egy megoldésa, tekinthetjiik a halozati feladat azon
megoldasat, ahol az els6 tipusa v,v;41 éleken z(vjvj41) egyenls a j-edik varosbol a (5 + 1)-edik
varosba tarté utszakaszon iiresen maradt helyek szdméval, a masodik tipusi v;v; éleken pedig
z(v;v;) egyenls az eladott i-edik varosbol j-edik varosba szo6l6 jegyek szamaval. Konnyen ellen-
6rizhetd, hogy x a halozati folyam feladat megengedett megoldasa, és wx pont a jegybevétellel
egyenld.

A masik irdnyhoz tekintsiik a halozati feladat egy x megoldasat. Ez egy k nagysagi egész-
értéki folyam wv-b6l v,-be, tehat felbonthato k darab vi-bél v,-be mend utra; legyenek ezek
Py, ..., P.. Ebb6l megkaphatjuk az utaztatasi feladat egy megoldasat, ha tgy tekintjiik, hogy
"helyre sz6l6" jegyeket adunk el: a hajon az l-edik helyre azokra az ij Gtszakaszokra adunk el
jegyet, amiknek megfelel6 masodik tipust v;v; él szerepel a P, titon. Ha a P, tton szerepel egy
elsé tipust v;vj1q él, az azt jelenti, hogy a j-edik és (j+ 1)-edik varos kozt az [-edik hely iiresen
marad.
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Ennél az utaztatasnal a jegybevétel a wx értékkel lesz egyenld, hiszen pont azokat a jegyeket
adjuk el, amiknek megfelel§ élek szerepelnek valamelyik P, Gton. O]

13.4. Raktar-bérlési feladat

Egy n periodusbol allo idGszakban kell raktarozéasi kapacitast bérelniink az igényeknek meg-
felel6en. A j-edik periddusban d; tarolokapacitasra van sziikség. Tarolokapacitast azonban
nem csak kiilon-kiilon az egyes periddusokra bérelhetiink, hanem hosszabb id&szakokra is, és a
koltség fligghet az idGszak hosszatol. Azaz minden 1 < i < j < n egész szamparra adott egy
c;j érték, ami egységnyi tarolokapacitas bérlésének koltsége az ¢,¢ + 1,...,J periodusokra. A
cél agy bérelni tarolokapacitasokat, hogy minden periédusban elég raktar alljon rendelkezésre,
és az Osszkoltség minimalis legyen.

A feladat halozati folyammal torténs megoldasahoz konstrualunk egy D = (V, E) irdnyitott
grafot, ahol V' = {wv1,2,...,v,11}. E-ben kétféle él van: egyrészt vjv;4q élek (j = 1,...,n),
amiknek koltsége w(v;v;41) = 0, masrészt v;v; élek (1 < i < j < n), amiknek koltsége
w(vjﬂvi) = Cij- i

A cstesok igényei: b(vy) = dy, b(v;) = d; —dj—1 (j = 2,...,n), b(vy41) = —d,. Igy az
igények Osszege 0. A kovetkezd halozati feladatot oldjuk meg:

min wx
r € RE
z(e) >0 Veec B
0:(v) — 0, (v) = b(v) Yo e V.

13.3. Allitas. A raktdr-bérlési feladat minden megolddsinak megfelel o hdlézati feladat eqy
ugyanolyan koltségd megolddsa, és forditva.

Bizonyitds. El6szor tekinsiik a bérlési feladat egy megoldasat, és ezt alakitsuk at a halozati
feladat megoldaséva. Legyen z(v;i1v;) annyi, ahany egységnyit bérliink az 4,7+ 1,. .., j perio-
dusokra vonatkozo tarolokapacitasbol. Egy vjv;4; élre pedig legyen x(v;v,41) annyi, amennyivel
tobb tarolokapacitasunk van a j-edik periddusban d;-nél.

Ekkor wz pont a tarolokapacitas bérlésének a koltsége (hiszen a v;vj41 élek koltsége 0), és
ellendrizhets, hogy x pontosan teljesiti a halozati feladat igényeit.

A forditott irdnyhoz tekintsiik a halozati feladat egy = megoldésat. Ennek megfeleltet-
hetjiik azt a raktar-bérlést, ahol az i, + 1,...,j periddusokra x(v;;1v;)-nyi raktarat bérliink.
Azt kell belatni, hogy ez tényleg jo, tehét, a j-edik peridusban rendelkezésre all d; egységnyi
tarolokapacitas. Neézziik ezt adott j-re. Az igényeket ugy hataroztuk meg, hogy

J n+1
Zb(v,) = dj és Z b(vz) = —dj,
i=1 i=j+1
Tehat a V; = {v1...,v;} csicshalmaz Gssz-igénye d;, ami miatt a Vj-be belépé éleken az «
osszege legalabb d;. Ez pedig pont azt jelenti, hogy a j-edik peridusban rendelkezésre 4ll d;-nyi
tarolokapacitas. O
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