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Egészértékii programozas I. vizsgatematika
2020. tavasz

. Az egészértékd linearis programozasi feladat definicioja, néhany alapvets tipus (ter-

melési feladat, hatizsak-feladat, szolgaltato-elhelyezés, szabasi feladat, stb.). Vegyes
programozési feladat. Egészértéki valtozokkal kifejezhets: indikator véltozd, racsbol
vett értékek, poliéderek unidja .

LP relaxécio, egész pontok konvex burka, Meyer tétele ([2.1).

Hilbert bazisok, unimodularis, és teljesen unimoduléris matrixok, Graver féle teszthal-

maz (23 5).

. Teljes dualis egészértékiiség definicioja, jellemzése Hilbert bazisokkal (2.27] lemma). A

tétel bizonyitasa Hilbert bazisok segitségével (azaz a lemmat hasznalva).

Nem megoldhatoséig, korlatok nem megoldhaté rendszer méretére, valalmint az optimaélis
megoldast ado IP méretére((2.3))

A diszjunktiv elv, Gomory-féle egész, és vegyes vagas, metszet vagasok (3.5
59).

LP alapu kolatozas és szétvalasztas (branch and bound) modszer. Alkalmazéas a

hatizsak-feladatra (5.2]).

Lagrange relaxacié. A Lagrange dualis feladat, Geoffrion tétele. Szubgradiens modszer
a Lagrange duélis feladat megoldasara ((5.3)).

Az utaz6 ligynok probléma definicidja, komplexitasa. Alsé korlatok: 1-fa korlat, Held-
Karp korlat, linearis programozasi also korlat. Az utobbi kettd megegyezik ([7.1}7.2)).

Az utazoé tigynok feladt megoldasa heurisztikus modszerekkel. Lokalis keresés, tarand-
vel§ modszerek, tirajavité modszerek, Christofides heurisztikija, Lin-Kernighan algo-

ritmus .

Oszlopgeneralas és alkalmazésai. Egydimenzios szabasi feladat ([5.5.2)), Dantzig-Wolfe
dekompozicié.

Benders dekompozicio, alkalmazas a szolgaltato elhelyezési probléméara (5.4)).

Dinamikus programozas: héatizsakfeladat kiilénb6z6 varidnsai, maximalis salyu stabil
halmaz faban, maximalis pozitiv sulya r-gyokert részfa r-gyokerd faban. (4)).



Egészértéki programozas II. vizsgatematika
2025. 6sz

. Teljes dudlis egészértékiiség, Gomory-Chvatal-vagasok, Chvatal-rang (3.1] a
bizonyitasok a [3.3-bol kellenek)

. Vagasok az utazoligynok feladatra: virag-egyenlStlenségek és eldontésiik (7.4} [11.6])

. Fedési vagasok és klikk-vagasok. Vagasok felemelése binaris feladatoknal, alkalmazés a

stabil halmaz poliéderre és fedési vagasokra (3.4} (3.13])
. Felemelés és vetités (3.14])

. Szemidefinit programozas. Lovéasz-féle ¢ fiiggvény. MAXCUT kozelitése: Goemans és
Williamson algoritmusa (http://homepages.cwi.nl/ monique/files/laurent.pdf)

. Racsok, Minkowski tétel (8.1} 8.1.1 nem kell). Racionalis szamok kozelitése kis nevezsjii
tortekkel (8.4)).

. Redukalt bazisok, LLL algoritmus (8.2]).

. Legkozelebbi vektor kozelitése. Egészértékii programozasi feladat megoldésa fix dimen-

zioban (8.3)).

. Lau és Singh iterativ relaxécios algoritmusai a fels6 fokszamkorlatos, illetve a kétoldali
fokszamkorlatos feszit6 fa feladatra ((9.4]).
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1. fejezet

Példak egészértéki optimalizalasra

1.1. Hozzarendelési feladat

Adott n darab munka és elvégzésiikhoz n ember. Tudjuk, hogy az i-edik ember a j-edik
munkét c;; Osszegért végzi el. Célunk a munkdk olyan kiosztésa, amely a lehetd legkisebb
koltségraforditassal jar.

Vezessiik be az x;; vatozokat, amelyek értéke 1, ha az i-edik ember a j-edik munkat kapja,
és 0, ha nem.

A feladatkiosztast leir6 feltételek ekkor a kovetkezdk:
egyrészt minden munkat el kell végeztetniink:

n
dag=1  j=12..n,
=1

maésrészt minden ember csak egy munkat kaphat (a szamossadgok miatt pontosan egy munkat

kap):
n
awy=1 i=12..n
j=1
A célfiiggvény pedig a kdvetkezs.

n o on
min E E Cij L.

i=1 j=1

1.2. HAtizsak feladat

Tobbféle hatizsak feladatot is ismeriink, amelyekkel bévebben majd a fejezetben foglal-
kozunk. Most az tigynevezett binaris hatizsak feladatot tekintjiikk. Adott egy b koltségvetési
pénziigyi keret (magyaran b Forint), és n darab befektetési lehetGség, amelyek koltségigénye
a; Osszeg az i = 1,2,...n értékekre. A befektetések varhaté hozama ¢; (i =1,...,n). Célunk
a lehetd legnagyobb hozam elérése.

Az x; valtozo legyen 1, ha befektetiink pénzt az i-edik lehetdségbe, és 0, ha nem.

Mivel az elkoltend6 pénzosszeg nem haladhatja meg a rendelkezésiinkre 4llot:

n
Z a;T; S b.
=1

A maximalizalandé fliggvény pedig:

n

E C; 5.

=1



1.3. Halmazfedési feladat

Adott egy alaphalmaz és annak néhany részhalmaza, amelyeknek koltsége is van. Valasszuk ki
a legkisebb Osszekoltséggel részhalmazok egy olyan rendszerét, amely az alaphalmaz minden
elemét tartalmazza.

A feladat egy lehetséges motivéicidja: tekintsiik egy nagyvarosban a lehetséges tiizolto-
allomasok halmazat azok megépitési koltségeivel egyiitt. Tovabba tekintsiik a varos térképét,
amelyen bejeloltiik, hogy az egyes lehetséges alloméasokrol mely teriiletek érhetSk el a helyi
szabéalyozas szerinti maximalis kiszallasi id6n beliil. Célunk a legkisebb kdoltséggel egy olyan
tlizolto-allomés halozat 1étrehozasa, amely a varos minden részébe a megadott idékorlat alatt
egységeket tud kiildeni.

Az x; valtozo legyen 1, ha kivalasztjuk a j-edik részhalmazt (példankban a j-edik lehetséges
alloméasrol elérhetd teriiletet), és 0, ha nem.

Tegyiik fel, hogy m darab részhalmazunk van, az alaphalmaz pedig n elemid. Az a;; érték
legyen 1, ha az alaphalmaz i-edik eleme benne van a j-edik részhalmazban. Ekkor, mivel
minden elemnek benne kell lennie valamelyik kivalasztandé részhalmazban:

m
Zaijszl i:1,2,...,n.
j=1

A minimalizélandé koltségfiiggvény pedig:

m

E Cj:L‘j.

Jj=1

1.4. Az utazéiigynok feladata

Adott a G = (V, E) teljes graf és a ¢ : E — R élhossz-fliggvény. Feladatunk a legrévidebb
olyan kornek a megkeresése, amely a graf minden pontjan athalad.

Az alapgraf minden élének feleltessiink meg egy valtozot, és tekintsiik az aldbbi egyenlétlen-
ség-rendszert.

z(d(v)) =2 YweV
ze € {0,1} Vee€ E.

Ennek megoldésai a grafot feds diszjunkt korok karakterisztikus vektorai. A kovetkezd
feltételek hozzavétele utan azonban mar csak a Hamilton-korok lesznek a megoldasok.

z(6(S))>2 VS CV,S#£0.

A célfiiggvény pedig a kovetkezd:

min E CeTe-

ecE

1.5. Szolgaltato-elhelyezési feladat (facility location)

Adott potencialis szolgaltatohelyek N = {1,2,...,n} és megrendelsk M = {1,2,...,m}
halmaza. Legyen a j szolgéltatohely megnyitasanak fix koltsége f;, kapacitasa pedig u;. Az
1 megrendel6nek d; igénye van; ha egységnyi igényét a j szolgéiltatohely elégiti ki, akkor az
cij koltséget jelent. Dontsiik el, hogy mely szolgaltatohelyeket hasznaljuk (amelyek feltevés



szerint elegendGen nagy kapacitastak), és az egyes megrendelsk igényeinek mekkora részét
teljesitsék az egyes szolgaltatohelyek.

Vezessiik be az y; bindris valtozokat, amelyek értéke 1, ha hasznaljuk a j szolgaltatohelyet,
¢s 0, ha nem. Az z;; nemnegativ valtozo jeldlje azt, hogy mekkora igényét teljesiti az ¢
megrendelének a j szolgaltatohely.

Mivel minden megrendeld teljes igényét ki kell elégiteniink, ezért:

Z Tij = d; Vi e M.
JEN

Ha a j raktarbol szallitunk valahova, akkor a kévetkezd egyenlStlenségek biztositjak, hogy
valoban y; = 1 legyen a j € M raktérra:

Tij < UjY; Vi e M.

A célfiiggvényiink pedig a kovetkezd.

min Z Z CijTi5 + Z ijj.

i€EM jJEN JEN
1.6. Termelésiitemezési feladat

Egy adott termék termelésérdl kell dontentink egy n periodusi idészakban. Az alabbi ada-
tokkal rendelkeziink:

fi: a t-edik periédusban a termelés fix koltsége,

pe: a t-edik periddusban az egységnyi mennyiség termelésének koltsége,

he: a t-edik periddusban az egységnyi mennyiség tarolasanak koltsége,

dy: ennyi mennyiségi termékre van igény a t-edik peridodusban.
Definialjuk a kovetkezs véltozokat.

x;: a t-edik periddusban termelt mennyiség,

z¢: a t-edik periodus végén tarolt mennyiség,

1y = 1, ha a t-edik periédusban termeliink, 0, ha nem.

A célfiiggvény és a feltételek:

n n n
miantmt + Z hizg + Z Tty
t=1 t=1 t=1

Zt_1+13t:dt+zt Vt:1,2,...,n,
$t§Myt Vt:1,2,...,n,
20 =0,2¢, 24 >0,y € {0,1} Vt=1,2,...,n,

ahol M egy megfelelen nagy szam ahhoz, hogy ne korlatozza a megtermelends mennyiségeket.
Amennyiben z, = 0-nak is teljesiilnie kell, akkor M vélaszthato példaul >, d; értéknek az
yr-hez tartozo6 sorban.



1.7. Racsbol vett értékek

Egészértékd feladatként azt is fel tudjuk irni, ha azt szeretnénk, hogy = € R™ vektorvéltozdénk
csak egy L(B) C R™ racs pontjait vehesse fel értékként, ahol B egy n x d-es d rangi matrix
(a racs definicioja a fejezetben talalhato). Tegyiik fel hogy feladatunk a kovetkezs:

max{cz : Ax <b, x € L(B)}.
Ezt egészértékd programozasi feladatként a kovetkezSképpen irhatjuk fel y € Z% valtozok
segitségével:
max{(cB)y : (AB)y < b, y € Z%}.
1.8. Korlatos poliéderek uni6ja

Adott k darab korlatos poliéder: P, = {z € R" : Alz < b, ~d <z <d} (i=1,...,k). A
kovetkezo feladatot szeretnénk modellezni:

max{cz : z € UF_| P;}.

Létezik olyan 3 szam amire —d < = < d esetén A’z < b' 4+ B1 minden i-re. Ennek
segitségével a felirds vegyes programozasi feladatként:

max cr
—d<z<d
Atz < b+ B(1 —yi)1 (i=1,...,k)



2. fejezet

Poliéderben 1év6 egész pontok konvex
burka

Az alabbiakban réviden osszefoglaljuk a jegyzetben hasznalt fogalmakat és jeloléseket.

Az {x € R" : Az < b} poliédert racionalis poliédernek mondjuk, ha az A méatrix és a b
vektor elemei racionalis szamok. Feltehetjiik, hogy ekkor A és b elemei egészek.

Az x € R" vektort egész vektornak mondjuk, ha minden komponense egész. A vektor
elnevezés mellett hasznalni fogjuk a pont elnevezést is. Pontként tobbnyire akkor hivatkozunk
r4, amikor poliéderes kornyezetben vagyunk, vektorként pedig akkor, amikor valamely térnek
egy elemére gondolunk.

A P poliéder egész poliéder, ha minden oldala tartalmaz egész pontot. FEgyenesmentes,
azaz csicsos poliéder esetén ez azt jelenti, hogy a csticsai egész pontok.

A fejezet elején az Olvaso figyelmébe ajanljuk a fejezet linearis programozési emlékez-
tetGjét.

2.1. Meyer tétele

A tovabbiakban Py jeloli a P poliéder egész pontjainak konvex burkéat. (Emlékeztetiink arra,
hogy egy poliéder karakterisztikus kupja a poliéder altal tartalmazott iranyok halmaza.)

2.1. tétel (Meyer, 1974). Ha P raciondlis poliéder, akkor Pr is poliéder. Ha Py # 0, akkor
P és Pr karakterisztikus kupjai megegyeznek.

A fenti tétel a nemracionalis poliéderekre nem érvényes. ElGfordul, hogy csak végtelen sok
feltér metszereként all els a Pr ,poliéder”. Az is el6fordulhat, hogy Pr nem zéart halmaz!
Bizonyitas. Tekintsiik a P Motzkin-tétel tétel) szerinti @ + C elGallitasat, ahol felte-
hetjiik, hogy a C kipot az y1, 92, . .., ys egész vektorok generaljak. Legyen

S
B := {Euiyi:()g,ui <l,i=1,2,...,s}
i=1

Megmutatjuk, hogy P; = (Q + B); + C, ami elegendd, hiszen @ + B korlatos halmaz, azaz
(Q + B); valoban politop, s fgy poliéder is.

El6szor bebizonyitjuk, hogy Py C (Q + B); + C. Mivel (Q 4+ B); + C konvex halmaz, elég
belatni, hogy a P minden egész p pontja benne van.

Motzkin tétele szerint p felirhatd ¢ + ¢ alakban, ahol ¢ € @, c € C. Ekkor léteznek olyan
nemnegativ u; egylitthatok, melyekkel:

S
P=gq+c=q+) piyi=
=1

10



q+Z — lwilws) + > (i) = (¢ +b) + ¢
=1

b € B nyilvanvaloan teljesiil, tovabba ¢ + b egész, mivel g +b = p — ¢, azaz el6all két egész
vektor kiilonbségeként.
Most bebizonyitjuk, hogy Pr 2 (Q + B); + C.

(Q+B)+CCP+C=P+C;C(P+C); =Py,

ahol felhasznéltuk, hogy C7 = C, mivel C racionalis. O

2.2. Hilbert-bazisok, unimodularitas

2.2. definicié. Legyen C' C R"” egy poliéderkip. Az aq,as, ..., an C-beli egész vektorok véges
halmazat Hilbert-bazisnak nevezziik, ha minden C-beli egész vektor elGall az a; vektorok
nemnegativ egész egyiitthatoés linearis kombinacidjaként.

Nincs minden poliéderktipnak Hilbert-bazisa. C = {(z,y) € R?: 2 > 0,v/5z < y}.

2.3. tétel (Gordan 1873, Hilbert 1890). Minden raciondlis poliéderkipnak létezik Hilbert-
bazisa.

Bizonyitas. Weyl tétele ((11.2] tétel) szerint feltehetjiik, hogy a C racionalis poliéderkup az
Y1, Y2, ..., Ys egész vektorok altal generalt kupként is el6all. Legyen H := {ai,a2,...,an} a
kovetkez6 korlatos halmazba es6 Gsszes egész vektor.

S
Vi={> A0S\ <Li=1,2,... s}
i=1

Megmutatjuk, hogy H a C' Hilbert-bazisa.
Legyen b egy tetszGleges C-beli egész pont. Ekkor

b—}:mm—E: = Lua)yi + ) Luilyi
i=1

i=1

Az els6 szumma eredményét jelolje v. v € V trividlisan teljesiil. Mivel az y; vektorok
benne vannak H-ban, elegend§ azt megmutatni, hogy v is benne van a H halmazban. v =
b—>"7 | pilyi, azaz v megkaphato6 egész vektorok Gsszegeként, ezért v is egész, tehat valoban
H-ban van. O

Mikor neveziink egy kiipot csticsosnak? Ha van csicsa, azaz ha nem tartalmaz egyenest.
Ez azt jelenti, hogy végesen generalt kup esetén a kapot generalé nemnulla vektoroknak nem
létezik nemtrivialis, nemnegativ linearis kombinécidja, amely a 0 vektort adné eredményiil.
A szemléletiink altal elvarhaté moédon most a Farkas-lemma tétel) kovetkezményeként
megmutatjuk, hogy ez azzal ekvivalens, hogy létezik egy vektor, amellyel az Gsszes nemnulla
generald vektor hegyesszoget zar be, azaz érvényes az aladbbi, ahol a B matrix sorai a kip
generald vektorai.

2.4. lemma. Az adott B mdtrizhoz akkor és csak akkor létezik x megolddsa a Bx > 0 rend-
szernek, ha nem létezik megolddsa a kovetkezének:

yB =0,y >0,y #0.
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Bizonyitas.
dr:Br >0« der:Bxr>1< dx: Bx < —1.

A Farkas-lemma ([11.5[tétel) szerint ez azzal ekvivalens, hogy

Ay:yB=0,y>0,y(-1) <0< Ay:yB =0,y >0,y #0.

|

2.5. tétel (van der Corput 1931). Ha C' csicsos kip, akkor létezik egyértelmd minden Hilbert-
bdzis dltal tartalmazott Hilbert-bdzisa.

Ha C-nek nincs csicsa, akkor nem létezik egyértelmii minimalis Hilbert-bézis. Példaul R-et

mint kupot tekintve, az &sszes (p, q) par Hilbert-bazis, ahol p negativ egész, q pozitiv egész,
és relativ primek.
Bizonyitas. Legyen M azon C-beli nemnulla, egész vektorok halmaza, amelyek nem allnak
el két C-beli egész vektor Gsszegeként. M elemeinek nyilvan minden Hilbert-bazisban benne
kell lennie. M véges halmaz, mivel az el6z6, 2.3] tétel szerint létezik H Hilbert-bazis. Az
allitjuk, hogy M Hilbert-béazis.

Mivel C' csticsos, ezért az el6z6 lemma szerint létezik egy y € R™ vektor, amelyre yz > 0
teljesiil a C' minden nemnulla x elemére.

Tegyiik fel indirekten, hogy a C-beli ¢ egész vektor nem all el6 M-b&l nemnegativ egész
egyiitthatos linearis kombinacioként. Legyen c olyan, amelyre az yc skalaris szorzat minimalis!
Létezik ilyen c, hiszen a véges H halmazban kell lennie.

Ekkor mivel ¢ ¢ M, ¢ = ¢1 + cg, ahol ¢1, co C-beli egész vektorok. Mivel vey < ve,vey < we,
ezért c1 és co elGall M-beliekbdl, kovetkezésképpen c is, ami ellentmondas. O

Legyen most A egy m x m-es nemszingularis matrix egész elemekkel. Azt vizsgaljuk, hogy
A oszlopai mikor alkotjak az altaluk generalt kup Hilbert-bazisat.

2.6. tétel. A oszlopai pontosan akkor alkotjik az dltaluk generdlt kup Hilbert-bdzisdt, ha
|det(A)| = 1.

Bizonyitas. Ha |det(A)| = 1, akkor A~! is egész matrix. A generalt kup tetszéleges egész
b elemére az 6t ado linearis kombinacio egyiitthatoit A~'b adja, tehat ezek egészek, azaz az
oszlopok Hilbert-bézist alkotnak.

A mésik iranyhoz tegyiik fel, hogy az oszlopok Hilbert-bazist alkotnak. Ebbdl kévetkezik,
hogy ha egy egész b-re A~'b nemnegativ, akkor egész. Azt allitjuk, hogy minden egész b-re
A~1b egész. Ha adott b-re ez nem teljesiilne, akkor vegyiink egy olyan egész y vektort, amire
y+ A1 >0, ; legyen b/ := A(y + A~'b) = Ay + b. Ekkor b’ egész, de A~'b nemnegativ és
nem egész, ami ellentmond a Hilbert-béazis tulajdonsdgnak.

Belattuk tehat, hogy A~'b egész minden egész b-re, specialisan minden egységvektorra is.
Ezért viszont A~! egész matrix, tehat det(A™') egész. A det(A~1)det(A) = 1 Osszefiiggés
miatt tehat |det(A)| = 1. O

2.7. definicid. Egy A m X n-es m rangu egész méatrix unimoduldris, ha minden bazis deter-
minansa 1 vagy —1.

2.8. tétel (Veinott, Dantzig, 1968). Legyen A egy m X n-es m rangi egész mdtriz. A akkor
és csak akkor unimoduldris, ha a Py := {x: Az =b, © > 0} poliéder minden egész b-re egész
poliéder.
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Bizonyitas. Ha A unimoduléaris, akkor tetszSleges egész b-re a P, poliéder minden bazismeg-
oldasa egész, tehat P, egész poliéder.

A forditott irdnyhoz legyen B egy bazis. Mivel minden b-re P, minden bézismegoldasa
(specialisan a B-hez tartozo is, ha megoldas) egész, ezért B oszlopai az altaluk generalt kap
Hilbert-bézisat alkotjak. A [2.6] Tétel szerint ekkor |det(B)| = 1. O

2.9. definici6. Egy matrix teljesen unimoduldris (TU), ha minden négyzetes D részmétrixara
det(D) € {0,1,—1}.

2.10. allitas. Az A egész mdtrixz pontosan akkor TU, ha az [A, I] mdtriz unimoduldris.

Bizonyitas. Konnyt. O

2.11. tétel (Hoffman, Kruskal, 1956). Az A egész mdtriz pontosan akkor TU, ha a Qp :=
{z: Az <b, x> 0} poliéder minden egész b-re egész poliéder.

Bizonyitas. @ egész poliéder minden egész b-re < {z: [A,I]z =b, x > 0} egész poliéder
minden egész b-re < [A, I| unimodularis < A TU. O

2.12. tétel (Hoffman, Kruskal, 1956). Ha az A egész mdtriz TU, akkor az {zr : Ax < b}
poliéder minden egész b-re egész poliéder.

Bizonyitas. A TU = [A,—A] TU = {z: [A4,—A]z <b, z > 0} egész poliéder minden egész
bre = {x: Az < b} egész polieder minden egész b-re. O

Legyen D = (V, E) egy iranyitott graf, és legyen F' C E egy olyan kijelolt élhalmaz, ami
irdnyitatlan értelemben feszits fa. Tekintsiik a kdvetkez6 A métrixot, aminek sorai F' éleivel,
oszlopai pedig E — F' éleivel vannak indexelve. Egy adott uv € E — F élhez tartozik F-ben
egy egyértelmd (nem feltétleniil iranyitott) at v-bdl u-ba. Legyenek ennek élei eq, ..., ex.
Az A maértix uv-hez tartozo oszlopa legyen a kovetkezs: egy e; élhez 1 tartozik, ha irdnya
megegyezik az 0t irdnyaval, és -1, ha az irdny forditott; a tobbi F-beli élhez pedig 0 tartozzon.

2.13. definici6. Egy matrixot hdldzati mdtriznak neveziink, ha elGall egy irdanyitott grafbol
és egy feszitd fabol a fenti mddon.

2.14. allitas. Hdlozati mdtriz részmdtriza is hdlozati. Sort vagy oszlopot —1-gyel szorozva is
hdlozati mdtrixot kapunk.

Bizonyitas. Konnyt. O

2.15. tétel (Tutte, 1965). Minden hdlézati mdtriz teljesen unimoduldris.

Bizonyitas. Elég belatni négyzetes halozati méatrixra. Hasznaljunk indukciét a matrix
méretére. Legyen D = (V, E) és F' a méatrixot ado iranyitott graf és fa, és legyen uwv € F
a fanak egy u levélre illeszkedd éle (feltehetd, hogy igy van iranyitva). Ha uv sordban csak
1 nemnulla elem van, akkor a determinéns kifejtési szabaly miatt indukcioval kész vagyunk.
Kiilonben feltehetd, hogy pontosan 1 su € E — F él 1ép u-ba, a tobbi él kilép u-bol. Konny
ellendrizni, hogy ha su oszlopat hozzaadjuk egy ut € F — F' él oszlopéhoz, akkor tGjra halozati
méatrixot kapunk: az ut kihagyasaval és egy st él hozzavételével kapott grathoz tartozot. A
determinéns persze nem valtozik. Ezt a mitveletet elvégezve minden ut € E — F' élre olyan
matrixot kapunk, ahol uv sordban csak 1 nemnulla elem van, ilyenrél pedig mar lattuk hogy
determinénsa 0, 1 vagy -1. O
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2.3. Nemmegoldhatosag

A Caratheodory-tétel egy érdekes egészértékd analogonjat adja a kévetkezs tétel.

2.16. tétel (Bell és Scarf, 1977). Ha az {a;x < 5;,1 <i < m} rendszernek nem létezik egész
megolddsa, akkor van eqy legfeljebb 2™ elemd részrendszere, amelynek mdr szintén nincs egész
megolddsa.

Bizonyitas. Feltehetjiik, hogy a rendszer minimaéalisan nemmegoldhat6, azaz elhagyva bel&le
akar egyetlen egyenlStlenséget is, megoldhatova vélik az egész racspontok koérében. Ekkor
minden j-re létezik x; egész vektor, amelyre ajz; > B;, és minden ¢ # j indexre a;x; < f3;,
akkor m < 27,

Legyen Z := Z™ Nconv{x1,xa,...,Tn}. Ekkor a kovetkezd rendszernek nem létezik Z-beli
megoldasa (de persze az mar lehetséges, hogy egész megoldéasa van).

az < min{a;z: a1z > P},
z€Z

(2.1)

amr < min{amz : amz > Pm}.
z€Z

Ugyanis, ha létezne z € Z ami teljesiti valamennyi feltételét, akkor a;z < G; , ¢ =
1,...,m, ami ellentmond annak, hogy a rendszer nem megoldhaté.

Valasszuk ugy a v; € R ,j = 1,2,...,m szamokat, hogy v; > min.cz{a;z : a;jz > p;}, és
a kovetkezd rendszernek ne létezzen Z-beli megoldasa, ezen beliil pedig Z;":l 7 maximaélis
legyen.

ar < Y1,
(2.2)
am® < Y-

Ilyen v létezik (lasd (2.1)), 75 feliilrdl is korlatos (v; < ajz;), a v vektorok halmaza pedig
zart, hiszen a komplementere nyilt:

{yeR":3z€ Z, melyre a2 <y Vi=1,2,...m} =
= U{’yERm:a¢z<%Vi:1,2,...m},

z€Z

ez utobbi pedig nyiltak uniéja.

Mivel Z;":l 7; maximalis, ezért minden j-re létezik y; € Z, hogy a;y; = vj, és a;y; < v
minden i # j indexre (hiszen a ZT:1 v maximalitdsa miatt barmelyik 7;-t megnovelve € > 0-
val, mér lenne megoldasa a rendszernek). Mivel indirekten m > 2", ezért léteznek k
és | kiilonbo6z6 indexek, amelyeknek a megfelels komponenseik azonos paritasiak. Ekkor
y’fT—m € Z, ami viszont kielégiti —at. Ellentmondas. O

Megjegyezziik, hogy a fenti tételben szerepls 2™ éles, amint azt a kovetkezd példa mutatja
n > 2 esetben:
dwi—> w<[I-1 VIC{L,2....n}
icl il
A fenti tétel egészértékii optimalizacios feladatokra vonatkozo kovetkezménye az alabbi.
2.17. tétel (Scarf, Todd, 1977). Ha p := max{cx : Az < b,x egész} véges, akkor létezik egy

legfeljebb 2™ — 1 sorbol dllo A'x <V részrendszer, amelyre max{cx : A'x <V, x egész} = p.
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Bizonyitas. A kovetkez$ rendszernek nem létezik egész megoldasa semmilyen t € Z para-
méterre.

Ax

IN

b, (2.3)

1
cr > ,u—#—;.

Az el6zo, tétel szerint minden t-re létezik egy legfeljebb 2™ sorboél allo részrendszer,
amelynek nem létezik egész megoldasa. Mivel mindegyiknek tagja a cx > p+ %, ezért létezik
egy A’z < b keresett méretd rendszer, amely végtelen sok t-re szerepel, ami azt jelenti, hogy
az {A'z <V, cx > p} rendszernek nincs egész megoldasa. O

2.4. Bonyolultsag

Vizvari Béla jegyzetének 45. oldalédn szerepld tétel, itt biz. nélkiil.
2.18. tétel.
A kiiszobgrafok eléallitéasi tétele.

2.19. tétel (Chvatal és Hammer, 1977). Tetszdleges G grdfra az aldbbi hdarom dllitds ekviva-
lens.

1. G elddll a ponthozzdadds, és pontszorzds miveletek alkalmazdsdval.
2. G kiiszdbgrdf.
3. G-nek nincs feszitett 2Ko, Py vagy Cy részgrifja.

Bizonyitas. 1-bdl 2, és 2-b6l & egyszertien kovetkezik.

Most megmutatjuk 3-bol 7-et. A G pontszamara vonatkozd indukcioval bizonyitunk.
Amennyiben G-ben van izolalt pont (amelyre definicié szerint nem illeszkedik él), kész va-
gyunk. Ha nincs ilyen pont, akkor tekintsiink egy maximaélis fokszamu v pontot. Ha v minden
més ponttal 6ssze van kotve, tjfent készen vagyunk, ha pedig nem ez a helyzet, tekintsiink
egy z pontot, amely nem a szomszédja.

Mivel z nem izolalt pont, létezik egy t szomszédja. Mivel v maximalis foka, kell 1éteznie
olyan s szomszédjanak, amely t-nek nem szomszédja. Ekkor a vt és uz élek meglététsl fiig-
gben a 3-ban tiltott feszitett részgrafokat kapunk, kovetkezésképpen v-nek minden més pont
szomszédja. O

2.5. Teljesen dualisan egészértékii rendszerek

A poliéderes kombinatorika a linearis porgramozés dualitédstételét hasznalja fel kombinatorikai
feladatokkal kapcsolatos kovetkeztetések levonasara. Ebben a fejezetben a teljesen duéalisan
egészértékiiség fogalmat ismertetjiik, és a vele kapcsolatos legfontosabb eredményeket.

A bevezetend§ fogalom alapgondolata a kovetkezs. Kombinatorikus struktarakhoz rende-
liink poliédereket, és ezen poliéderek csiicsai ha egészek, akkor az elég sok informéciét ad
nekiink. Belatjuk, hogy ha tetszéleges egész célfiiggvény esetén egész az optimum értéke,
akkor a poliéder is egész. Ezutéan egy poliéder egészségét majd agy prébajuk bebizonyita-
ni, hogy meghatarozzuk egy olyan leir6 rendszerét, amely dualisainak az optimuma minden
egész célfiiggvényhez egész vektoron is felvétetik. Amint az ki fog deriilni, ez egy nagyon
gylimolcsozo elgondolés.
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2.20. tétel (Hoffman, 1974). A P korldtos raciondlis poliéder akkor és csak akkor egész, ha
a max{cz : x € P} érték minden egész c vektorra egész.

Bizonyitas. Vilagos, hogy egész poliéderre teljesiil a feltétel, most lassuk be, hogy a P
korlatos racionalis poliéderre a feltétel teljesiilése maga utan vonja, hogy egész.

Legyen v = (v1,v2,...,v,) a P egy cstcsa, és legyen ¢ € Z" olyan célfiiggvény, melyre a
kovetkez6 maximum egyediil a v ponton vétetik fel: max{cz : x € P}. (Lasd[2] feladat.)

A c esetleges felszorzasaval elérhetd, hogy cv > cu + u; — v1 fennéljon a P minden mas u
csucsara. Ekkor viszont a ¢ := (¢1 + 1, ¢, ..., ¢,) egész célfiiggvényre szintén a v-n véteik fel
max{c'z : x € P}. Ami viszont azt jelenti, hogy a két egész optimum cv — v = v; kiilonbsége
egész. Hasonlbéan belathato, hogy a v minden koordinatija is egész, és mivel v tetszéleges
csucsnak vélaszthato, belattuk, hogy a P egész poliéder. O

Edmonds és Giles ezt a tételt kiterjesztette tetszéleges poliéderre 1977-ben (tehat nem kell,
hogy korlatos legyen, s6t még csicsanak sem kell lennie.)

2.21. tétel (Edmonds, Giles, 1977). A P raciondlis poliéder akkor és csak akkor egész, ha a
max{czx : x € P} érték minden egész ¢ vektorra, ha véges, akkor egész.

Bizonyitas. A bizonyitashoz a kovetkezd lemmaéat hasznaljuk:

2.22. lemma. Legyen A egész mdtrix, és b egész vektor. Pontosan akkor létezik egész x vektor
amire Ax = b, ha minden y vektorra, amire yA egész, yb is egész.

Bizonyitas. Ha létezik jo egész x, akkor az (yA)x = yb Osszefiiggésbdl kovetkezik az y-ra
vonatkozo tulajdonsag. A forditott iranyhoz feltehetd, hogy Az = b-nek van megoldasa, és
A sorai linearisan fliggetlenek. Konnyen ellenérizhets, hogy mind x mind y létezése szem-
pontjabol ekvivalens rendszert kapunk, ha oszlopokat felcseréliink, illetve egy oszlop egész
t6bbszorosét egy mésikhoz adjuk. Ilyen miiveletekkel a matrix [B, 0] alakba hozhato, ahol B
egész haromszogmatrix.

Mivel B~1[B,0] egész matrix, a feltevésbol kovetkezik, hogy B~'b egész vektor. Igy az
X = (Bglb) vektor jo lesz, hiszen [B, 0]z = b. O

A tételhez azt kell bizonyitanunk, hogy a P = {& : Az < b} poliéder, ahol A és b egész
matrix, ill. vektor, minden P’ minimaélis oldalanak van egész pontja. Tudjuk, hogy P’ egy affin
altér, ami lefrhato egy A’z = V' egész egyiitthatos egyenlet rendszerrel. Errél kell megmutatni,
hogy van egész megoldasa. A lemma alkalmazasahoz be kell latnuk, hogy minden olyan 3/
vektorra, hogy 1y’ A’ egész vektor, y'b' egész szam. El6szor is megmutatjuk, hogy tetszéleges
y' > O-ra, a c := y' A" (egész) célfiiggvény vektor mellett P’ pontjai a max{cx : z € P}
optimalis megoldéasai. Ugyanis legyen 2’ € P’ tetsz6leges pont. Ekkor Az’ = b teljesiil.
Tehat cx’ = (yANx' = ¢ (A'2') = ¢V a ¢ definicioja, és o’ valasztasa miatt. Mivel P’
poliéder a P egy oldala, 2’ € P is teljesiil. Tovabba y’ vektort 0 komponensekkel kiegészitve
az A’z < b sorain kiviil, kapjuk, hogy (y/,0)A = ¢, valamint (y',0)b = 3't/. Ebbdl az
kovetkezik, hogy

max{cz : Az <b}>ci' =yt = (y,0)b > min{yb : yA=c,y > 0}. (2.4)

Mivel max{cx : Az < b} < min{yb : yA = ¢,y > 0} a gyenge LP dualitas tétel miatt,
—ben mindeniitt egyenlGség teljesiil. Tehat 2’ € P’ valoban optimalis megoldasa max{cz :
Az < b} -nek.
A tétel feltétele szerint a max{cz : Az < b} optimum értéke egész amennyiben c egész
vektor, tehat
Z>max{cr : z€ P} =cx' = (A2 =y (42" =4V,
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ahol 2/ € P’, tehat 3V egész.

Az 1y > 0 feltétel elhagyhato, ugyanis ha 3’ # 0 egész vektor, akkor legyen A > 0 kell6en
nagy egész szam, amelyre y” = ¢/ + A\(1,...1) > 0. Erre az y” vektorra alkalmazva a fenti
gondolatmenetet kapjuk, hogy ¢ := y” A’ esetén c egész, és y"b is egész. De ekkor b =
(¥ 4+ X1,..., 1))V, és mivel \(1,...,1)b egész, ezért y't’ is egész. Tehat belattuk, hogy
tetszoleges 1y esetén, ha y'A’ egész vektor, akkor y'b’ egész szam. A lemmat alkalmazva
kapjuk, hogy létezik egész = vektor amire A’z =/, azaz P’ tartalmaz egész pontot. O

Ezen tétel fényében nagyon hasznosnak bizonyul az alabbi fogalom.

2.23. definicié. Az Az < b racionéalis szamokbol allo egyenlStlenség-rendszert teljesen dudli-
san egészértékinek mondjuk, ha minden olyan egész ¢ € Z"™ célfiiggvényre, melyre az optimum
korlatos, a min{by : yA = ¢,y > 0} dualis feladat optimuma egész y vektoron is felvétetik.

Az angol elnevezés (total dual integrality) utén a fenti tulajdonsagot TDI-ségnek roviditjiik.

2.24. tétel (Edmonds, Giles 1977). Legyen a P = {z : Ax < b} raciondlis poliéder, tovibbd
b egész vektor. Ha az Ax < b rendszer teljesen dudlisan egészértékii, akkor a P egész poliéder.

Bizonyitas. Mivel b egész, a dualis feladat optimuma egész, tehat a dualitastétel (11.9[tétel)
szerint max{cx : Ax < b} is egész minden egész c-re, azaz a tétel szerint P egész poliéder.
O

2.25. tétel (Giles és Pulleyblank, 1979). Legyen P egy raciondlis poliéder. Ekkor létezik egy
Az < b TDI rendszer, amelyre A egész mdtriz, és P = {x : Az < b}. Tovdbbd amennyiben P
egész poliéder, b is vdlaszthato egésznek.

Bizonyitas. Legyen P = {z € R" : Mz < d}, ahol M egész matrix. Legyen L := {l € Z" :
l =yM,0 <y < 1}, azaz azon egész vektorok halmaza, amelyek el6allnak az M soraibol 0
és 1 kozti egytitthatokkal vett linearis kombinécidként. Vilagos, hogy L véges halmaz. Jeldlje
B(1) := max{lx : x € P}.

Most megadjuk a keresett rendszert. Alljon az Az < b az Gsszes lx < (1) sorokbol, ahol
l € L. Mivel az M minden sora benne van L-ben, ezért P = {x € R" : Az < b}. Ha pedig P
egész, akkor a b is egész.

Most megmutatjuk, hogy az Ax < b TDI-rendszer. Legyen ¢ € Z™ olyan egész vektor,
amelyre a max{cx : x € P} korlatos. Megadjuk a dualis min{yb : yA = ¢,y > 0} egy egész
optimalis megoldasat. A dualitas tétel tétel) szerint:

max{cz : Ax < b} = min{yb: yA =c,y > 0} =: 2.

Jelolje y* a dudlis egy olyan megoldéaséat, amelyen a minimum felvétetik, és jelolje vy, az M
soraihoz tartozo részét. A ¢ = (yi; — |yi,))M vektor benne van az L halmazban, tovabba
B(d) < (yi; — lvis))d. Eszerint z* > B(c) + |yisd, viszont z* szitén optimumértéke a
min{yd : yM = ¢,y > 0} feladatnak, azaz az M soraihoz tartozo duélis valtozoknak [y3,],
a dx < B() sorhoz tartozo valtozonak pedig 1 értéket adva a duélis egy egész optimalis
megoldasat kapjuk. O

A bizonyitasban a racionalis poliédert meghatarozo egyenlétlenség-rendszerhez hozzétet-
tiink nagyon sok ujabb redundans feltételt, ami utéan a dualis feladat megvaltozott (valtozoinak
a szama nétt), és lehetévé tette, hogy egész optimum is létezzen. Az elGadéason tekintettiink
egy példat, amelyben a K, graf 2-péarositasi poliéderének minimalis lefrasardl lattuk, hogy
nem TDI, viszont egy redundans sort hozzavéve méar TDI leirést kaptunk.

Lefrunk egy masik bizonyitast is Giles és Pulleyblank tételére, ami a TDI tulajdonsag
Hilbert-bazisok segitségével torténd jellemzését hasznélja.
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2.26. definicid. Legyen A egész méatrix, és F a P = {x : Ax < b} poliéder egy oldala. Az A
matrix a; sorat F-re nézve aktivnak nevezziik, ha a;x = b; minden x € F vektorra. Jeldlje C'p
az F-re nézve aktiv sorok altal generalt kipot. A kiegészits eltérések tétele értelmében C'p
azon c¢ vektorok halmaza, amikre az {Ax < b, maxcz} feladatnak F' Gsszes pontja optimalis
megoldasa; igy C'r nem fligg a P-t definialé rendszertsl.

2.27. lemma. Legyen A egész mdtrixz. Az Ax < b rendszer akkor és csak akkor TDI, ha
{z : Az < b} minden minimdlis oldaldra igaz, hogy a rd nézve aktiv sorok Hilbert-bazist
alkotnak.

Bizonyitas. Ha Ax < b TDI, és F a P = {z: Az < b} poliéder egy oldala, akkor minden
egész ¢ € Cp-re a duélis {yA = ¢, y > 0, min yb} feladatnak van olyan egész y megoldasa, ahol
y; = 0 ha a; nem aktiv F-re nézve. Kévetkezésképp az F-re nézve aktiv sorok Hilbert-bazist
alkotnak.

Masik irany: tegyiik fel, hogy egy egész c-re a primél feladat optimuma korlatos, de a dual
feladatnak nincs egész megoldésa. Létezik egy F' minimalis oldal, aminek pontjai c-re nézve
optimélisak. Ekkkor ¢ € CF, de ¢ nem 4all el§ F-re nézve aktiv sorok nemnegativ egész linearis
kombinaciéjaként, mert az a dudl feladat optimalis megoldasa lenne. O

A tétel alternativ bizonyitasa. Legyen A’z < V' a P egy definialé rendszere, és P
minden F' minimalis oldalara legyen Hr a Cr egy Hilbert-bazisa. Mivel C'r racionélis kup, és
A’ racionalis matrix, ezért F-re nézve aktiv sorainak van olyan egész szami tobbszorose, ami
egész vektor C'p-ben, tehat el6all Hr elemeinek nemnegativ, egész linearis kombinéciojaként.
Adott h € Hp-re az ay, := hz érték azonos F minden x pontjéra, és a hx < ay egyenlGtlenséget
P minden pontja teljesiti.

Az Az < b rendszer alljon a hx < «ay egyenlStlenségekbdl minden h € Hp-re és minden
F minimalis oldalra. Ekkor A’z < b minden lényeges egyenlétlensége elGall ezek nemnegativ
linearis kombinéciojaként (hiszen mindegyik aktiv P valamelyik minimalis oldalra nézve), igy
Az < b a P definial6 rendszere. A Lemma értelmében az Ax < b rendszer TDI.

Végiil ha P egész poliéder, akkor P minden minimalis oldala tartalmaz egész pontot, tehét
a fenti ay, értékek egészek. O

2.28. allitas. Ha P teljes dimenzids raciondlis poliéder, akkor Cr csicsos kip minden F
manimdlis oldalra.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy ¢ € Cp és —c € Cp valamilyen ¢ # 0 vektorra, és legyen
o = cx egy tetszbleges x € F-re. Ekkor cx < a és —cx < —a is teljestil P minden pontjara,
tehat P nem teljes dimenzios. O

2.29. definicié. A P racionéilis poliédernek egy definialo Ax < b TDI rendszere minimdlis,
ha tetsz6leges egyenlStlenség elhagyasaval kapott A’z < b rendszer vagy nem TDI, vagy
P#{x: Az <V}

2.30. tétel (Schrijver, 1981). Legyen P teljes dimenzids raciondlis poliéder. Ekkor létezik egy
egyértelmd minimdlis Ax < b TDI rendszer, amire A egész és P = {x : Ax < b}. P akkor és
csak akkor egész poliéder, ha b egész.

Bizonyitas. Az Az < b rendszert a Tétel bizonyitasahoz hasonléan definidljuk, csak
Hp-nek mindig a Cr csicsos kiup egyértelmii minimélis Hilbert-bazisat valasztjuk. Ekkor A
egész és Az < b TDL

Tegyiik fel, hogy van olyan P-t definialo A”z < b” TDI rendszer, amire A” egész, és P
valamely F' minimalis oldalara és h € Hp-re a hx < «p egyenlGtlenség nem szerepel az
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A"z < b” rendszerben. Ekkor F minden pontja a max{hz : A’z < 1’} linearis program
optimalis megoldésa, tehat a dudlis feladat minden optimalis megoldasaban y; = 0, ha a}
az A”-nak nem aktiv sora F-re nézve. Mivel h nem all el mint mas Cp-beli egész vektorok
nemnegativ egész linearis kombinacidja, a dualis feladatnak nincs egész optimalis megoldasa,
ami ellentmond a TDI tulajdonsignak.

Ha P egész poliéder, akkor a Tétel bizonyitdsdhoz hasonléan lathatd, hogy b egész.
O

Végiil bebizonyitunk egy tételt, mely szerint egy TDI rendszerben egy egyenlStlenséget
egyenlGségre valtoztatva ismét TDI rendszert kapunk.

2.31. tétel. Legyen Ax < b TDI rendszer, és ax < 8 ennek a rendszernek eqy egyendtlensége.
Ekkor az ax > B egyenldtienséget hozzdavéve a rendszerhez TDI rendszert kapunk.

Bizonyitas. Legyen c egy egész vektor amire az optimum korlatos, erre keresiink egész
optimalis dudlis megoldést. Legyen y* egy optimélis megoldas, és legyen az ax = [-hoz
tartozo dualis érték \* — p*, ahol A*, u* > 0. Legyen ¢ = ¢ + Na, ahol N > u*, N egész,
és Na egész. Ha y*-ban \* — p*-t lecseréljik \* + N — p*-re, akkor z*-gal teljesiilnek a
komplementaritasi feltételek, tehat z* optimalis megoldasa a max{c'z : Az < b} feladatnak.
Mivel Az < b TDI rendszer volt, van ¢’-re egész optimélis dualis megoldas: y', \', ami z*-gal
teljesiti a komplementaritasi feltételeket. Ebb6] viszont latszik, hogy y', N — N optimalis
duélis megoldasa az ax > (-val kiegészitett feladatnak a c célfiiggvényre. O

2.5.1. Feladatok

1. feladat. Az aldbbi bizonyitdsdval mutassuk meg, hogy a TDI-ség haszndlatakor nagyon
fontos a jobb oldali b vektor egészértékiisége.

Tetszdleges raciondlis Ax < b rendszerhez létezik olyan t pozitiv egész, amelyre %Aac < %b
Lteljesen dudlisan egészértéki”.

2. feladat. Mutassuk meg, hogy tényleg létezik a [2.20 tétel bizonyitdsdban haszndlt olyan
egész célfigguény, amely eqy korldtos poliéderen kizdrdlag eqy elére megadott ponton veszi fel
a marimumdt.
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3. fejezet

Ervényes vagasok

A linearis programozés egyik alaperedménye annak meghatarozasa, hogy egy tetszéleges, meg-
oldhato Ax < b egyenl6tlenség-rendszer megoldésai teljesitik-e az adott wx < t egyenlStlen-
séget. A valaszt a Farkas-lemma (vagy Farkas-tétel) adja meg, amely szerint ez pontosan
akkor teljestil, ha létezik egy megfelel6 méretti, nemnegativ y vektor, amelyre yA = w, yb < t.
Ebben a fejezetben azt a kérdést vizsgaljuk, hogy az Ax < b egyenlGtlenség-rendszer egész
megoldasai mikor teljesitenek egy adott wz < t egyenlGtlenséget.

3.1. Gomory-Chvatal-levezetések

3.1. definicié. A wx < t vagast a P = {x : Az < b} poliéderre vonatkozoan érvényesnek
nevezziik, ha az 6sszes P-beli egész pont teljesiti.

Az Az < b egyenl6tlenség-rendszer altal meghatarozott P poliéder (elsdfaji) Gomory-
Chudtal-vagasdnak (roviden GC-vdgdsdnak) nevezziik a cx < d vagast, amennyiben c¢ egész,
és létezik az y nemnegativ vektor, amelyre yA = ¢, [yb] = d.

Konnyen lathato, hogy a GC-vagasok érvényes vagasok a poliéder egész pontjaira vonatko-
zoan. Am ennek a forditottja még nem igaz, viszont az is vilagos, hogy a GC-vagasokkal és
az eredeti egyenl6tlenség-rendszer egyenlGtlenségeivel Gjabb GC-vigasokat generédlva szintén
érvényes vagasokat kapunk. (A véagés elnevezés onnan szarmazik, hogy a tekintett egyen-
l6tlenségeket esetleg nem teljesiti az eredeti poliéder minden pontja, igy azokat a djonnan
tekintett egyenlStlenséggel levagjuk.)

Azt mondjuk, hogy a wz < t vagasnak létezik Gomory-Chudtal-levezetése (réviden GC-
levezetése), ha az eredeti egyelngtlenség-rendszerhez hozzéavett GC-vagasokbol elgallitott GC-
vagésokkal, és azoknak a rendszerhez valé hozzavételének az ismételgetésével elgall GC-
vagasként. Formalisan a definicié a kovetkezd:

A wx < t vagasnak a P = {z : a;x < b;,i = 1,2,...m} poliédert definialoé rendszerbdl
létezik GC-levezetése, ha léteznek az

am+kx§bm+k (kzl,Q,M)

vagasok az
yg I<k<M1<j<m+k-1)

nemnegativ szamokkal egylitt, amelyekre minden k = 1,2,... M értékre az amir® < by
VAgas az
a;x < b; (i:1,2,...m+/€—1)

rendszer GC-vagasa, és amansr = W, by < t.
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Egy ilyen levezetés természetszertileg azt is bizonyitja, hogy a wx < t vigés érvényes vagas,
azaz P minden egész pontja teljesiti.

Az alabbi tétel Chvataltol szarmazik 1973-bol. (Bar Gomory 1960-as eredményeibdl is
levezethetd.)

3.2. tétel. Legyen P = {x : Ax < b} egy raciondlis korldtos poliéder, és wx <t eqy érvényes
vdgds, melyre w egész vektor. Ekkor wx < t-nek létezik Gomory-Chvdtal-levezetése.

Megjegyezziik, hogy az allitas igaz nem-korlatos racionalis poliéderekre és korlatos nem-
racionélis poliéderekre is. A tovabbiakban Schrijver 1980-bol szérmazé bizonyitasa szerint
haladunk. A fenti tétel bizonyitasahoz sziikségiink lesz a kovetkez§ specialis esetre.

3.3. tétel. Legyen P = {z : Ax < b} egy korldtos raciondlis poliéder, amely nem tartalmaz
egész pontot. Ekkor létezik a Ox < —1 wvdgdsnak Gomory-Chudtal-levezetése.

Vegyiik észre, hogy az el6z6 tétel a Farkas-lemma egészértéki megfelelGje, kiillonosképpen,
ha a Farkas-lemma alabbi alakjat tekintjiik.

3.4. lemma (Farkas-lemma). Az aldbbi két rendszer kézil pontosan az egyik oldhatd meg.
o Az <)
e yA=0,y >0,yb=—1.

A fenti tételekre a poliéder dimenzidjara vonatkozo teljes indukcios bizonyitast adunk,
amelyben nagy hasznunkra lesz a kévetkez6 lemma.

3.5. lemma. Legyen F' a P korldtos raciondlis poliéder eqy oldala. Ha cx < d az F eqy
GC-vdgdsa, akkor létezik a P-nek eqy v < d' GC-vdgdsa, melyre

Fn{z:de<d}=Fn{x:cx <d}.
Ha cx < d GC-levezethetd F-bél, akkor létezik eqy P-bol G C-levezethetd ¢ x < d' vdgds, melyre
Fn{z:de<d}=Fn{x:cx <d}.

Bizonyitas. Elgszor a GC-vagéasra vonatkozo allitast bizonyitjuk. Legyen P = {x : Az
b1, Aoz < bo}, ahol A; és b; (i = 1,2) egész komponenseket tartalmaz, és F = {z : Az
by, Asx = ba}. Mivel cx < d GC-vagéas, létezik y; és yo, melyekre

y1 A1 + 1242 = ¢,

ly1b1 + y2bo| = d.

Az yo-nek lehetnek negativ koordinétai is mivel egyenléségfeltételekhez tartozik (Egy ax =
egyenlséget az axr < f,(—a)r < —f egyenl6tlenségekkel helyettesitve a két nemnegativ y
egylitthato kiilonbsége nem feltétleniil nemnegativ.).

Legyen ¢ és d’ a kovetkezd:

d=y1 A1+ (y2 — |y2]) Az = ¢ — |y2] A2,

d = [y1b1 + (y2 — [y2])b2] = d — [y2]b.

Ekkor ¢ egész, és dx < d' a P poliéder egy GC-vagésa (mivel yo — | y2] nemnegativ). Tovabba,
mivel d = d’' + |y2]be,

Fn{z:de<d}=Fn{z:dx<d, |y Asx = |y2]b2} = FN{x: cx < d}.
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A levezethetSségre vonatkozo allitas bizonyitasahoz figyeljiik meg, hogy a fenti bizonyitas-
ban a 'z < d' vagast gy kaptuk, hogy cx < d-hez az Asx < by rendszer egyenlStlenségeinek
nemnegativ egész kombinécidjat adtuk hozza. Ha most cx < d-nek adott egy GC-levezetése F'-
bol, akkor a levezetés vagasaihoz sorrendben készithetiink P-re érvényes vagéasokat az Asx < bo
rendszer egyenlGtlenségeinek megfelel6 nemnegativ egész kombinacioinak hozzidadéasaval. A
modositott vagésok F-bél ugyanazt vagjak le mint az eredetiek; a modositott levezetés utolsd
vagéasa legyen 'z < d'. O

A tétel bizonyitasa. A P poliéder dimenzidjara vonatkoz6 indukciot hasznalunk.
Ha P nulladimenzios, azaz egy pontbol all (amely tehat nem egész), akkor az allitas a duali-
tastétel egyszert kovetkezménye. Tegyiik fel, hogy P dimenzidja legaldbb 1, és minden nala
alacsonyabb dimenzios korlatos poliéderre az allitas igaz.

Legyen w egész vektor, és wx < t egy olyan egyenl6tlenség, amelyre PN {x : wx =t} a P
egy valodi oldala. Jelolje P’ a wx < |t] GC-vagassal kapott poliédert, azaz P’ := P N {x :
wr < [t]}.

Ha P’ = (), akkor a Farkas lemma (3.4]lemma) szerint a 0z < —1 azonnal megkaphat6 (GC-
levezethets) az Az < b, wx < [t]| rendszerbsl. Tegyiik fel tehat, hogy P’ # 0, és F := {x €
P wx = [t]}. A wx <t vagas valasztasa miatt tudjuk, hogy F dimenzidja kisebb, mint P
dimenzidja. Az indukcios feltevés szerint tehat Ox < —1 GC-levezethets az Ax < b, wz = [t]
rendszerbél. A lemma szerint ekkor az Ax < b, wx < |t] rendszerbdl valamely ¢z < d’
vagasnak létezik GC-levezetése, amelyre F N {z : dx < d'} = (. Kovetkezésképpen az
Ax < b, wr < |t], dx < d rendszernek a wr < [t] — 1 GC-vagasa.

Ezutan a PN {z : wz < |[t] — 1} poliéderre alkalmazva a fentieket, a P korlatossaga miatt
szeleteléssel egy olyan wxr < t' vagas GC-levezetését kapjuk véges sok lépésben, amelyre
Pn{z:wz <t} =10. Ekkor a Farkas-lemma segitségével a Ox < —1 levezetését kapjuk. O

A tétel bizonyitasa. Tegyiik fel el6szor, hogy a P nem tartalmaz egész pontot.
Ekkor a tétel szerint a Oxr < —1 vagasnak létezik GC-levezetése. Mivel P korlatos, az
[ := max{wz : x € P} véges. A dualitastétel szerint tehat a wr < || GC-vagas. Ekkor ehhez
a Or < —1 alkalmas pozitiv szammal val6 felszorzottjat hozzaadva a wr < t GC-levezetését
kapjuk.

Most tegyiik fel, hogy P tartalmaz egész pontot. Legyen ismét [ := max{wz : © € P}, és
P’ := Pn{x :wz < |l]}. Ha [l] <t, akkor készen vagyunk, ha pedig nem, akkor mivel wz <t
érvényes vagas, ezért az F := {z € P’ : wx = [l]} valodi oldal nem tartalmaz egész pontot.
A tétel szerint ekkor a Ox < —1 vagasnak létezik GC-levezetése az Ax < b, wz = |I]
rendszerbsl. A lemma szerint ekkor az Az < b, wzr < |l] rendszerbdl valamely ¢’z < d’
vagasnak létezik GC-levezetése, amelyre P’ N {z : dx < d',wz = [l]} = 0. Kovetkezésképp
az Az < b, wx < [l], dz < |d'| rendszernek a wz < |I] — 1 GC-vagasa.

Ennek ismételgetésével a P korlatossdga miatt véges sok lépésben a wx < t vagas GC-
levezetését kapjuk. O

3.2. Gomory-Chvatal lezart és Chvatal-rang

Jelolje P’ azon P-beli pontok Osszességét, amelyek minden GC-vagast teljesitenek. Mivel
végtelen sok GC-vagas van, nagyon érdekes az alabbi, Schrijvert6l szarmazoé tétel.

3.6. tétel. Ha P raciondlis poliéder, akkor P’ is raciondlis poliéder.

Bizonyitas. Feltehetjiik, hogy A és b egészek. Belatjuk, hogy P'-t az Az < b és azon

(yA)x < |yb] (3.1)
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egyenl6tlenségek hatarozzak meg, melyekre 0 < y < 1 és yA egész vektor. (Ez elég, hiszen
bal oldalan korlatos egyiitthatok szerepelhetnek, kévetkezésképpen véges sok egyenlst-
lenségrdl van sz6.) Most belatjuk, hogy minden GC-vagéas eléall az Az < b sorainak valamely
nemnegativ linearis kombinaci6janak és egy alatti egyenl&tlenségnek az 0sszegeként.
Legyen wx < t egy GC-vagas, amely az Ax < b rendszerbdl az § nemnegativ vektorral
vezethetd le. Legyen y/ := §—|7|. Legyenw’ = y'A = w—|y|Aést' := |y'b] =t—|y]b. Ekkor
w' egész vektor, és a w'z < t', y'-vel megkapott (3.I)-beli GC-vagas és az Az < b soraibol
a nemnegativ |y| vektorral kapott (|g]A)x < |y]|b egyenl6tlenség Gsszegeként megkapjuk a
wx <t GC-vagast. O

A P’ poliédert a P poliéder GC-lezdrtjdnak nevezziik. Az az eldontési probléma, hogy P’
iires-e, NP-ben van, hiszen ha tires, akkor a Caratheodory tétel miatt mar n + 1 GC-vagas is
mutatja hogy iires. Cornuéjols és Li megmutattak, hogy a probléma NP-teljes, s6t, egy kicsit
ergsebbet is bizonyitottak.

3.7. tétel. Van olyan poliéder-osztdly, amiben egész csicsot nem tartalmazo poliéderek van-
nak, és NP-teljes eldonteni, hogy egy adott, az osztdlyba tartozo poliéder GC-lezdrtja tires-e.

Jelolje P?) (P'Y-t, és PO (PG-1Y_t. Ekkor a tetel szerint poliéderek egy lancat
kapjuk:
p=prPO>pH>pR >  Op.

A tételbdl kovetkezik, hogy Pr minden lapja GC-levezethetd, tehat létezik olyan k, hogy
Pr minden lapja levezethets k lépésben. Ez az alabbi tételt adja.

3.8. tétel. Legyen P = {x : Az < b} egy raciondlis korldtos poliéder, ekkor P = Py
valamely k pozitiv egészre.

A legkisebb ilyen k-t nevezziik a P poliéder Chvdtal-rangjinak. A fogalom kiterjeszthets
nemkorlatos racionalis poliéderekre, lasd Schrijver [2]. S6t, a kévetkezd is igaz: minden A
racionalis matrixhoz létezik egy k(A) szam, hogy tetszGleges racionélis b esetén az Ax <
b poliéder Chvatal-rangja legfeljebb k(A). Tehat racionalis métrixok Chvatal-rangjarol is
beszélhetiink.

Lényegében a fentiekkel ekvivalens vagésokkal a lexikografikus szimplex modszer haszné-
latara épiils egészértéki programozasi algoritmust dolgozott ki Gomory az 1950-es években.
Lasd Vizvari Béla jegyzetét [5] és a fejezetet.

A gyakorlatban az érvényes vigésokat a kovetkezSképpen hasznélhatjuk egészértéki prog-
ramozasi feladatok megoldasara. Adott a kovetkezd feladat max{cx : Az < b,z € Z"}, és
néhany vagas-csalad, amelyekrdl tudjuk, hogy érvényes vagasok (példaul megadhatjuk alta-
lanosan a feladatosztalyra vonatkozo Gomory-Chvatal-levezetéseket). ElGszor oldjuk meg a
max{cz : Az < b,x € R"} lineéris programozasi relaxalt feladatot. Amennyiben a kapott
x* optimalis megoldas egész, akkor megoldottuk az eredeti feladatunkat. Ha pedig nem, ak-
kor keressiink a vagas-csalddjainkban egy olyan érvényes vagast, amelyet az x* nem telesit,
azaz cx* > d, de cx < d minden egész megoldasra igaz. Vegyiik hozza az egyenlGtlenség-
rendszeriinkhoz ezt a vagast, és iteraljuk az eljarast.

Ha szerencsénk van, akkor elég kitartéan alkalmazva a fenti eljarast, megoldjuk az egész-
értéki programozési feladatot. De ha ezt nem is gyGzziik kivarni, akkor is az optimaélis
célfiiggvényérték egyre jobb fels6 becsléséhez jutunk, amit példaul kivaléan tudunk hasznali
egy korlatozas és szétvalasztas mddszerére épiils algoritmusban fejezet).
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3.3. A Gomory-Chvatal lezart és a TDI leiras kapcsolata

Erdekes kapcsolat van a GC-lezart és a illetve tételekben szerepl§ TDI leirdsok
kozott.

3.9. tétel. Legyen Az < b a P poliédernck eqy TDI lefrdsa, ahol A € Z™*"™. FEkkor P
GC-lezdrtja a P! = {x € R" : Ax < |b]} poliéder.

Bizonyitas. Az nyilvanvalo, hogy az Az < |b] rendszer minden egyenlStlensége GC-vagas,
hiszen A egész matrix. A maésik iranyu tartalmazashoz tegyik fel, hogy cx < d egy GC-vagas,
azaz c egészértéki és létezik y € R}, hogy yA = c és d = [yb]. Mivel az Az < b rendszer
TDI, létezik egészértékd y' € Z™, amire y' A = ¢ és y'b < yb, kovetkezésképp |y'b| < |yb] = d.
Masrészt y' egészértékiisége miatt y'[b] < [¢/b], tehat y'[b] < d. Azt kaptuk, hogy az
Az < |b] rendszernek linearis kovetkezménye (y' egytithatokkal) a cx < d egyenl6tlenség, és
ez az Osszes cx < d GC-vagasra igaz, tehat {x € R" : Ax < |b]} C P, O

A tételt a tétellel kombinélva egybdl adodik a tétel. Masrészt konnyen kijon az
alabbi Gsszefiiggés egy poliéder és egy oldala GC-lezartjai kozott.

3.10. lemma. Legyen P egy raciondlis poliéder, és ' egy oldala P-nek. Ekkor F GC-lezdrtja
P'NF, ahol P' a P poliéder GC-lezdrtja.

Bizonyitas. A [2.25 tétel szerint P-nek van TDI leirdsa. Mivel F oldal, ehhez hozzavehe-
tlink egy, az oldalt meghatarozé egyenletredszert, amirdl feltehets, hogy az egyiitthatok és
a jobboldal is egészek. Tehat a P poliédernek van olyan Ajz < by, Asx < by TDI leirasa,
ahol Ay, As egész matrixok, by egész vektor, és F' = {z : Ajx < by, Az =by}. A tétel
szerint az A1x < by, Asx = by rendszer is TDI. igy a tétel és by egészértékiisége alapjan
az F oldal GC-lezartja F' = {z € R™ : Az < |b1], Asx = b}, ami pont P’ N F. O

A lemmat egymas utan tobbszor alkalmazva azt kapjuk, hogy (az el6z6 rész jelolését hasz-
nalva) F () = PO N F minden i-re. Ennek segitségével egyszert alternativ bizonyitasokat
adhatunk a[3.3 és a3.2 tételre.

A tétel bizonyitasa. Elég belatni, hogy létezik k, hogy P*) = @, mert az iires
poliéderbdl a Farkas lemma lemma) szerint a 0z < —1 GC-levezethets. A P poliéder
dimenzidja szerinti indukciéval bizonyitunk; 0 dimenziéra igaz az allitds. Legyen w egész
vektor, és wz < t egy olyan egyenl6tlenség, amelyre P N {x : wz =t} a P egy valodi oldala.
Tegyiik fel indirekt, hogy P*) nem iires semmilyen k-ra. Ekkor létezik egy legkisebb 3 egész
szam, hogy wz < f GC-levezethets; legyen k olyan, hogy P C {z : wx < B}. Legyen
F = P® N {z : wer = }; tudjuk, hogy ez nemiires oldala P*)-nak, hiszen ha iires lenne,
akkor P*+1) C {z : wax < B — 1} teljesiilne. Masrészt tudjuk, hogy dim(F) < dim(P),
hiszen P N {z : wz = t} valodi oldala P-nek. Indukci6 szerint létezik £, hogy F() = (). A
lemma alapjan ekkor P*+9 N {z : wx = B} = 0. De ekkor PF+HD) C (o wx < -1},
ellentmondésban 3 valasztéséaval.

A tétel bizonyitasa. Tegyiik fel indirekt, hogy wx < ¢ nem levezethets. Ekkor
létezik egy legkisebb (B egész szam, hogy wx < [ GC-levezethetd; legyen k olyan, hogy
P®) C {z :wz < B}. Legyen F = P% N {z : we = B}; tudjuk, hogy ez nemiires oldala
P®)_nak, hiszen ha iires lenne, akkor P++1) C {z:wx < [ — 1} teljesiilne.

Mivel 8 > t, F-nek nincs egész pontja, és igy a tétel szerint szerint létezik ¢, hogy
FO =¢. A lemma alapjan ekkor P9 N {z : wz = } = 0. De ekkor P*++1) C {4
wz < — 1}, ellentmondasban (3 valasztasaval. O
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3.4. Vagasok binaris feladatokra

3.4.1. Fedési vagasok

A fedési vagasokat a hatizsak-feladatra vezetjiik be, de barmilyen binéris feladatra hasznal-
hatok, ahol szerepel olyan egyenlStlenség, mint a hatizsdk-feladatban. Tekintsiik a feladat

P:{xeR":Ongl,Zajxjgb},
j=1

ahol a; és b pozitiv egészek, és feltessziik, hogy b > a1 > ag > --- > a,. Jeldlés: [n] =

{1,...,n}.

3.11. definicié. Egy C' C [n] halmaz figgd, ha > .~ a; > b. Jelolés:

jeC
C=CuU{ken]\C:a,>a;VjeC}.
3.12. allitas. A kévetkezd eqy Gomory-Chvatal vdgds:
d a<|ol -1
jeC

Bizonyitas. Konnyt latni, hogy az LP relaxéci6 minden megoldasa teljesitia ) ;s z; < |C|
szigort egyenlGtlenséget. Igy létezik € > 0, hogy az LP relaxécié minden megoldasa teljesiti
a Y icotj < |C| — € egyenlStlenséget. O

3.13. definicidé. A fenti tipusi vagast fedési vagasnak (cover inequality) nevezziik. Fedési
vagast nem csak hatizsak-feladatnal irhatunk fel, hanem minden olyan feladatnal, ahol az
egyenlGtlenségek kozott szerepel csupa pozitiv egyilitthatos egyenlGtlenség.

Azt akarjuk megvizsgalni, hogy milyen feltételekkel lesznek ezek a véagésok lapjai a P
poliédernek. Tudjuk, hogy Pr n-dimenziés poliéder, hiszen 0 és az egységvektorok benne
vannak. Tehat egy wx < t vagas pontosan akkor definial lapot, ha n darab affin fiiggetlen
Pr-beli vektor egyenlGséggel teljesiti.

Legyen C' egy tartalmazasra minimalis fiiggetlen halmaz, és a két legkisebb elemét jelolje
J1 < Ja.

3.14. lemma. Tegyiik fel hogy a kovetkezd két feltétel teljesiil:

jeC\C = C\ {j1,j2} U{j} fiiggetlen, (3.2)
j €\ C=C\{j1}U{j} figgetlen.

Ekkor a Eje@ xj < |C| — 1 egyenldtlenség a Py poliéder lapjdt definidlja.
Bizonyitas. A kovetkezd vektorok affin fliggetlenek a feltételek teljesiilése esetén:
* Xy J €0,
* XC\giuti)s 4 € ONC,
* Xe\tajup) J € ]\ C-

A feltételek szerint ezek Pr-ben vannak. O
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3.4.2. Klikk-vagasok

Binéris feladatnal literalnak neveziink egy valtozot vagy a negéltjat. Két literal tiltott part
alkot, ha van olyan egyenl&tlenség a rendszerben, ami miatt nem lehet mindketts igaz. Példa-
ul 3z1 —2x9+x3 < 2 esetén x1 és —xo tiltott part alkot. Tekintsiik azt a grafot, aminek csiicsai
a literalok, élei pedig a tiltott parok. Ha K ennek a grafnak egy tartalmazésra maximaélis

klikkje, akkor a
Z i + Z (1—z) <1
z, €K -z, €K
érvényes vagast klikk-vagasnak nevezziik.
Megjegyezziik, hogy a fedési vagasokkal szemben a klikk-vigasok nem feltétleniil elséfaja
Gomory-Chvatal vagasok.

3.5. A diszjunktiv elv

Adott Pi, P> C R’ konvex halmazok, valamint clx > ¢} érvényes egyenl6tlenség a P; halmazra,
i=1,2. [AzazVZ € P; : ¢'T > ¢, i = 1,2.] Definialjuk a kovetkezs egyenlStlenséget: cx > d,
ahol
o 12y . 12
cj = max{c;,cj}t, j=1,...,n, co=min{cy, gy}

3.15. allitas. cx > ¢y érvényes a conv(P; U Py) halmazra.

Biz Legyen 7 € P; U P,. Ekkor z € P; valamely i € {1,2}-re. Tehat c'z > 06, mivel 'z > cé
érvényes egyenlStlenség a P; halmazra. Tovabbéa ¢z > ¢!z, mivel Z € P; C R, és ¢ > .
Viégiil ¢ > cp miatt kapjuk, hogy ¢z > cp.

Ha z € conv(P U P) \ (P U R,), akkor # = Az + (1 — \)Z2 valamely 0 < A < 1 valos
szamra, és ' € P;, i = 1,2, vektorokra. Ekkor

cZ = c(Az' + (1 = N7?) > A'zt + (1 = N)e?z? > Aed + (1 = N)eg > «o.

O
A cx > ¢y egyenlStlenséget diszjunktiv egyenldtlenségnek hivjuk. Az elnevezés eredete az,
hogy minden olyan vektor teljesiti, ami két konvex halmaz uni6jaba esik.

3.6. Gomory egészértékii vagas

Tekintsiik a kovetkez6 egészértékd programozési feladatot.

max cx (3.4)
Az =b
x>0,
T egész. (3.5)

Amennyiben nem kotjik ki —ot, akkor a feladat linedris programozdsi relaxdltjdrol beszé-
liink.

Tegyiik fel, hogy a megoldott linearis porgramozasi relaxélt egy optimélis bazismegoldésa
x*, és jelolje N a bazisban nem szerepl§ véltozok indexhalmazat. Konnyen lathato, hogy

ekkor
Sz
ieEN
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érvényes vagas, azaz minden egész megoldas teljesiti. Viszont x* nem. Algoritmikus szem-
pontbol azonban ez a vagas nem tul jo, ezért Gomory egy mésfajta érvényes vagast vezetett
be, aminek segitségével véges algoritmust is adott, lasd a Fejezetet.

A Gomory-féle érvényes vagashoz a kovetkezGképpen jutunk. Legyen a linearis programo-
zasi relaxalt egy optimélis bazismegoldasat mutato egyenletrendszer a kovetkezd:

rp + B_IANZ'N = B~ .

Ennek a felirdsnak az egyiitthatoira hasznaljuk a megszokott jeloléseket: d;; = (B™1A4;);
és dio := (B7'b);. Legyen t a legkisebb olyan index, hogy az optimalis bazismegoldasban a
t-edik valtoz6 nem egész érték. Ekkor a hozza tartozo egyenlet:

T + Z dtjl'j = dyp. (3.6)
JEN

Ebbdl kévetkezik, hogy

Ty + Z ldejlay < ap+ Z dijr; = dyo,
jeN jEN

mivel z; > 0 teljesiil minden j-re. Ebbdl az kovetkezik az egészértéki x; megoldasokra, hogy

2o+ Y |di]w < |dio). (3.7)

JEN

Ezt az egyenlGtlenséget tehat a feladatunk minden egész megoldasa teljesiti, de a linearis
programozési relaxalt aktualis optimalis megoldésa nem. Ugyanis a bazismegoldasban x; =
dio és x; = 0 miden j € IV indexre, tehat a balodal értéke dyo, ami nagyobb, mint a jobboldal,
hiszen dy nem egész a feltevésiink szerint. A egyenlGtlenségbdl levolna a regyenletet
a kovetkez6 ekvialensen egyenlStlenséget kapjuk:

Z{dtj}iﬁj > {di}, (3.8)

JEN

ahol {r} =r — |r]. Utobbi egyenlStlenséget Gomory-vigdsnak nevezzik.

3.7. Gomory-féle vegyes vagas

Vegyes programozasi feladatnal a fentiekben szerepld vagasok nem hasznalhatok, mert nem

feltétleniil érvényesek. Az aldbbiakban bemutatunk egy szintén Gomory nevéhez fliz6dd,

kicsit bonyolultabb vagést, ami a vegyes esetre is miikddik. Az érvényességet kétféle modon

is igazoljuk, az els§ Gomory eredeti levezetésén alapul, a masodik pedig a diszjunktiv elven.
Tekinstsiik a kovetkezd vegyes programozasi feladatot:

max cx

Az =b
x>0

r; €4, 1€l

ahol I az egészértékd valtozok indexhalmaza, és J a tobbi valtozdé, tehat amikre nincs egész-
értékiiségi megkotés.
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3.7.1. Els6 levezetés

Ahogy az el6z6 fejezetben, nézziink egy x* optimaélis bazismegoldast. Legyen t € I a legkisebb
olyan I-beli index, hogy =z} ¢ Z. Ekkor a hozzé tartozo egyenlet:

Tt + Z dt]‘l‘j = dtO‘
JEN
Vezessiik be az f; = dij — |dyj] jelolést (j € N N1 illetve j = 0).

3.16. tétel. A vegyes programozdsi feladat minden megolddsa teljesiti a kovetkezd egyenldt-
lenséget:

J; -4 d; —dy;
I R SRS RV FE

JENNL,f;<fo JENNLf;>fo FENNJ,d:;>0 JENNJ,dy ;<0

Bizonyitas. Legyen = egy tetszéleges megoldésa a vegyes programozasi feladatnak. Defini-
aljuk az o szdmot a kovetkezSképpen:

o=+ Z [dij|xj + Z [dij]z;.
JENNI,f;<fo JENNIL,f;>fo

Mivel z I-be tartozé koordinatai egészek, a egész szam. Az xy+
kovetkezik, hogy

Z fjl’j + Z (fj - 1)1']' + Z dtjl‘j + Z dtjibj = dy — .

JENNI,f;<fo JENNL ;> fo FENNJ,d:;>0 JENNJ,di; <0

jEN dijz; = dio egyenletbdl

Két esetet kiilonboztetiink meg aszerint, hogy « és dyy hogy viszonyul egyméshoz.
Els6 eset: a < |dy|. Ekkor egyrészt nyilvanvaloan

o (fi-Dzi+ ) dya <0,

jENﬂI,fj>f0 jENﬂJ,dtj<0

masrészt
Z fizj + Z dijr; > dio — a0 > dyo — |dio] = fo.
JENNL, fi<fo JENNJ,d:;>0

Ebbdl a kett6bsl méar kovetkezik a tételbeli egyenlGtlenség, az els6t ﬁ, a masodikat flio

szorzoval Gsszeadva.
Masodik eset: o > [dyy|. Ekkor egyrészt nyilvanval6an

Z fjl’j + Z dtjxj Z 0,

jGNﬂI,ijfo jENﬁJ,dthO
masrészt
Z (fj = Dzj + Z dijxy < dy — o < dyo — [dio] = fo — 1.
JENNIL, f;> fo JENNJ,di;<0

Ebbdl a kettébsl mér kovetkezik a tételbeli egyenlétlenség, az elsét f—lo, a masodikat ﬁ
szorzoval Osszeadva.

Konnyt ellendrizni, hogy maga az x* vektor nem teljesiti a tételbeli egyenlGtlenséget, hiszen
J € N esetén x}k = 0. Igy az egyenlStlenség hasznalhato a vagosikos eljarasban. Megjegyzendd,
hogy egészértéki feladat esetén ez a vigas nem feltétleniil a Gomory-féle egészértéki vagast
adja vissza.
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3.7.2. Masodik levezetés

A maésodik levezetés a diszjunktiv elvet hasznélja. El6szor egy gyengébb egyenlStlenséget
vezetiink le a modszer bemutatasa érdekében, majd pedig 0j bizonyitast adunk a Gomory
vegyes vagas érvényességének igazolasara.

3.17. lemma. Legyen fo = djo — |dio]. Az (@) egyenldtlenséget az egészértékd program
minden megengedett megolddsa teljesiti, de a B bdzishoz tartozd bdzismegoldds nem.

> C}ﬁ > _dl}o P> 1 (3.9)

JEN:d;; >0 JEN:d;;<0

Biz Definialjunk két konvex halmazt:

P={zeR" : Az =b,2>0,z; < |di, ]}

Po={xeR" : Az =b,2>0,z; > [d;, |}
Tetszéleges & megengedett megoldasara az egészértékd programnak teljesiil, hogy & € P U P».
Most levezetiink egy-egy érvényes egyenlGtlenséget a P, és P, halmazokra. Nézziik Pi-et:
mivel z; < |d;, | miden & € P; vektorra, a szimplex tabla z; valtozohoz tartozé sorat hasznalva
kapjuk, hogy x; < |d;o| akkor és csak akkor, ha d;jp — Zje N dijz; < |dio]. Atrendezéssel
kapjuk a

Z dijzj > dio — |dio] = fo

JEN
egyenlGtlenséget, ami érvényes Pi-re. Tovabb alakitva kapjuk az ezzel ekvivalens
Z 73:] > (3.10)
JEN

egyenlGtlenséget. Hasonloan levezethetjiik a

> —dyj x> 1 (3.11)

jENl_fO

érvényes egyenldtlenséget Pr-re. Alkalmazva az Propoziciot a (3.10) és (3.11) egyenlst-
lenségekre (a feltételei teljesiilnek!) kapjuk az

d;
Zmax{ 7 1_}0} >

JEN

egyenlGtlenséget, ami érvényes conv(Py U Py)-re. Vegyiik észre, hogy a;; elGjele hatarozza meg

a maximumot, azaz
max{d” — } B { f—fdz ha d;j > 0
fo’1=fo = hady <0

Ezt behelyettesitve (3.9)-et kapjuk.
Végiil vegylik észre, hogy a B bézishoz tartozo «* bazismegoldasban zj = 0 minden j € N
indexre, ezért ( . levagja a bazismegoldast. O
Most ratériink a Gomory vegyes vagas levezetésére. Az alapotlet az, hogy ligyesen vélasszuk
meg a diszjunkciot.
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Legyen m € ZY olyan vektor, amit a nem-bazis oszlopok indexelnek, és m; = 0, ha
JEN\(NNI), és m; egy kés6bb megvalasztando6 egész szam, ha j € N NI. Calunk a nem-
bazis egész valtozok egylitthatdéinak csokkentése, az m; értéekek alkalmas megvéilasztasaval.
Tekintsik az x; + man < |dij| és x; + man > [d;;| egyenlStlenségeket. Definalunk két
konvex halmazt:

Pi(m)={xeR" : Az =b,2>0,z; + mzn < |d;,]}
Py(m)={z € R" : Az =0b,x > 0,x; + may > [di, |}

A Pi(m) és Po(m) halmazok fiiggenek m valasztasatol, de azt feltessziik, hogy m egész vektor,
és mj # 0 csak akkor, ha j € NN1.

3.18. allitas. Minden T megengedett megolddsdra a vegyes egészértéki programmnak teljestil,
hogy & € Pi(m) U Py(m).

A bizonyitast az olvaséra bizzuk.
Legyen Ny = N NI a nem-bazis egész valtozok indexhalmaza, Ny = N \ Ny a nem-béazis
folytonos valtozok indexhalmaza.

3.19. lemma. Legyen fo = dio — |dio], és fj = dij — |dij], j € N. A egyenldtlensé-
get az egészértékid program minden megengedett megolddsa teljesiti, de a B bdzishoz tartozo
bdzismegoldds nem.

. 1— f. d: —d.s
> ;J:pj + Y — :;;] i+ > %xj + Y - _’Ji z; > 1. (3.12)
JENI:fi<fo JENT:fi>fo 0 JEN:d;;>0 JEN :d;;<0 0

Biz Az (3.9) diszjunktiv vagas levezetése soran megmutattuk, hogy (3.10) és (3.11]) érvényes
egyenlGtlenségek a P és P> halmazokra. A levezetés lépéseit kovetve kapjuk, hogy

dz — -
PP R P (3.13)
JEN fo

Z —(dij — mj>$j >1 (3.14)

érvényes egyenl6tlenségek a Py(m) és Py(m) halmazokra. Csak a j € Ny indexii valtozokkal
foglalkozunk, mivel m; = 0 ha j € N;. Hogyan valasszuk meg m; értékét, hogy z; (j € Ny)
egyiitthatdja a legkisebb legyen? x; egyiitthatoja a diszjunktiv vigasban:

{dij —m; —(dij — mj)}
fo 7 1= '

Legyen m; := |dj;|, ha f; < fo, illetve m; := [d;;], ha f; > fo. Ezen valasztas mellet z;
egyiitthatoja a diszjunktiv vagasban:

max{fj /i }:fj ha f; < fo.

fo'l—fo Jfo
IR U e R
max{ jfo ’ 1j—f0 }_ 1—f(]) ha f; > fo.

Ezeket a kifejezéseket felhasznédlva kapjuk a (3.12)) vagast. Vegyiik észre, ha m; értékét a
fentinél kisebbnek, vagy nagyobbnak valasztanank, azzal az egyiitthatok csak novekednének.
A bizonyitéas héatralevs része ugyanaz, mint a [3.17} lemmaé. O
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3.8. Dominancia

Azt mondjuk, hogy az ax > ag vagas domindlja a Bx > [y vagast, ha a; < [; minden
je{l,...,n}-re, és ag > Bo.

3.20. allitas. A Gomory vegyes egészértékd vdgds domindlja az (@) diszjunktiv vdgdst.

A bizonyitast az olvasora bizzuk.
A dominancia fogalom haszna a kovetkezd.

3.21. lemma. Ha ax > aq és Bx > By érvényes eqgyenldtlenségek Pr-re, és ax > ag domindlja
Bx > By egyenldtlenséget, akkor

Pn{z : ax>ap} CPN{z : Bz > by}
Biz Legyen £ € PN{x : ax > «ap}, ekkor
BT > ax > ag > o,
ahol az els6 és harmadik egyenlStlenség a dominancidbdl, és T > 0-bol kovetkezik, a masodik
pedig x vélasztasabol. O

Geometriailag a lemma azt jelenti, hogy ax > aq legalabb annyit vag le a P poliéderbdl,
mint Sx > By.

3.9. Metszet vagasok

Legyen K C R™ konvex poliéder (amely raadasul valodi részhalmaza R™-nek). A K poliéder
belseje, amit int(K)-val jeloliink, azoknak a pontoknak a halmaza, amelyek K-hoz tartozank,
de nem K lapjain vannak.

Legyen B egy megengedett bazisa az LP relaxacidonak, x; egész valtozo, amely tort érté-
ket vesz fel a béazismegoldasban, azaz i € B N1, és d;o nem egész. A B bézishoz tartozo

: I d C . .
bézismegoldéas z* = < B ) = < 0 ) Tekintsiik a B bazishoz tartozé szimplex tablat:

TN 0,

rp + Z djxj = dp.
JEN
A Ppg bdzispoliéder:
PB = {.7) eR"™ : rB + Zdjxj = d(],JTN > 0}.
JEN
Vegyiik észre, hogy = p komponensei lehetnek negativak is, de zy > 0 minden x € Pp vektorra,

és ez az egy kiilonbség P és Pp kozott, azaz

3.22. allitas. P C Pp.

Biz ¥ € P akkor és csak akkor, ha & > 0, és ATz = b, akkor és csak akkor, ha z > 0,
és (Ap) 1Az = (Ap)~'b, vagy ekvivalensen, Tp + > jendjT; = do. Tehat az xp > 0
elhagyasaval P-nél b6vebb poliédert kapunk. O

Tegyiik fel, hogy A matrixnak m sora van, és hogy a rangja is m. Megmutatjuk, hogy
Pp C R™ egy n — m dimenzids poliéder kiip. Mivel Pg poliédert n egyenl6tlenség irja le,
amelyek kozott m egyenlet van, azt kapjuk, hogy Pp dimenzibja legfeljebb n — m. Legyen

rk:<_dk>, ke N
ek
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ahol e, € RN egységvektor, amelyet a nem-bézis valtozokkak indexeliink, és e, vektor k
index® koordinataja 1, a tobbi 0.

3.23. allitas. A Pg poliédernek n—m darab 1-dimenzids oldala van, amelyeket az r* vektorok
generdlnak. A Pg 1-dimenzids oldalai:

Rk:{xeR” : <iB>:<(é0>+)\rk,)\20}, ke N.
N

Biz A Pp 1-diemenzits oldalait ugy kapjuk, hogy egy kivételével minden definial6 egyenlétlen-
séget egyenlGségre valtoztatunk. Tehat legyen Ly = {x € Pgp : x; = 0 minden j € N \ {k}}
egy 1-dimenziés oldal.

Megmutatjuk, hogy Ly = Ri. El6szor megmutatjuk, hogy Ry C Pp. Legyen & € Ry, azaz

van olyan A > 0, melyre
TIp \ _ [ do —d},
()= () () (3.15)

Helyettesitsiik be Z-et a Pp-t definialo egyenletekbe:
T+ Z dj{f‘j = (do + )\(—dk)) + Z dj -0+ Ady, = dy,
JEN JEN\{k}
ahol az els6 egyenlet az (3.15)) definiciobol kovetkezik, a mésodik pedig trivialis. Mivel Zny > 0,
T € Pp teljesiil. Vegyiik észre, hogy minden z € Ry, vektorra z; = 0, ha j € N \ {k}. Tehat
Ry C L.
Mésrészt L C Ry, konnyen ellenérizhetd, és az allitas kovetkezik a fentiekbdl. ]

Az Ry, k € N, halmazokat a bdzismegolddsbdl kiinduld sugaraknak nevezziik.

3.24. allitas.

Pgp=¢zcR" : I\; >0,5 € N, melyre z = < Céo > +er)\j
JEN
Biz A Allitas szerint az egyenldség jobb oldalan definialt halmaz része Pg-nek. Tekint-

stink tetszéleges * € Pp pontot. Ekkor Tp + Zje N djT; = do teljesiil, és ebbdl kovetkezik,
hogy Zp = dy — ZjeN d;Z;. Legyen \; = Z; minden j € N indexre. Ekkor a jobboldali

halmaz tartalmazza a
do = > jen diTj
TN
pontot, ami éppen Z. ]

3.25. definicié. Adott P C R™ konvex poliéder, és I C {1,...,n} indexhalmaz. Ekkor
Z(P,I) azon P beli x pontok halmaza, amelyekre z; € Z teljesiil minden j € I indexre.
Tovabba Pr :=conv(Z(P,1)).

3.26. definicié. Legyen K konvex halmaz, amely a belsejében tartalmazza a B bazishoz tarto-
z6 x* bazismegoldast, de K belseje az egészértékl program egyetlen megengedett megoldéasét
sem tartalmazza, azaz int(K) N Z(P,I) = (. Legyen Ay > 0, k € N, az a szam, mely-
re ¥ + M\pr® a K poliéder hataran van, feltéve, hogy Rj, halmaznak van kozos pontja a K
hataraval, kiillonben Ap = co. Legyen ay = 1/A;. ap =0, ha A\y = c0. A

Z Oéj.Tj Z 1 (316)

JEN

egyenlGtlenséget metszet vagdsnak nevezziik.
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Széamljuk ki a metszet vagast egy specidlisan vélasztott konvex halmaz esetén. Legyen
K ={x € R" |dj]| < z; < [dio]}. Ekkor K konvex poliéder, és a belsejében tartalmazza
az x* bazismegoldést, hiszen d;gp nem egész a kiindulo feltételiink szerint. Tovabba K nem
tartalmaz egyetlen megengedett egész megoldast a belsejében, legfeljebb a hatarold lapjain.

Hatérozzuk meg a \; értékeket:

e Ha d;;. = 0, akkor A\, = oo.

e Ha d;;, > 0, akkor a z* + Ar¥, X\ > 0, félegyenes metszi K hatarat, és \; kielégiti az
dio + M\ (—dix) = |dio] egyenletet, azaz N\, = dio—ldw] g,

dik

e Ha d;;, < 0, akkor a z* + \rf, A > 0, félegye(ne}s metszi K hatarat, és A\ kielégiti az
_ Idiol—dio

dio + M\e(—dix) = [dig] egyenletet, azaz A e > 0.
Legen NT = {j € N : )\j < oo}. Legyen oy = 1/\; minden k € Nt-re, és a;, = 0, ha
ke N\NT.

3.27. lemma. A K halmaz fenti vdlasztdsa mellett a ZjeN ajx; > 1 metszet vagds érvényes
a Pr poliéderre.

Biz Irjuk ki részletesen a kapott metszett vagast:

dij —dyj
D e TR D DR S
JEN & d;ij20 i — LdZOJ JEN : d;i;<0 ’—dz(ﬂ — dio

Vegyiik észre, hogy az egyenlGtlenség ugyanaz, mint az (3.9)) diszjunktiv vagas. O

A fenti bizonyitéas azt is igazolja egyben, hogy az egyszeri diszjunktiv vigas egy specialis
metszet vagas.

Most nézziik az altaldnos esetet.

3.28. lemma. Legyen K konvexr halmaz, amire teljesil, hogy (i) belsejében tartalmazza az
aktudlis bazismegolddst, és (ii) a belseje nem tarlmazza a vegyes-egészértékid program egyetlen
megengedett megolddsdt sem. Ekkor a metszet vagds érvényes Pr-re.

Biz Megmutatjuk, hogy tetszoleges 2’ € P vektorra, ha 37, v aja} < 1 teljesiil, akkor
z' € int(K). Mivel int(K) N Z(P,I) =0 a K valasztasa szerint, ezért 2’ ¢ Z(P,I).

Legyen o' € P olyan, hogy > ..y ajz} < 1. Ekkor léteznek egyértelmiien 6; > 0, j € N,

- : d
egyiitthatok, amelyekre 2/ = z* + Z]EN 0;r7, mivel z* = ( i*B ) = ( 00 >, P C Pg, és az
N

rJ vektorok linearisan fliggetlenek. Ezt felhasznalva, és r’/ definici6ja alapjan kapjuk, hogy
.%'; = (5]', j € N.

Vegyiik észre, hogy x* +\jr’ ¢ int(K), a \; valasztasa miatt, de 2%+ Ar? € int(K) minden
0 < A< )\j-re. Tehat ha 8; > 0, j € NT, olyan egyiitthatok, amelyekre ZjeN+ Bj <1,
akkor z* + 3 .\t Bij(\jr) € int(K).

Kovetkezésképpen, ha .+ zi/Aj < 1, akkor B; = z}/); vilasztassal kapjuk, hogy
x* + ZjeNJr Bj(}\jrj) € int(K). Mivel Bj(A\jri) = (x;/)\j)()\jrj) = x;rj, kapjuk, hogy 2/ =
¥+ Y jen+ T € int(K).

Végiil vegyiik észre, hogy Zje]\H :L“;-/)\j < 1 ekvivalens az Z]EN ozjx;- < 1 egyenlGtlenség-
gel. O
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3.10. Szeparaci6 és optimalizalas

Ebben a fejezetben réviden ismertetjiik a Grotschel, Lovasz, Schrijver szerzéharmastol 1986-
bol szarmazo eredményt a szeparicié és optimalizalds ekvivalenciajarol. Hacsijan 1979-ben
kozzétette az ellipszoid-modszerként ismeretes polinomialis algoritmusat a lineéaris programo-
zési feladatra. Ennek a modszernek a kovetkezménye Grotschel et al. tétele, amelynek elméleti
jelentGsége bizonyos problémék polinomiélis megoldhatésaganak poliéderes eszkozokkel vald
bizonyitasa.

Tekintsiik a kovetkezd feladatot. Adott egy G = (V, E) graf, két kitiintetett s és ¢ pontja,
és az élein egy nemnegativ c sulyfiiggvény. Keressiikk meg a minimalis stlya s-t-vagast, azaz
azt az élhalmazt, amelynek a grafbol valo torlésével s és t kiilonb6z6 komponensekbe keriil.

Ezen feladat lp-relaxaltja a kovetkezd.

min E CeTe

ecE

oz > 1 VKeK
eeK
0<z, < 1 Veek

ahol IC az Gsszes s-bdl t-be vezetd it halmaza. Konnyen lathato, hogy a 0-1-megoldasok éppen
az s-t-vagasok, és az is vilagos Ford és Fulkerson maximalis folyamokra vonatkozo6 tételébdl,
hogy a fenti poliéder minden csiicsa egész.

Igaz ugyan, hogy az ellipszoid-moddszer polinomidében megoldana a fenti feladatot, csak-
hogy a grafhoz képest a feladat mérete exponencialis, tekintve, hogy rengeteg s-bdl t-be vezetd
at létezhet. Am ha adott egy 0 < z* < 1 vektor, akkor annak ellenérzése a feltételek nagy
szamat tekintve is gyorsan megy, hogy teljesiti-e az Osszeset. Nevezetesen az z nemnegativ
élstulyok mellett csak azt kell ellenérizniink, hogy a legrévidebb s-bél ¢-be vezetd it hosszabb-e
1-nél. ha igen, akkor minden feltételt teljesit x*, ha pedig nem akkor a keziinkben van egy
feltétel, azaz egy (legrévidebb) ut, amelyhez tartozo feltételt megsérti x*.

Ennek fényében nagyon érdekes lesz a megfelelGen értelmezett poliéderosztilyokon a sze-
parécio és optimalizalas ekvivalenciajat kimondé igen mély tétel, amit itt nem bizonyitunk.

Altalanosan a szepardcids probléma a kovetkezd. Amennyiben adott a P C R™ korlatos
racionalis poliéder és egy racionélis v € R™, akkor dontsiik el, hogy a v pont benne van-e
P-ben, ha pedig nem, akkor adjunk meg egy racionélis ¢ € R" vektort, amelyre cx < cv
teljestil a P minden x pontjara.

Az optimalizdldsi probléma pedig igy fest. Adott a P C R"™ korlatos racionélis poliéder és
egy racionalis ¢ € R™ (célfiiggvény) vektor. Dontsiik el, hogy a P poliéder tires-e, és ha nem,
akkor adjunk meg egy x* € P pontot, melyre cx < cz* teljesiil a P minden x pontjara.

A fent emlitett tétel szerint ezen két feladat polinomialisan ekvivalens a megfelelGen értel-
mezett feladatosztalyokon. A feladatosztélyok korrekt értelmezése helyett példaként megem-
litjiik, hogy a grafok teljes parositasi poliéderét tekinthetjiik egy poliéder osztalynak, amin
tehat ekvivalens az optimalizalas és a szeparédlas. Mivel ismert az Edmondstél szarmazo6 mini-
maélis sulyu teljes parositasi algoritmus, az optimalizacié polinomialis. Grotschel et al. tétele
szerint tehat létezik polinomiélis algoritmus a szeparacios problémara is.

Mig Edmonds algoritmusa a hatvanas évek végérdl valo, az elsG teljes parositasi szeparald
algoritmust csak 1982-ben adta meg Padberg és Rao, amit altaldnosabb formaban megtalal-
hatunk a [I1.6] fejezetben. Mivel ez egy igen egyszeri algoritmus, megtorténhetett volna, hogy
elGszor ez sziiletik meg, és csak utana az optimalizicidés probléméra vonatkoz6 polinomiélis
algoritmus, amelynek tehat a Grotschel et al. tétel szerint léteznie kell.

34



Ezen alfejezetben tinnepelt tételnek azonban egyelére csak elvi jelentGsége van, algoritmi-
kus szempontbél még nem sikeriilt hasznot htizni belSle. Elvi jelent&sége szerint ha sikeriil
egy probléméanak olyan poliéderes leirasat adni, amely segitségével a szeparacios feladatot
polinomidében meg tudjuk oldani, akkor joggal varhatjuk, hogy egy direkt kombinatorikai
jellegii optimalizalasis algoritmus is kidolgozasra keriil. Igy tortént ez példanak okaért az
tugynevezett utparositasi feladattal.

3.11. Csoport-feladat

A csoport-feladat az egészértékii programozasi feladat egy olyan relaxacidja, ahol nem az
egészértékiiségbdl engediink, hanem bizonyos feltételeknél egyenlség helyett csak azonos ma-
radékosztalyba esést koveteliink. Innen jon a ,csoport-feladat” elnevezés — a maradékosztalyok
csoportjarol van szé.

Legyen az egészértékid programozasi feladatunk max{cx : Ax = b,z € Z7 } alakban adva,
ahol A egy m X n-es egész matrix, b és ¢ pedig egész vektorok. Legyen K egy k rangt m X k-as
egész matrix, és f € R¥. A csoport-feladat a kovetkezs egészértéki optimalizalasi feladat:

2k (b) = max cx — A
Arx — KA =b
r el
ezt

c sz

Hogyan valasszuk meg a 8 vektort? Az eredeti feladat LP-relaxaciojanak duélisa min{yb :
yA > ¢,y € R™}. Feltessziik hogy ennek van optimélis megoldéasa: y*. Valasszuk a § = y*K
vektort. Igy a csoport-feladat a kovetkezs alakba irhato:

2k (b) = y*b+ max(c — y*A)x
z € Sk(b),

ahol
Sk(b) = {x € Z" : Az — K\ = b valamilyen \ € Z*-ra}.
Figyeljiik meg, hogy ¢ — y*A < 0 és y*b az LP-relaxacié optimuma, tehat itt a csoport-
feladat optimum-értéke legfeljebb az LP-relaxécié optimum-értéke.

A tovabbiakban az Sk (b) halmaz egy szebb reprezentacidjat akarjuk megadni. Ehhez a K
matrix Smith-féle normélalakjat hasznaljuk:

3.29. tétel. Ha K egy k rangii m x k-as egész mdtriz, akkor létezik R és C unimoduldris
egész mdtriz a kévetkezd tulajdonsdgokkal: R m x m-es, C k X k-as, és RKC = A, ahol a
A m x k-as mdtriznak csak a 6;; (i =1,...,k) elemei nemnulldk, ezek pozitiv egészek, és ;;
082t0ja di11,i+1-nek.

A A matrixra nézve méar értelmezhetGek a maradékosztalyok: egy d € Z™ vektorra

di mod 51‘71‘ ha i < k?,
d; egyébként.

oa(d); = {

Ennek segitségével mar megadhatjuk Sy (b) kanonikus alakjat.
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3.30. allitas.

Sk(b) ={z € Z} : > ¢a(Raj)z; = pa(Rb) mod A}.
j=1

Bizonyitas.
Sk(b) ={zr € Z" : Ax — K\ = b valamilyen \ € Z"-ra}
={z €Z? : RAx — RK\ = Rb valamilyen \ € Z"-ra}.
Mivel C unimodularis, C'\ pontosan akkor egész vektor ha A is az. Ezért

Sk(b) ={r € Z} : RAx — RKCX = Rb valamilyen \ € ZF-ra}
= {z € Z : RAx = Rb+ A valamilyen \ € Z*-ra}.

A fentiek alapjan a csoport-feladat a kovetkezd alakra hozhato:

> ¢a(Raj)z; = pa(Rb) mod A
reZl.

Tekintsiik most azt az esetet, amikor kK = m, azaz K egy m X m-es nem-szinguléris egész
matrix. Ekkor sszesen [[;"; d;; = |det(K)| maradékosztalyunk van. Mivel ¢; — y*a; < 0
minden j-re, a csoport-feladat itt megoldhaté minimalis koltségi ut keresési feladatként egy
| det(K)| cstcsszamu irdnyitott grafon.

3.12. Sarokpoliéderek és metszet vagasok

Az el6z6 fejezetben max{cx : Az = b,x € Z7 } alaku feladatot néztiink, és egy K matrix
segitségével irtuk fel a csoport-feladatot. Nézziik meg, hogy mi toérténik, ha K = B, ahol B
az LP-relaxacio optimalis bazisa! Feltessziik, hogy A és b egészek. Legyen y* a dualis feladat
egy optiméalis megoldasa; a csoportfeladat igy

max{cx —y*B\:x € Z, N Z", B™'Az — A= B 'b}.

Mivel a bazisvaltozok oszlopaira megszoritva B! A egységmatrix, és y* B = cp, ez ekvivalens
a kovetkezovel (N jeloli a bazisban nem szerepld valtozok indexhalmazét):

max{cx: Az =0, x € Z", x; > 0ha j e N}.

Tehét a csoportfeladatnak az a relaxacio felel meg, hogy a bazisvaltozokra elhagyjuk a nemne-
gativitasi feltételt. A tovabbiakban ennek a relaxacionak a megoldashalmazaval foglalkozunk.

Vezessiik be az A = B™'A, b= B7'b ¢s S = Sp(b) jeloléseket, legyen T a bazismegoldas,
és az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy B = {1,2,...,m}. Ezekkel

SZ{%GZ”i%izgi—Zaij.ﬁj (iEB), x]ZO(jEN)}
JEN
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3.31. definicié. A conv(S) halmazt a B bazishoz tartozod sarokpoliédernek nevezzik, és
corner(B)-vel jeloljik.

Ha S definiciojaban elhagyjuk az egészértékiiségi feltételt, a kovetkezs poliédert kapjuk:

PB)={z€R":2;=b;— Y ay=z; (i€ B), z; >0 (j € N)}.
JEN

3.32. allitas. A P(B) poliédernek egyetlen csicsa van: T, és n—m extrém irdnya: 7 (j € N)

ahol
—Qjj hai€ B
=41 hai=j
0 egqyébként.
Bizonyitas. Konnyen lathato. O

3.33. allitas. Ha aff(P(B)) tartalmaz egész pontot, akkor corner(B) n —m dimenzids.

Bizonyitas. Belatjuk, hogy corner(B) nemiires. Ebb&l mar kiovetkezik az allitas, hiszen
Meyer tétele tétel) miatt ekkor P(B) és corner(B) karakterisztikus kipja megegyezik.
Legyen = € aff(P(B)) NZ", és N~ = {j € N : z; < 0}. Ha N~ = (), akkor kész vagyunk.
Kiilonben legyen k olyan pozitiv egész szam, hogy ka;; € Z minden i € [m],j € N~ -ra.
Tekintsiik a kovetkezs ' vektort: 2% = x; ha j € N\ N7, 2% = z; — k|z;/k] haj € N7,
végil o} = b; — Y jen @ij7; ha i € B. Konny ellendrizni, hogy 2’ € corner(B). O

A tovabbiakban corner(B)-re érvényes vagasokat fogunk keresni. Ez azért hasznos, mert
ezek a vagasok nyilvanvaloan érvényesek az eredeti feladatra is, igy hasznalhatjuk Sket vago-
sikként. Jegyezziik meg, hogy ha b egész, akkor corner(B) = P(B), tehat ekkor nincsenek
nemtrivialis vagasok. Ezért mostantol feltessziik, hogy T nem egész, és 6t levalaszto vagast ke-
resiink. Raadasul mivel a bazisvaltozok kifejezhetdk a tébbi valtozo linearis kombinécidjaként,
elég olyan egyenl6tlenségeket nézni, amikben csak a nembazis-valtozok szerepelnek.

3.34. lemma. Ha corner(B) nemiires, akkor minden nemtrividlis vagds _;c n vjx; > 1 alakd,
aholy; >0 (j€N).

Bizonyitas. Tekintsiink egy Zje NYiT; = B vagast. Ha valamilyen [ — re v < 0, akkor
Zje N eré = 4 < 0, ellentmondéasban azzal, hogy r! végtelen iranya corner(B)-nek. Tehat
7 = 0 minden j € N-re, és persze 3 > 0 ha a vAgas nemtrivialis, tehat az altalanossag
megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy 5 = 1. O

Az alabbiakban Egon Balas modszerét ismertetjiik ilyen vagasok konstrualasara.

3.35. definicié. Egy C' C R" konvex zart halmaz rdcspontmentes, ha a belsejében nincs egész
vektor. Legyen C réacspontmentes konvex zart halmaz aminek T a belsejében van, és legyen

aj =sup{a:T+ar’ € C} (j € N).

Ekkor a C' altal meghatéarozott metszet vigds a » JEN 2—; > 1 vagas (itt o értéke lehet 400,
1_
ekkor o= = 0).

3.36. tétel (Balas). Tetszdleges C' racspontmentes konvex zart halmazra, aminek T a belsejé-
ben van, az dltala meghatdrozott metszet vagds érvényes corner(B)-re.
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Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy P(B)-nek az a része, ami nem teljesiti az egyenl6tlenséget,
C belsejében van. Ebbgl kovetkezik az allitas, hiszen C' belsejében nincs egész vektor.
Legyen Q = P(B)N{x € R”;Z]EN 2—? < 1} (azaz P(B)-nek az a része, aminem teljesiti
az egyenlGtlenséget) és legyen Q = P(B)N{x € R" : ZjeN z—J < 1}. A @ halmaz egy
) J
n — m dimenziés poliéder, aminek cstcsai T, T + a; 77 (azon j indexekre, amikre o véges),
extrém irégyai pedig 7/ (azon j indexekre, amikre a; végtelen). Mivel a ng N 2—; =1 lapon
az T + a1’ csticsok vannak, @ minden pontja kifejezheté mint az {Z + ar? (0 < a < o)}
félig nyilt szakaszok pontjainak konvex kombinacidja plusz az extrém iranyok nemnegativ
kombinacidja. Mivel ezek a félig nyilt szakaszok C' belsejében vannak, () is része C belsejének.
O

3.37. tétel. Minden, corner(B)-re érvényes vagds metszet vigds valamilyen C-re.

Bizonyitas. Legyen Zje N VT = 1 egy nemtrividlis vagas; ekkor a lemma szerint
v; > 0 minden j € N-re. Vegyiik P(B)-nek egy olyan Dz < d leirasat, ahol D egész matrix
és d egész vektor. Legyen

C={zeR":Dx<d+1, Z*ijjgl}.
JEN

Figyeljiik meg, hogy C-nek nincs egész vektor a belsejében, hiszen arra Dx < d teljesiilne, igy
P(B)-beli egész vektor lenne amire » | jen V% <1, ellentmondva a vigasunk érvényességének.

Tehat C egy racspontmentes konvex zéart halmaz, aminek T a belsejében van, és konnyi
ellendrizni, hogy az &altala adott metszet vagas pont » jen Vi%j = 1. O

A lényeges vagasok megtalalasahoz elég tartalmazasra maximalis rdcspontmentes konvex
zart halmazokat nézni. Ezek struktirajat Lovasz tétele irja le; csak a korlatos esetet bizonyit-
juk.

3.38. tétel (Lovasz). Ha C tartalmazdsra mazimdlis teljes dimenzids racspontmentes konvex
zdrt halmaz, akkor C = P + L, ahol P poliéder, L linedris altér, dim(P) + dim(L) = n, és C
minden lapjdnak relativ belsejében van egész pont. O

Bizonyitas. (Korlatos eset.) Feltessziik, hogy C része a B = {z € R" : | <z < u} téglanak.
Minden z € B N Z™ ponthoz létezik a, és b,, hogy a,x < b, Vo € C, de a,z > b,. A
P={xeR"NB:a,x <b, Vz € BNZ"} korlatos poliéder racspontmentes, és C C P, tehat
C=P.

Ha egy lapnak a relativ belsejében nem lenne egész pont, akkor a lapot meghatarozé egyen-
16tlenség jobboldalat kicsit megnovelve racspontmentes poliédert kapnank, ellentmondéasban
a maximalitassal. O

3.39. allitas. Ilyen C-nek legfeljebb 2™ lapja van.

Bizonyitas. Legyen 2z az F lap belsejében 16v6 egész pont. Ha 27-nél tébb lap lenne,
akkor a skatulya-elv szerint lenne két olyan lap (Fi, F3), hogy minden koordinataban 2f1
és 2 paritasa megegyezik. Ekkor viszont M is egész vektor, és C' belsejében van,
ellentmondésban a racspontmentességgel. O

2 dimenzidban ezek szerint legfeljebb 4 lap lehet. Tovabbi esetszétvélasztassal belathato,
hogy a tartalmazasra maximélis rdcspontmentes konvex zéart halmazok a kovetkezd kategori-
dkba sorolhatok:

o {(x1,29) :b < aijxy + asxre < b+ 1}, ahol ay,ag, b egészek, és (ai,az) = 1.
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e Haromszog, ezen beliil 3 tipus. Elsé tipus: minden csiics egész, minden oldal belsejében
1 egész pont. Masodik tipus: legalabb 1 tort cstcs; az erre illeszked§ oldalak belsejében 1
racspont, a harmadik oldal belsejében legalabb 2. Harmadik tipus: Osszesen 3 racspont
a haromszog hataran.

o Négyszog, minden oldal belsejében egyetlen racspont.

Megjegyezziik, hogy a fentiekhez hasonl6 tételeket lehet kimondani vegyes programoza-
si feladatokra is, és a modszer igazan ilyen feladatoknal hasznos. Belathaté, hogy minden
(ZP x R™P)-mentes maximalis konvex zart halmaz elgall, mint egy maximalis ZP-mentes po-
liéder és R™P direkt szorzata. Ezért a vagasokat annyi dimenzids racspontmentes poliéderek
hatarozzédk meg, ahany egész valtozo van.

3.13. Vagasok felemelése (lifting)

A B35 Lemméban lattuk, hogy ha a P racionalis poliéder egy F' oldalara van egy G-C
levezethets cx < d vagés, akkor P-re van olyan G-C-levezethets 'z < d' vagéas, amire
Fni{z :de <d} = Fn{z: cx < d}. Az alabbiakban azt a specidlis esetet nézziik,
amikor P C [0,1]", és F = {x € P : x1 = 0}. Azt vizsgaljuk, hogy egy F-re érvényes vagas
P-re val6 felemelése mikor hatarozza meg Pr egy lapjét.

Példaként tekintsiik egy G = (V, E) graf stabil halmaz poliéderét. Legyen P = {x € RV :
x>0, v, +x, <1V u € E}. Ekkor P; a stabil halmazok karakterisztikus vektorainak
konvex burka, ezt nevezziik stabil halmaz poliédernek. Konny latni, hogy P teljes dimenzids.

3.40. tétel (Padberg). Legyen C C V egy klikk. A )" o xy < 1 vdgds érvényes, és pontosan
akkor hatdrozza meqg lapjat Pr-nek, ha C tartalmazdsra nézve maximdlis klikk.

Bizonyitas. Ha C nem tartalmazasra nézve maximalis, akkor létezik C' D C klikk. A
Y vecr To < 1 vagas szigortan dominalja a ) .2, < 1 vagast, tehat utobbi nem lehet lap.

Ha C tartalmazasra nézve maximalis, akkor meg tudunk adni |V| darab Pr-beli affin fiig-
getlen vektort, ami az egyenlStlenséget egyenléséggel teljesiti:

o v e (C-re Xy,

e v ¢ C-re Xy}, ahol w egy olyan C-beli cstics, amire vw ¢ E (ilyen van, mert C
maximalis).

O

Ismert tétel, hogy Pr-nek pontosan akkor nincs mas lapja, ha G perfekt graf. Tegyiik fel
most, hogy G-ben van egy H paratlan lyuk, azaz egy 2k + 1 elemii feszitett kor, ahol & > 2.
Ekkor » .y *y < k érvényes vagis. Ha V = H, akkor persze ez lapja Pr-nek, hiszen van
2k+1 affin fiiggetlen megoldas ami egyenl@séggel teljesiti, mas esetben viszont nem feltétlentil.
Példaul ha V = H + z, és vz € E minden v € H-ra, akkor nem lap (az ilyen grafot nevezziik
wheel-nek, a vz élek a kiillsk). Ahhoz, hogy lapot csinaljunk belgle, meg kell vizsgalnunk, mi
az a maximalis o, amire

ax; + Z Ty, < k
veEH
érvényes vagas. Lathato, hogy a = k-ra még érvényes, de nagyobb a-ra mar nem, a {z}
egyelemii stabil halmaz miatt. Igy a

kx. + chv <k
veEH
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érvényes vagas, rdadasul lapja Pr-nek, mert a x, vektor is egyenldséggel teljesiti, és affin fig-
getlen az eddigi 2k + 1 vektorral. Ezt a vagast nevezziik a ) _px, <k vagas felemeltjének.
Altalanosan a kovetkezd tételek mondjak ki a felemelt vagas létezését. Legyen P C [0,1]"

raciondlis poliéder, P’ = PN {x : 2, =0}, é¢s P! = Pn{z:z, = 1}.
3.41. tétel (Wolsey). Tegyiik fel, hogy Z?:_ll cjzj < d érvényes PP-re, és k dimenzids oldalt
hatdroz meg. Tegyiik fel tovdbbd, hogy P} nem tres. Ekkor az o =d — max{z;”:_ll cjrj: T €
P} értékre az

n—1

Ly + Z cjr; <d

j=1

vdgds érvényes Pr-re, és k+ 1 dimenzids oldalt hatdroz meg.

Bizonyitas. Az érvényességet konnyt ellenérizni a definicioja alapjan. A dimenzié néveke-
dése abbdl adodik, hogy P}—ben is van vektor ami egyenl&séggel teljesiti. O

egjegyezzzik, ho a c 6s d egész, akkor « is egész lesz; ha pedi o cjx; < dérvényes
Megjegyezzziik, hogy ha c és d egész, akkor o is egész lesz; ha pedig Y7~} ¢ja; < d érvény
P}—re is, akkor o nemnegativ. A tétel kimondhato arra az esetre is, amikor PY és P! szerepét
felcseréljiik:

3.42. tétel (Wolsey). Tegyiik fel, hogy Z;L:_ll cjrj < d érvényes P}—re, és k dimenzids oldalt
hatdroz meg. Tegyiik fel tovdbbd, hogy PIO nem tres. Fkkor a 8 = —d—|—max{2?:_11 cjTj: T €
PO} értékre a

n—1
5mn+chxj <d+p8
j=1
vdgas érvényes Pr-re, és k + 1 dimenzios oldalt hatdroz meg.

Bizonyitas. Hasonléan az el6z6hoz. O

A fentiekbdl példaul kiovetkezik, hogy ha egy grafban van egy H péaratlan lyuk, és P a
stabil halmaz poli¢der, akkor a ) pz, < (|H| — 1)/2 egyenlGtlenséget lépésenként egy
csucsot hozzavéve fel tudjuk emelni Py lapjava. Megjegyzendd, hogy a kapott lap fiigghet a
cstcsok hozzavételének sorrendjétsl.

Egy masik fontos alkalmazés a fejezetben szerepls fedési vagasok felemelése. Tekint-
stink egy tetszbleges J tartalmazasra minimalis fiiggs halmazt, és a > jesTj < |J| — 1 alaka
fedési vagast. Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy J = {1,...,k}. Egyenként hatarozzuk
meg az g1, .-.,Ty valtozdk agi1,...,a, egylitthatoit, a kdvetkezGképpen:

k -1
ap=|J|—-1- max{ij + Z ajzj: (z,1,0,..,0) € Pr}.
j=1 j=k+1
A tétel utani megjegyzés értelmében minden a; nemnegativ egész szam. Mivel J tartal-
mazéasra minimalis fliggs halmaz, a végén kapott 2521 T+ 0 g gy < [J[—1 vagas lapot
hataroz meg a [3.41] tétel szerint. Els6 ranézésre ugy ttinhet, hogy oy meghatarozasa maga is
egy hatizsak-feladat. Azonban megmutatjuk, hogy valéjaban az «; értékék dinamikus prog-
ramozassal nagyon gyorsan kiszamolhatok. Adott | € {k+ 1,...,n} és s € {0,...,]|J| — 1}
értékekre legyen
! k -1

f(l,s) = min{z ajrj: v €{0,1}, =1, ij + Z ajr; = s}
j=1

j=1 j=k+1

-1 k -1
=at min{z ajzj: x € {0,117, Zx]‘ + Z ajr; = s}.

j=1 j=1 j=k+1
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Tetszoleges s-re f(k + 1,s) konnyen kiszamolhato, mert a legkonnyebb s darab targyat kell
venni. Ha adott [-re ismerjik f(l,s) értékét minden s-re, akkor oy igy kaphato meg:

ap=|J|—1—max{s: f(l,s) < b},
Az f(l+1,s) értékek pedig a kovetkezdk:

fU+1,8) = aipq + min{f(l,s) —ar, f(l,s — )}

3.14. Felemelés és vetités

A felemelés és vetités (lift and project) modszere binaris egészértékd programozasi felada-
toknal hasznalhaté megengedett vagasok keresésére. A modszer két fazisbol all: a felemelési
fazisban felirunk egy kvadratikus programozasi feladatot, ami erésebb az LP relaxaltnal, majd
ezt a kvadratikus feladatot linearizaljuk tjabb valtozok bevezetésével (tehat felemeljiik egy
magasabb dimenzios térbe, innen a név). A vetitési fazisban ezt a magasabb dimenzios poli-
édert levetitjiik az eredeti térbe.

Nézziik el6szor, hogyan kell vetiteni. Egy P = {(z,2) € R"*? : Az + Bz < b} poliéder
vetiilete az z valtozok terére Py, = {x € R" : 32 € RY: (z,2) € P}.

3.43. allitas. Legyen C = {y : yB = 0,y > 0}, és legyen E a C kip extrém irdnyainak
halmaza. Ekkor P, = {x € R": (yA)x < yb Vy € E}.

Bizonyitas. Legyen Q = {z € R": (yA)z <ybVy e E} = {x € R": (yA)x < yb Vy € C}.
Elészor belatjuk, hogy P, C Q. Ha x € P,, akkor létezik z, hogy (x,z) € P, és ekkor
y € E-re
(yA)z = (yA)z + (yB)z = y(Ax + Bz) < yb.

Most belatjuk, hogy @ C P,. Legyen z € @; a definicié szerint y(b — Az) > 0 minden y € C-
re, és ez a Farkas lemma értelmében azzal ekvivalens, hogy létezik z € R? amire Bz < b— Ax.
Azaz (z,z) € P, tehat z € P,. O

Az allitas értelmében P, leirdsdhoz a C kap extrém irdnyait kell ismerni; ez persze nem
mindig &all rendelkezésre, s6t akar exponencidlisan sok extrém irany is lehet. De bizonyos
szerencsés esetekben meg tudjuk hatarozni a vetiiletet.

A felemelés és vetités algoritmus egy kijelolt valtozot probal meg egészértékiivé tenni. Ké-
s6bb latni fogjuk, hogy egymas utéan tobbszor alkalmazva meg is oldja a binaris programozési
feladatot (persze nem polinom id6ben).
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Felemelés és vetités algoritmus

Feltessziik, hogy a feladatunk megengedett tartomanya F = {x € {0,1}" : Az < b},
A és begészek, és a0 < x < 1 egyenlGtlenségek benne vannak az Ax < b rendszerben.
Input: A,b,5 €{1,...,n}

Output: egy P; poliéder

e Vegyiik azt a kvadratikus rendszert, amit gy kapunk, hogy az Ax < b egyen-
16tlenségeit megszorozzuk x;-vel, illetve (1 — x;)-vel:

(Az)z; < bxj, (3.17)
(Az)(1 — ;) < b(1 — ). (3.18)

Figyeljiik meg, hogy az igy kapott egyenlStlenségek érvényesek F minden ele-
mére.

o (Lift) Vegytink fel minden ¢ € {1,...,n} \ {j}-re egy Gj y;; valtozot. A fenti
egyenl6tlenségekben helyettesitsiik x;x;-t y;;-vel, és helyettesitsiik x?—et xj-vel
(az utébbit az motivalja, hogy x; € {0,1} esetén tényleg z; = 2%). Legyen

J
L;(P) az igy kapott poliéder az (z,y) térben.

e (Project) Vetitsiik L;(P)-t vissza az x valtozok terére: Pj = (L;j(P)).

3.44. tétel. Legyen P = {x € R™ : Az < b}. Ekkor a Lift-and-Project algoritmussal kapott
poliéder:
P; =conv(PN{z e R":z; € {0,1}}).

Bizonyitas. A P; O conv(P N {z € R" : z; € {0,1}}) irdny bizonyitaséhoz legyen = €
Pn{z € R" : z; € {0,1}}, és legyen ©;; = z;7; (i # j). Mivel Z teljesiti a (3.1743.18))
egyenlGtlenségeket és z; = :Z"?, ezért (Z,y) € Lj(P), tehat = € P;.

A masik irany bizonyitdsat tobb esetre osztjuk. Az mindenesetre vilagos, hogy P; C P,
hiszen az egymasnak megfeleld - egyenlGtlenség-parokat Osszeadva azt kapjuk,
hogy Az < b érvényes tetszéleges (z,y) € L;(P)-re.

1. eset: PN{zx € R" : z; = 0} = (). Ekkor a Farkas Lemma kovetkeztében létezik y > 0,
amire yA = —e; és yb = —e valamilyen € > O-ra (itt e; a j-edik egységvektor). Mivel minden
z-Te, amire a egyenl6tlenségek teljesiilnek, teljesiil yAz(1 — z;) < yb(1 — z;) is,
igy az ilyen z-ekre —ejz(1 — ;) = 2;(1 — ;) < —e(1 — x;). A linearizalaskor ebbdl az lesz,
hogy 0 < —&(1 — z;), tehat ez egy érvényes egyenlStlenség L;(P)-re, de mivel z; < 1 benne
van a rendszerben, ezért x; = 1 is érvényes L;(P)-re, tehat Pj-re is.

2. eset: PN{z € R":z; =1} = (. Ez hasonléan bizonyithaté mint az el6z eset.

3. eset: PN{z e R":2; =0} #0Dés PN{x € R" : z; = 1} # 0. Azt latjuk be, hogy
minden conv(PN{z € R" : z; € {0,1}})-re érvényes ax < [ egyenlGtlenség Pj-re is érvényes.
Elgszor belatjuk, hogy ekkor létezik A < 0, hogy ax + Az; < 3 minden z € P-re. Val6ban,
x € P és xj = 0 esetén barmilyen A j6, tehat, kihasznalva hogy P-nek véges sok csticsa van,
kell lenni A-nak ami minden x € P-re jo.

Hasonloan: létezik v < 0, hogy ax + v(1 — ;) < S minden « € P-re. Itt x € P és az; =1
esetén barmilyen v j6, tehat, mivel P-nek véges sok cstcsa van, kell lenni v-nak ami minden
x € P-re jo.

Ezek szerint ha egy x kielégiti a egyenldtlenségeket, akkor (1 —x;)(az + Az;) <
(1 —2;)B és zj(ax +v(1 —z;)) < ;8. Ezeket Gsszeadva:

ar + (A +v)(z; — ZL'JQ) < B,
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Tehat az x; = x? atirassal ax < 8 érvényes L;(P)-re, tehat Pj-re is. O

Az algoritmust persze alkalmazhatjuk egymés utédn a kiilonb6z8 valtozokra, mondjuk
Ji,-..,J¢ sorrendben. Jeldlje P;, . j, az igy kapott poliédert.

3.45. tétel.
Pj  j,=conv(PN{z e R":z; € {0,1},i =1,...,t}).
Bizonyitas. A tételt ¢ szerinti indukcioval bizonyitjuk. A [3:44] Tétel szerint ¢ = 1 re az

allitas igaz, ugyhogy tegyiik fel hogy ¢t > 2. Legyen Q = {z : z;, € {0,1},i =1,...,t — 1}.
Ekkor

Pjy....j0 = (conv(P N Q));,
= conv(conv(P N Q) N{z: xz;, € {0,1}})
= conv((conv(PNQ)N{x:xz;, =0})U(conv(PNQ)N{x:x; =1}))
= conv(conv(PNQN{z:2; =0})Uconv(PNQN{x:z;, =1}))
=conv(PNQN{x:z;, =0} U(PNQN{z:z; =1}))
=conv(PN{z:z; € {0,1},i=1,...,t}).

Itt (3.20) a Tétel kovetkezménye; (3.22) onnan jon, hogy egy hipersikot be lehet vinni a
conv-on beliilre; (3.23)) pedig annak koszonhetd, hogy conv(conv(A)Uconv(B)) = conv(AUB).
O

A tételbdl kovetkezik, hogy a végeredmény szempontjabol mindegy milyen sorrendben csi-
naljuk a valtozokra a Lift-and-Project-et, és ha az 0sszes valtozora megcesinaljuk, akkor éppen
az egész pontok konvex burkat kapjuk. Persze ebbdl nem lesz polinomialis algoritmus, hiszen
a vetitést nem feltétleniil tudjuk polinom idében megcsinélni.

A fentinél erésebb modszert kapunk, ha egy lépésben nem csak egyetlen x; véltozora irjuk
fel az (Ax)z; < bxj és (Ax)(1—xz;) < b(1—x;) egyenlStlenségeket, hanem az Gsszes valtozora.
A fent bizonyitottak alapjan az igy kapott P! poliéderre teljesiil, hogy

P! C Nj—yconv(P N {r € R" : x; € {0,1}}).

Szemidefinit programozas segitségével még jobb vagasokat kaphatunk. Tudjuk, hogy az
(1,2)(1,2)T (n 4+ 1) x (n + 1)-es szimmetrikus matrix pozitiv definit. Ezért a lienarizalasnal
extra feltételként kothetjiik ki, hogy ha ebben a matrixban lecseréljiik z;x;-t y;j-re és x?—et
xj-re, akkor szemidefinit métrixot kapunk. Tehat a feladatunk egy LP lesz egy olyan extra
feltétellel, hogy a valtozdokbol alkotott matrix pozitiv szemidefinit; ez pedig egy szemidefi-
nit programozasi feladat, ami megoldhatd polinom idében. A modszer Lovasz és Schrijver
nevéhez fliz6dik, akik a kovetkezét is bizonyitottak:

3.46. tétel. Legyen St a fenti szemidefinit felemelés és vetités t-szer vald ismétlésével kapott
megolddshalmaz. Konstans t-re Sy-n polinom idében tudunk optimalizdlni.

3.15. Feladatok
3. feladat. Mekkora a Chvdtal-rangja a kévetkezd poliédernek?
P = conv{(1/2,1), (3/2,3), (5/2,1)}.

4. feladat. Legyen k egy pozitiv egész szam. Mutassuk meg, hogy az aldbbi poliéder Chvdtal-
rangja legaldbb k.
P := conv{(0,0), (1,0), (1/2,k)}.
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5. feladat. Bizonyitsuk be a[3.3 tételt egyponti poliéder esetére.
6. feladat. Mekkora a tortpdrositds poliéder Chvdtal-rangja?
7. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a[3.8 tétel tetszdleges korldtos poliéderre is kiterjeszthetd.

8. feladat. Legyen az Ax < b totdlisan dudlisan egészértékd rendszer, amelyre A egész mdtrix.
Bizonyitsuk be, hogy P! = {x : Ax < |b]}, ahol P" := {x : Ax < b}.

9. feladat. Az dsszefiiggé G = (V, E) grdfhoz definidljuk a kévetkezd P poliédert, ahol z € RV .
Ty+2,<1 V weE (3.25)

T, >0 V veV

Vildgos, hogy a G stabil ponthalmazai karaktarisztikus vektorainak a konvex burka (S(G))
benne van a fenti poliéderben, tovibbd Py = S(G). Adjuk meg a Gomory-Chvdtal-levezetését
a kovetkezd érvényes vdgasoknak.

(i) Legyen C CV a G egy pdratlan korének ponthalmaza.

z(C) < (IC] = 1)/2.

(ii) Legyen W C V a G eqy 5-kerekének ponthalmaza (5-keréknek nevezink egy grdfot, ha
egy 5 hosszu korbdl dll és egy hatodik pontbdl, amely az dssze tdbbivel dssze van kitve). Jeldlje
r az 5-kerék kézépontjdt (a mdsik 6t ponttal dszekitott pontot).

2z, + (W —r) < 2.
(iii) Legyen K CV a G egy teljes részgrafianak ponthalmaza.

z(K) <1.
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4. fejezet

Dinamikus programozas

A dinamikus programozas elnevezés a matematikai programozasban egy bizonyos fajta algorit-
musszervezési eljarast takar. Az altalanos definiciotol eltekintiink, ehelyett konkrét példakon
mutatunk be néhény dinamikus programozéasi algoritmust, amelyekbdl minden Olvaso képet
alkothat magéanak arrol, miben is all ezen elgondolés, és mikor is alkalmazhato. Az alabbi-
akban [6]-re tAmaszkodva bemutatunk négy-6t alapfeladatot és azok dinamikus programozasi
megoldasat. A dinamikus programozis nem maéas, mint a rekurziv megoldhatosag lehetGsége,
a rekurzi6é maga.

4.1. Legrovidebb utak

Adott egy iranyitott D = (V, A) graf, és minden iranyitott e élén egy c. nemnegativ koltség
(vagy hossz). Adott tovabba egy s kiinduléasi pont, és szeretnénk meghatéarozni s-bél az 6sszes
tobbi pontba vezets legrovidebb iranyitott utat.

Tegyiik fel, hogy a p pont rajta van az s-bél a t pontba vezet§ legrovidebb tton, amely
utat jeloljiink P-vel.

4.1. megfigyelés. A P s-bdl p-ig vezets része egy legrovidebb s-bdl p-be vezets ut, a p-tél
t-ig vezets rész pedig egy legrovidebb p-bél t-be vezetd tt.

Ha ez nem volna igaz, akkor egy révidebb részittal egy révidebb s — t-utat kaphatnank.
(Vegyiik észre, hogy leghosszabb utakra béar hosszabb élsorozatot kapnank, de nem feltétleniil
utat.) A kovetkezs Osszefiiggés adodik.

4.2. allitas. Jelolje d(v) az s-bél v-be vezetd legrévidebb ut hosszdt. Ekkor

d(v) = ufg{l/rz{d(U) + Cu}, (4.1)

ahol V= azon pontok halmazdt jeloli, amelyekbdl vezet él v-be.

Ez azt jelenti, hogy ha ismerjiik v-b6l az Gsszes V ~-beli pontba vezets legrévidebb tut
hosszat, akkor konnyen meg tudjuk hatarozni a v-be vezet§ legrévidebb ut hosszét is.

Azonban ez a megfigyelés kozvetleniil nem ad még algoritmust, hiszen elképzelhets, hogy
d(z) kiszamitasahoz sziikségiink van d(w)-re, ugyanakkor d(w) kiszamitasahoz pedig d(z)
ismeretére volna szitkség. Amde iranyitott koroket nem tartalmazo, ugynevezett aciklikus
grafokra mégis kaptunk egy egyszerti algoritmust.

4.3. megfigyelés. Legyen adva a D = (V| A) aciklikus iranyitott graf és a V ponthalmazanak
egy olyan (un. topologikus) sorrendje, melyre minden él korabbi pontbol késébbi pontba
mutat. Ekkor ezen sorrend szerint a pontokon az (4.1)) rekurzio szerint végighaladva s-bél
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az Osszes tobbi pontba vezetd legrévidebb ut meghatarozhat6é. Ezen algoritmus futéasi ideje

o(|Al).-

Vegyiik észre, hogy a fenti algoritmus tetszéleges élsiulyozés mellett is helyes eredményt ad,
azaz nem kell megkovetelni az élhosszak nemnegativitasat.

Tetsz6leges iranyitott grafra viszont mésképp kell valamiféle alkalmas sorrendet meghata-
roznunk. Ennek egy modja azon Dy (v) fiiggvény bevezetése, ahol Dy (v) az s-bdl v-be vezetd
legrovidebb legfeljebb k darab élbdl allo Gt hosszat jeloli. Ekkor igaz a kovetkezd:

Dy (v) = min{Dy_; (v), urél‘l/rl [Di—1(u) + cuw]}- (4.2)

Ha a k-t 1-t8] |V| — 1-ig noveljiik, akkor a Dy (v) értékeket az Gsszes v € V pontra a (4.2))
rekurzi6 szerint kiszamolhatjuk. Ez igy egy O(|V||A]) futési ideji algoritmust szolgaltat, és
persze d(v) = Dy_1(v).

4.2. A hatizsakfeladat

Ebben a fejezetben a hatizsakfeladat néhény kiillonbozd valtozatat oldjuk meg dinamikus
programozasi modszerrel. Amennyiben a feladatban szereplé mennyiségek nem tul nagyok,
ez a modszer nagyon hatékonynak bizonyul.

4.2.1. A 0-1 hatizsakfeladat
Tekintsiik az alabbi 0-1 hatizsékfeladatot.

n
Z = Imax E Cj.it‘j
J=1

n
Z aj:nj S b
J=1

x € {0,1}"

ahol az a; egyiitthatok és a b pozitiv egész szamok.
Tekintsiik az alabbi kisebb feladatokat, ahol a A szam a 0,1,...b értékeket veszi fel, az r
paraméter pedig az 1,2,...n értéket. Jelolje P,(\) a kovetkezd feladatot.

fr(A) = maxz cjxj
j=1

r
Z ajxj S A
j=1

xz €{0,1}"

Ekkor z = f,,(b) adja az eredeti feladat maximumat. Most megadunk egy rekurziot, amely
az fr(\) értékeket azon fs(p) értékekbol szamolja, melyekre s < 7 és pu < A

Mit mondhatunk a P.(\) probléma z* optiméalis megoldasarol? Nyilvan vagy = = 0, vagy
xy = 1.

e Ha 2z} = 0, akkor kénnyen lathato, hogy f(A) = fr—1(N).
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e Ha 2} =1, akkor f,(A\) = ¢ + fr—1(A — ap).
Ezek szerint a kovetkez§ rekurziot kapjuk:

fr(A) =max{fr—1(N\), e + fr—1 (A —a) }.

Vilagos, hogy fo(A) = 0 minden A\ > 0 értékre, vagy inkabb lépjiink eggyel tovabb: fi(\) =
0 minden 0 < X\ < ap esetén, és fi(A) = max|c1,0] minden A > a; esetén. Ekkor a fenti
rekurzi6 segitségével egymas utan ki tudjuk szamitani az fi, fo,... f, értékeit minden 0-t6l
b-ig terjedd A-ra.

Az Osszes megfelel§ fliggvényérték kiszamitasa utéan felmeriil az a kérdés is, hogy hogyan
talalhatunk meg egy optimalis megoldast (amelyhez ugye f,(\) célfiiggvényérték tartozik).
Vagy megtarjuk az osszes f,.(\) értéket, vagy csak egy p,()) indikatort, amelynek az értéke 0
legyen, ha f.(\) = f,—1(}), és 1 kiilonben.

Ha p,(b) = 0, akkor f,,(b) = fn—1(b), és x} = 0. A tobbi koordinatat pedig fn—1(b)-gyel
folytatva hasonloképp hatarozhatjuk meg. Ha p,(b) = 1, akkor f,(b) = ¢p + fn—1(b — an),
és x = 1. A tobbi koordinatat pedig f,—1(b — ay)-nel folytatva hasonloképp hatérozhatjuk
meg.

Az algoritmus lépésszama O(nb), hiszen az f,(\) értékek mindegyikének a kiszamitéséa-
hoz csak konstans sok Osszeadasra, kivonasra és Osszehasonlitasra van sziikség. Az optimum
meghatarozasa ezek utan hasonl6é nagysagrendi lépés megtételével torténik.

Gyakorlat. A fenti algoritmus segitségével oldjuk meg a kovetkezs feladatot!
z :=max 10z + Txo + 2bx3 + 2424

2x1 +x9 + 623 + 524 <7
x e {0,1}*

4.2.2. Egészértéki hatizsakfeladat

Tekintsiik az alabbi egészértékd hatizsakfeladatot.

n
Z = Imax E Cj:L'j
j=1

n
Z aj:nj S b
j=1

n
x €Ll

ahol szokés szerint az a; egyiitthatok és a b pozitiv egész szamok.
Az el6z6 alfejezet gondolatmenetét kovetve definialjuk az alabbi P,.()\) feladatokat, ahol a
Aszam a 0,1,...b értékeket veszi fel, az r paraméter pedig az 1,2, ...n értéket.

,
gr(A) := max Z cjxj
j=1

r
Z a,jacj S A
j=1
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Hogyan kapunk rekurzios formulat? P,(\) optiméalis * megoldasaban az z = ¢ mellett
gr(N) = ¢t + gr—1(A\ — ta,). Tehat

~(\) = A+ gro1 () — ta,)}.
9-(N) t:&gaf;/m{c +gr—1(A —tay)}

Mivel L%J = b a legrosszabb esetben, ezért az algoritmus 1épésszama O(nb?).
Fontos megjegyezni, hogy a fenti elgondolas alkalmas felsé korlatokkal rendelkezd hatizsak-
feladat megoldésara is. Legyen tehat

n
Z = 1mnax E ijj
J=1

n
Za]‘l‘j Sb
7j=1
xjgdj j:1,2,...n
x el

ahol szokés szerint az a; egyiitthatok, a d; szdmok és a b pozitiv egészek.
Ekkor a szokésos jeloléseinkkel az alabbi rekurzio egy O(nb?) lépésszami algoritmust ha-
taroz meg.

r A = 7 r— X —t )L
9r(N) t:o,l,...nrfilf[i.,ww]{c + gr_1(\ —ta,)}

A tovabbiakban azt vizsgaljuk meg, hogy tudunk-e gyorsabb algoritmust meghatarozni a
fels6 korlatokat nem tartalmazo6 esetben. A valasz igen, mégpedig a kévetkezd aprd modosi-
tassal élve: a P,(\) optiméalis * megoldasat tekintve az alabbi megallapitasokat tehetjiik.

e Ha z} =0, akkor g,(A) = gr—1(N).
e Ha x> 1, akkor g,.(A\) = ¢ + g-(\ — a;).

Ez egy O(nb) lépésszamu algoritmust eredményez, ahol az optiméalis megoldasok megha-
tarozasa hasonloan az elézdekhez p,(\) indikatorok segitségével torténhet.

Gyakorlat. A fenti algoritmus segitségével oldjuk meg a kovetkezs feladatot!
z:=max7x1 + 9z 4+ 2x3 + 1514

3r1 4+ 4xo + a3+ Txy < 10

4
x €Zy.
Még egy rekurziot megadunk az egészértéki feladatra az alabbi részfeladatok segitségével.

h(A) := max Z Cjxj
j=1

n
Zajxj S A
j=1
n
x €Ly
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Ekkor ha valamely 27 > 0, akkor h(A) = ¢; + h(A — a;). Igy hat a kovetkezd rekurzidhoz

jutunk:
h(X) = max[0, max {c; + h(A — a;)}].
Jia; <A

Ez a formula szintén O(nb) futési ideji algoritmushoz vezet. Vegyiik észre, hogy h = gj,.

A teljesség kedvéért megjegyezziik, hogy a hatizsakfeladat a fels§ korlatokat nem tartal-
mazob esetben megfogalmazhat6 aciklikus iranyitott grafban valé leghosszabb tut kereséseként.
Definidljuk a D = (V, A) iranyitott grafot a kovetkezéképpen. V := {1,2,...b}. Az iranyi-
tott élek pedig legyenek a kovetkezdk: (A, A + 1) minden lehetséges A-ra 0 hossztusaggal, és
(A, A + a;) minden lehetséges A\-ra és j-re ¢; hosszisaggal. Ekkor h(\) éppen a 0-bol a A-ba
vezetd leghosszabb ut hosszéaval egyenld.

Nemnegativ matrixa egészértékii feladat

Most a fentihez hasonl6é dinamikus programozési algoritmust adunk tobb egyenlétlenség ese-
tén. Legyen a feladatunk

max{cx: Ax <b,x > 0,2 € Z"},

ahol A, b, c nemnegativ és egész.
Adott k € {1,...,n} szam és 0 < d < b egész vektor esetén legyen

k k
fr(d) = max{z cjxj Zaijxj <d; (i=1,...,m), x > 0}.
j=1 j=1

Definialjuk ezen kiviil fo(d)-t 0O-nak minden 0 < d < b-re. A kovetkezd rekurzioval lehet
k > 1-re és 0 < d < b-re kiszdmolni a fiiggvényértékeket:

fu(d) Jr—1(d) ha valamilyen i-re a;; > d;,
k =
max{fr-1(d), fr(d —ax) + ¢}  haay <d

Az optimumértéket f,,(b) adja meg. A lépésszam O(n[[;~,(b; + 1)), ami sajnos a legtébb
feladatnél nagyon lassu algoritmust ad.

4.3. Fa optimalis részfaja

Most egy olyan dinamikus programozasi megoldast ismertetiink, amelynek nincs kozvetlen
koze legrovidebb utak kereséséhez. Legyen adva egy T = (V, E) fagraf (azaz Osszefiiggd,
kérmentes iranyitatlan graf) és egy kijelolt » € V' ugynevezett gyokérpontja. Tovabba adott
a graf minden v € V cstcsan egy ¢, € R suly. Hatarozzuk meg azt a maximaélis pozitiv
Osszsulyn részfat, amely tartalmazza az r csicsot.

A T egy tetszbleges v # r csticsara jelolje p(v) a v-bdl az r felé egyértelmi uton elindulva
az elsg csucsot (p(v)-t a v szildjének nevezik). Jelolje S(v) a v tébbi szomszédjat, azaz
S(w) ={w eV :p(w) =v} (S(v) elemeit szokas v gyerekeinek nevezni). Jelolje tovabba T'(v)
azt a v gyOkerd részfat, amely az Gsszes olyan csticsot tartalmazza, amelybdl az r-be vezetd
egyértelmd Gt Atmegy v-n.

A T egy tetsz6leges v cstcsara jelolje H (v) a v-gyokerd T'(v) részfan a feladatunk optimalis
megoldasat. Amennyiben nincs pozitiv 6sszsulyt v-gyokerd részfa, akkor H(v) := 0. Minden
més esetben az optimaélis részfa tartalmazza a v csticsot. FEzen optimalis részfa tartalmazhat
tovabbi T'(w)-részfakat, amelyek valamely w € S(v) gyokertek. Ekkor konnyen lathato, hogy
ezeknek a részfaknak a silya H(w). Ezek alapjan a kovetkezd rekurzio adodik:
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H(v) = max{0, ¢, + Z H(w)}.
weS(v)

A rekurziot a fa leveleinél, azaz az els6foki csicsainal tudjuk elkezdeni a kévetkezSképp:
H(v) := max|cy, 0]. Ezek utan a H(v) értékek felfelé haladva kénnyen kiszamithatok. Magé-
nak az optimaélis fAnak a meghatarozésa visszafelé haladva térténhet azon faknak a torlésével,
amelyek v gyokerére H(v) = 0. Az algoritmus lépésszama O(|V]).

4.4. Maximalis suly1 fiiggetlen csticshalmaz faAban

Egy grafban egy cstucshalmaz fiiggetlen (vagy stabil), ha nem feszit élt. Egy tetsz6leges grafban
megkeresni a legnagyobb fiiggetlen cstcshalmazt NP-nehéz feladat, de mint latni fogjuk, faban
még a maximalis silya fliggetlen csticshalmazt is meg tudjuk taldlni tetszGleges stlyozas
esetén.

Legyen T' = (V, E) egy fagraf, és legyen adott a graf minden v € V pontjan egy ¢, € Ry
nemnegativ suly. Feladatunk a maximalis stulyt fliggetlen csticshalmaz megkeresése. Jeloljiink
ki egy tetszéleges r € V' gyokeret. Hasznaljuk ugyanazokat a jeloléseket egy cstics sziilGjére,
gyerekeire és részfajara, mint az el6z6 fejezetben.

A T egy tetszSleges v csucséra jelolje a(v) a v-gyokert T'(v) részfan a feladatunk optimalis
megoldasat, b(v) pedig jeldlje az olyan fiiggetlen halmaz maximaélis salyat T'(v)-ben, ami nem
tartalmazza v-t. Ha v levél, akkor mind a(v), mind b(v) konnyen kiszamolhato: a(v) =
¢y, b(v) = 0. Egyéb v csucsokra pedig a kévetkezs rekurzio adodik:

a(v) =max{ >  a(w),c,+ Y bw)},

weS(v) weS(v)

Ez alapjan a levelektdl felfele haladva az a(v) és b(v) értékek minden cstcsra kiszamolhatok.
Az a(r) érték pedig megadja a maximalis salyua fiiggetlen csticshalmaz sulyat. Magénak a
cstcshalmaznak a meghatarozasa visszafelé haladva torténhet.

4.5. Termelésiitemezési feladat

Ebben az alfejezetben az [l fejezetben bemutatott termelésiitemezési feladat megoldasara mu-
tatunk be egy dinamikus programozasi megkozelitést.

A tovabbiakban feltessziik, hogy z, = 0, azaz az n-edik id6periédus végére mar nem rakté-
rozhatunk semmit, azaz az Osszes megtermelt anyag mennyisége meg kell, hogy egyezzék az
igények Osszegével.

4.4. allitas. Létezik olyan optimdlis megolddsa is a termelésiitemezési feladatnak, amelyben
zt_1x¢+ = 0 minden t-re.

A fenti allités azt jelenti, hogy csak abban az idéperiédusban termeliink, amikorra a raktar
mér kiiiriilt. Ez az alabbival ekvivalens.

4.5. allitas. Létezik olyan optimdlis megoldds is, amelyben ha xy > 0, akkor x; = Zfif d;
valamely k > 0 értékre.
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Amint az konnyen lathato, a z vatozok kifejezhetSk az x valtozok, és a d igények segitségével:

t t

i=1 =1

Ezt a célfiiggvénybe behelyettesitve az alabbit kapjuk:

n n n
S e+ Y iz + Y fup =
t=1 t=1 t=1
n n t t n
dopwi+Y (Y wmi=) d)+ > fr =
t=1 =1 =1 i=1 =1
n n t n
Z CeTy — Z ht(z di) + Z feyt,
=1 t=1 =1 =1

ahol ¢t = py + >, hi. A h és d értékeket tartalmazo kifejezés egy konstans érték, amelyre
az optimum kiszamitasédnal elég csak végiil beszamitani.

A allitas szerint érvényes az alabbi rekurzio, ahol H(t) az t = n periddus mellett jeloli
az optimalis célfiiggvényértéket (a konstanstagtol eltekintve).

k

H(k)= min H(t—1)+fi+ ct(; d;).

A H(k) értékeket tehat egyméas utan meg tudjuk hatédzozni 1-t6l kezdve n-ig. Visszafelé
haladva az optimalis z; értékeket is meg tudjuk hatarozni, ezzel egy O(n?) algoritmust kapva.

10. feladat. Fogalmazzuk meqg a termelésiitemezési feladatot irdnyitott grafbéli legrovidebb it
feladatként.
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5. fejezet

Altalanos egészértékili programozasi
modszerek

5.1. Vagoésikos eljarasok

Tekintsiik a kévetkezs egészértékd programozasi feladatot.

max cx (5.1)
Ax =10
x >0,
T egész. (5.2)

Amennyiben nem kotjik ki (5.2))-ot, akkor a feladat linedris programozdsi relaxdltjdrél beszé-
liink.

Altaldnos vdgdsikos algoritmus

e Oldjuk meg a (5.1)) linearis programozasi relaxaltjat. Legyen a* a kapott opti-
malis megoldas.

e Ha z* egész, akkor megoldottuk a feladatot.

e Ha nem egész, akkor adjunk a feltételrendszerhez egy olyan feltételt, amelyet
az Osszes egész megoldas teljesit, de x* nem, és iteraljuk az eljarast.

Ezen altaldnos algoritmus egy olyan megvaldsitasat taldlta Gomory 1958-ban, amelyrdl
bebizonyitotta, hogy véges sok 1épésben megkeresi tetszbleges egészértékid programozasi fel-
adat optimumat. Annak ellenére, hogy a gyakorlatban az eljaras nem bizonyult hatékonynak,
elméleti jelentGsége igen nagy.

Tegyiik fel, hogy a megoldott linearis porgramozasi relaxélt egy optimélis bazismegoldésa

x*, és jelolje N a béazisban nem szerepl§ véltozok indexhalmazat. Konnyen lathato, hogy

ekkor

iEN
érvényes vagas, azaz minden egész megoldas teljesiti. Viszont x* nem. Tehat vagdsikos algo-
ritmusunkat hasznalhatnank tgy, hogy mindig ilyen 1j fetételt vesziink a rendszerhez. A gond
ezzel az, hogy nem tudjuk garantalni az algoritmus végességét. Gomory véges algoritmusahoz
egy masfajta vagast kell tekinteniink.
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A Gomory-féle érvényes vagashoz a kovetkezSképpen jutunk. Legyen a lineéris programo-
zasi relaxalt egy optimélis bazismegoldasat mutaté egyenletrendszer a kovetkezd:

rp + B_lANxN = B~ 1.

Ennek a felirdsnak az egyiitthatoira hasznaljuk a megszokott jeloléseket: d;; = (B71A;);
és djp := (B71b);. Legyen t a legkisebb olyan index, hogy az optimalis bazismegolddsban a
t-edik valtozo nem egész érték. Ekkor a hozza tartozd egyenlet:

T + Z dijz; = dyp.
JEN

Ebbél kovetkezik, hogy

Ty + Z ldijlay < ap+ Z dijz; = dyo,
JEN JEN

mivel z; > 0 teljesiil minden j-re. Ebbdl az kovetkezik az egészértéki x; megoldasokra, hogy

ze+ Y Ldyla; < dio). (5.3)
jEN
Ezt az egyenl6tlenséget tehat a feladatunk minden egész megoldasa teljesiti, de a linearis
programozéasi relaxalt aktualis optimaélis megoldasa nem. Az igy kapott egyenlStlenségeket
Gomory-vdgdsnak nevezziik. Az egyenlStlenséget egy 1j (nem negativ) slack valtozoval
kiegészitve a kovetkez§ ekvivalens alakot kapjuk.

v+ Y |diglzj+ s = |di). (5.4)
JEN
Figyeljiik meg, hogy amennyiben egy megolddsban minden x; valtozo6 egész, akkor s is egész.
Az x; valtozo eliminalhat6é az eredeti szimplex tabla sor felhasznalasaval, ami a kovetkezd
ekvivalens alakot eredményezi:

s— Y {di}e; = —{di}
JEN

ahol {a} az a szam tortrésze.

Ha a vagéasokat mindig a szimplex tabla legaljara tessziik, akkor az s egészértékiisége miatt
a modszer soran sosem fogunk s miatt vagast generalni.

Gomory mutatott egy olyan eljarast, ami véges sok 1épésben vagy megadja az optimumot,
vagy megmutatja, hogy nincs megengedett egész megoldas. Ennek belatasahoz el§szor roviden
ismertetjiik a lexikografikus dudl szimplex moédszert.

5.1.1. Lexikografikus dual szimplex moédszer

A lexikografikus dual szimplex moédszernél a 0. sorban szerepel a célfiiggvény aktualis alakja
(ami nemnegativ, mert dual megengedett megoldasunk van), mig a 0. oszlopban szerepelnek
a valtozok értékei (a nembazis valtozok is szerepelnek, az & soraik az egységméatrix —1-szeresét
alkotjak).

A lexikografikus duél szimplex moddszer fontos tulajdonsaga, hogy a tablazat minden oszlo-
pa (a 0-dik kivételével) mindig lexikografikusan pozitiv. Hogy ez az elején teljesiiljon, esetleg
egy 1j egyenletet kell hozzavenni a rendszerhez az 1. sorba:

Z z;+u= M,

Jido;=0
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ahol u egy 1j slack valtozo, M pedig egy kell6en nagy szam.

Adott v,w € R™; v lexikografikusan nem-negativ ha v = 0 vagy létezik olyan ¢ index,
melyre v; > 0, és v; = 0 minden 1 < j < 4 indexre. v lexikografikusan pozitiv ha v # 0 és
lexikografikusan nem-negativ. v lexikografikusan kisebb, mint w, ha w — v lexikografikusan
pozitiv.

Ezek utan a pivotalas szabalyai:

o A bazist elhagy6 véaltozo: a legkisebb indext, amire d;g < 0. Tegyik fel hogy ez az
index r (ha nincs ilyen, akkor kész vagyunk: primal megengedett megoldasunk van).

o A bézisba bekeriil§ valtozo: Azok koziil a j > 0 indexek koziil, amelyekre d,; < 0,

, . do; dyj da; dm .
valasszuk azt, amelyikre a ( —5%, —-* —=2L =) yektor lexikografikusan a leg-
drj drj drj drj

kisebb. Legyen ez az oszlop index k.

e Ha nincs olyan j > 0 index amire d,; < 0, akkor a feladatnak nincs megoldasa, hiszen
x, értéke csak negativ lehet.

5.1. lemma. A lexikografikus dudl szimplex modszerben a pivotdlds sordn

1. a 0. oszlop lexikografikusan csokken,

2. a tabla tobbi oszlopa pedig lexikografikusan pozitiv marad.

Tehdt véges sok lépésben elériink egy optimdlis megolddst (ha van), hiszen a 0. oszlop lexiko-
grafikusan mindig legaldbb (OPTrp,0,0,...,0), ahol OPTLp az optimumérték.

Bizonyitas. ElGszor megmutatjuk, hogy a tablazat oszlopai (a 0.-t6l eltekintve) lexikografi-
kusan pozitivak maradnak, ugyanis jelolje D; és D} a tablazat j. oszlopat a pivotélas el6tt és
utan, valamint d; és d; az i. sorat pivotalas el6tt és utan. Ekkor

d
d =",

" drkz
Tehat d, = 1. A pivotalas soran az r. oszlop t6bbi elemét lenullazzuk:

d.

d=di— -Ed,, Vir

drk

Ebbdl kovetkezik, hogy ha d,; < 0 (j # k), akkora pivotalas utan a j. oszlop

D\ =D, -

Dy D; Dk>
Vi )

L A e
drk I I <d7‘j drk

ami lexikografikusan pozitiv a k oszlop-index valasztasa miatt (feltessziik, hogy nincs két
olyan oszlop, hogy az egyik a masik szamsorosa). Ha viszont d,; > 0, akkor

Dy, Dy,
— 24,y =Dy + —d,,
drk " ’dr ‘ 7"]

ami lexikografikusan pozitiv, mivel D; és Dy is az.
A 0. oszlop valtozasa a pivotlas utan:
D

Dy
Dl =Dy — “*dg=Dg+ 5
0 0 drk 0 |drk‘

Mivel Dy, lexikografikusan pozitiv, és drg < 0 az r. sor valasztasa miatt, D} lexikografikusan
kisebb, mint Dy. O

A fenti lemma kévetkezménye, hogy soha nem térhet vissza egy bazis, és az eljaras véges
sok lépésben megéll.
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5.1.2. Gomory moddszerének végessége

5.2. tétel. Tegyik fel, hogy ismerik eqy w szdmot, amire teljesiil, hogy ammennyiben az
egészértékd feladat megoldhato, akkor az optimum értéke legaldbb w. Ekkor Gomory vdgdsikos
algoritmusa véges sok lépésben véget ér a kiovetkezd végkifejletek valamelyikével:

o Tualdlunk egy optimdlis megolddst
o Taldalunk egy bizonyitékot hogy nincs megoldds: valamilyen i-re d;o < 0 és d;; > 0 minden
j=>1-re

o Nincs megoldds, mert a kapott LP relaxdcio optimum-értéke kisebb mint w.
Bizonyitas. ElGszor belatjuk, hogy a 0. sorbdl csak véges sokszor generalhatunk vagést.
Ilyenkor dgg nem egész, és a generalt vagas:

s— > {doj}z; = —{doo}-
JEN

A lexikografixus duél szimplex modszer elsé lépésében s hagyja el a bazist. Tegyiik fel hogy
dp+1,p a pivotelem; jeloljiik d;j—vel a pivotalas utani elemeket. Ekkor

doo}
dh, = d { —d
00 00 — { d p} Op-

Tudjuk: do, > 0, {dop} > 0 (mert pivotelem), tehit do, > 0. Igy {d by >

doo < doo — {doo} = | doo]-

Tehat a 0. sorbdl csak véges sokszor generalhatunk vagast, kiilonben a célfiiggvény érték w
ala csokkenne.

A fentiekbdl kévetkezik, hogy dgg egy id6 utdn alland6. Mivel a 0. oszlop lexikografikusan
nem nd, ezutan digp nem néhet. Megmutatjuk, hogy csak véges sokszor csokkenhet. Ilyenkor
az els§ sorbol generdlunk vagést, dip nem egész, és a generalt vagas:

S — Z{dlj}l‘j = _{d10}~
JEN
A lexikografixus duél szimplex modszer elsé lépésében s hagyja el a bazist. Tegyiik fel hogy
dp41,p a pivotelem; jeloljiik d;j—vel a pivotalas utani elemeket. Ekkor

{dio}
=d —d
10 10 — {d p} 1p-

Tudjuk: {dip} > 0 (mert pivotelem), tehat dy, # 0. Masrészt dp, = 0, mert kiilénben a pivot
soran dgg valtozna, de az mar fixalodott. Tehét di, > 0 mert a p-edik oszlop lexikografikusan
pozitiv. Igy
dig < dio — {dio} = |do].

Tehét véges sok 1épés utan dig vagy fixalodik, vagy negativva valik. Nézziik az utobbi esetet:
x1 negativ az aktudlis megoldasban. Ebbdl kivetkezik, hogy di; > 0 minden j € N-re,
mert kiilonben az oszlop lexikografikusan pozitiv mivolta miatt dop; > 0, ami azt jelenti hogy
pivotalaskor dgg csokkenne ellentétben a feltevésiinkkel. Viszont ilyenkor annal az esetnél
vagyunk, amikor bizonyitékunk van hogy a feladatnak nincs megoldésa.

Marad az az eset, amikor dqg is fixaloédik egy id6 utdn. Hasonldé gondolatmentettel belat-
hatd, hogy dog, dsg, - . ., is fixalodik véges sok lépésben, azaz egy id§ utan az Osszes eredeti
valtozo6 fixalodik. De mint lattuk, az utélag hozzavett slack valtozokbol soha nem generalunk
vagast, tehat az algoritmus véget ér. O
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11. feladat. Mutassuk meg, hogy a Gomory-vdgdsok elddllnak Gomory-Chvatal-vdigdsként,
és forditva. (Vigydzzunk arra, hogy mds alaki feladatokndl képeztik ezen vdgdsokat. FEIGbb
azonos alakra kell hoznunk a feladatokat.)

5.2. Korlatozas és szétvalasztas modszere

5.2.1. LP alapi korlatozas és szétvalasztas

Tekintsiik a kovetkezs alaku feladatot:

27p i= Maxcx (5.5)
Ax <b
T egész, (5.7

ahol A, b, c egészek. A korldtozds és szétvdlasztds mbddszerének alapgondolata az, hogy a
feladatot szétvélasztjuk részfeladatokra ugy, hogy az eredeti feladat megengedett megolda-
sainak halmaza a részfeladatok megengedett megoldés-halmazainak diszjunkt uniéja legyen.
Ekkor az eredeti feladat optimum-értéke megegyezik a részfeladatok optimum-értékeinek ma-
ximumaval. Az egyes részfeladatokat tovabbi részfeladatokra lehet szétbontani, igy a vizsgalt
feladatok egy fat alkotnak, aminek gyokerében az eredeti feladat talalhato.

A részfeladatok relevancidjanak vizsgalatdhoz van sziikség a korldtozdsra. A korlatozas
azt jelenti, hogy minden részfeladatnal felss (és esetleg als6) korlatot szdmolunk az optimum
értékére. Amennyiben egy részfeladatra vonatkozo fels6 korlat kisebb mint egy mar ismert
also korlat, akkor azzal a részfeladattal nem kell tovabb foglalkozni, térdlhetjiik a fabol.

LP alapi korldtozds és szétvdlasztdsrol akkor beszéliink, ha a felsé korlatokat az LP relaxalt
optimuma adja, a szétvéilasztas pedig linearis egyenlGtlenségek hozzaadasaval torténik. A
tovabbiakban leirjuk az LP alapt altaldnos algoritmust.

Ha van egy S részfeladatuk, u(.S) jeloli az LP relaxalt optimumértékét, ami felss korlatot
ad az S részfeladat optimum-értékére. Az eredeti feladatunkat Sy jeloli. Az algoritmus sorén
kapott részfeladatokat egy (Sy gyokerd) fa csicsainak tekintjiik, és fenntartunk egy jelolt-
listdt, amin a megoldandé részfeladatok vannak. Az algoritmus 1épései:

1. Inicializalds: Az Sy feladatot a jelolt-listara tessziik. Valamilyen heurisztikus modszerrel
kiszamolunk egy L alsé korlatot.

2. A jelolt-listarol kivalasztunk egy S feladatot, és kiszamoljuk az u(S) értéket.

(a) Ha u(S) nem létezik, mert az LP relaxalt nem megoldhato: toroljiik S-et a fabol

(b) Ha u(S) < L: toroljiik S-et a fabol

(c) Ha u(S) > L és az LP relaxaltnak van egész optiméalis megoldasa: megjegyezziik
ezt a megoldast, és L := u(S)

(d) Ha u(S) > L és az LP relaxaltnak nincs egész optimalis megoldasa: legyen z* egy
optimalis megoldas, ahol } nem egész. Valasszuk szét S-t S’ és S” részfeladatokra,
ahol S'-t az x; < |z} | feltétel, S”-t pedig az x; > [x]] feltétel hozzavételével kapjuk
S-bél. Adjuk S’-t és S”-t a jeloltlistahoz (és legyenek 6k S gyerekei a faban).

3. Toroljiik S-t a jelolt-listarol. Ha a lista nemiires, ugorjunk a 2. 1épésre Ha a lista iires,
akkor az utoljara megjegyzett megoldéas, aminek értéke L, optimalis.

Lathato, hogy az algoritmus soran tobb helyen valasztéasi lehet&ségiink van.
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e Hogyan valasszuk ki a 2.(d) 1épésben azt a valtozot, ami szerint szétvalasz-
tunk? A szétvalasztds annél jobb, minél jobban lecsokkennek a fels§ korlatok. Persze
nem tudjuk minden lehetséges szétvalasztasra kiszdmolni, hogy milyen fels6 korlatokat
adna, ez til idGigényes lenne. Két moddszert emlitliink meg:

— Strong branching: minden lehetséges szétvalasztasnal a kapott részfeladatokon
tesziink néhany 1épést a dual szimplex modszerrel. Az igy kapott felsé korlatokat
hasonlitjuk Gssze.

— Hanyados maddszer: Csak egy lépést tesziink a dual szimplex modszerrel, ez
pedig bizonyos hanyadosok kiszamolasat jelenti. Ha az x; < |z} | egyenl6tlenséget
vessziik a rendszerhez, a célfliggvény csokkenése egy dual szimplex 1épés utan

. doj
min —
JEN:d;;>0 dij

{dio},

ahol N a nem-bazis valtozok halmaza.

*

Ha az x; > [z]] egyenlGtlenséget vessziik a rendszerhez, a célfiiggvény csokkenése

egy dual szimplex lépés utan

. doj
min —_
JEN:d;;<0 d’Lj

({dio} —1).

Ezen értékek alapjan valasztjuk meg, hogy melyik valtozé szerint valasztunk szét.
Pl. valaszthatjuk azt, amelyikre a két érték minimuma maximalis.

5.3. lemma. A hdnyados mddszerben a célfiigguény vdltozdsa eqy dudl szimplex 1€pés
utdn a fenti képlet szerint alakul.

Bizonyitds. Tf. az x; < |z} ] egyenl6tlensaget vessziik hozzéa az LP relaxéaciohoz. Mivel
diO = l’?, és
x; = dio — Z dijzj,
JEN
ezért ez ekvialens a
dio — Z dijr; < |dio]
JEN

feltétellel. Ezt atirjuk a kovetkezs alakba:

— Z dijxj+ s = |dio] — dio = —{dio},
jEN

ahol s > 0 egy 1j slack valtoz6. A jobboldal negativ, tehat az j korlat nem primal
megengedett az Gj bazisban. ami az LP optimalis bazisabol, és az 0j s valtozobol all.

A duél szimplex modszer elsé iteracidja az 1j soron torténik, mivel a tobbi sora a
szimplex tablanak primal megengedett, hiszen optimélis szimplex tdblabél indultunk ki.
A szabéalyok szerint egy olyan k oszlopot valasztunk, amelyre 0 > —d;i, és a doi/(—d;x)
hényados maximalis. Ekkor az 0j célfiiggvény érték a pivotalas szabalyai szerint

d
doo — Zlk (—{dio}),
—d;g,

Tehat a célfiiggvény csokkenése éppen az, amit igazolni akartunk.
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A masik eset az, amikor a x; > [z}

*] egyenl6tlenséget adjuk az LP relaxéciohoz. Ekkor
az 1j egyenlet

Z dij +s= {dio} — 1.

JEN
Ha a k oszlop maximalizélja a 20—_’; hényadost a 0 > d;; feltétel mellett, akkor a célfiigg-
vény valtozasat az igazolni kivant képlet adja. O

Megjegyezziik, hogy a j6 szétvilasztas a fa gyokerének a kozelében igazan fontos. Ha a
feladatban vannak fontos és kevésbé fontos valtozok, akkor a fontosabbak szerint érde-
mes el@szor szétvalasztani. Egyébként szétvilasztas nem csak valtozo szerint lehetséges,
hanem mas linearis feltétel szerint is: dox < |dz*] illetve dx > [dz*] feltétel hozzavéte-
lével.

e Hogyan valasszuk ki a jel6lt-listarol a vizsgalandoé feladatot? Itt is tobb modszer
lehetséges, a hasznossaguk a feladat tipusatol fiigg.

— Best first: A legmagasabb fels6 korlatot adé részfeladatot valasztjuk. Ennek az
az elénye, hogy az algoritmus soran csak olyan részfeladatokat vizsgalunk meg,
amiket mindenképpen meg kell vizsgalnunk. Hatranya, hogy egyrészt nem kapunk
hamar megengedett megoldast, masrészt Ossze-vissza ugralunk a faban, igy nem
tudjuk kihasznalni az egymés utén vizsgélt feladatok hasonlésagat.

— Depth first: Olyan mélyre megyiink a faban, amilyen mélyre csak tudunk. Itt
az egymas utan vizsgalt részfeladatok hasonloak és hamar megengedett megoldast
kapunk, de az 6ssz-1épésszam sokkal t6bb lehet mint Best first-nél.

5.2.2. Korlatozas iigyesebben

A leirt algoritmusban a fels§ korlatokat egyszertien az LP relaxacié optimalis megoldasa adta.
Ezen tobbféle médon is lehet javitani. Néhény lehetség a részletek ismertetése nélkiil:

e Preprocessing: Az IP feladatunkat leir6 linearis rendszer sokszor jelent&sen egysze-
risithetS (pl. redundans feltételek elhagyasa, valtozok szaménak csokkentése linearis
osszefiiggések segitségével, logikai implikaciok hozzaadasa). Ilyen atalakitasokat min-
den részfeladatnal elvégezhetiink, miel6tt kiszamoljuk a fels6 korlatot.

e Vagas és szétvalasztas: Vagas tipust algoritmusokat szubrutinként beépithetiink a
korlatozas és szétvilasztas modszerébe, a kovetkezdképpen: amikor egy részfeladathoz
jutunk, az &6t leird linearis rendszeren futtatunk meghatarozott ideig egy vagosikos al-
goritmust. Az igy kapott jobb linearis rendszert hasznaljuk a felsé korlat kiszamitaséara
és szétvalasztas esetén az 1j részfeladatok definialaséra.

o Also6 korlatok szamolasa: Sokszor az egyes részfeladatoknal a felsg korlat kiszamolasa
mellett als6 korlatokat is érdemes szdmolni. Ezt valamilyen egyszer heurisztikaval
tehetjiik meg (moho algoritmus, kerekités, lokalis keresés).

5.2.3. Alkalmazas a binaris hatizsak-feladatra

Nézziink egy binéaris hatizsak-feladatot:

max{z CjTj Zajacj <b, ze€{0,1}"}.

j=1 j=1
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A feladatnak két tulajdonsiga van, ami miatt a korlatozas és szétvilasztas modszere egysze-
riisodik:

e A hatizsak-feladat LP relaxéicidja nagyon egyszertien megoldhato: fajlagos érték szerinti
sorrendben kell betenni a targyakat, és legfeljebb egy lesz, aminek csak tortrésze fér be,
tehat az optimalis megoldasban legfeljebb egy tortértéki viltozo lehet.

e Ha bizonyos valtozok értékét O-ra vagy l-re rogzitjlik, tovabbra is binaris hétizsak-
feladatunk lesz: b-bdl le kell vonni az 1-re rogzitett valtozok sulyét.

A korlatozas és szétvalasztas algoritmusra nézve ez a kvetkezdket jelenti:

e Nagyon gyorsan meghatarozhaté az a véltozo, ami szerint szétvalasztunk. Réadésul
az LP optimumbél a részben bevett targy elhagyasaval egészértéki megoldést kapunk,
amivel esetleg lecserélhetjiik az eddig talalt legjobb megoldést és novelhetjik az alséd
korlatot.

o A szétvalasztas soran keletkezett feladatok is hétizsdkfeladatok, hiszen egy véltozot
rogzitiink O-ra vagy l-re. Igy az LP minden részfeladatnal konnyen megoldhato lesz, s6t
egyre konnyeb ahogy egyre kevesebb a rogzitetlen valtozo.

5.3. Lagrange-relaxaci6

Bevezetd.

5.3.1. Lagrange-dualis feladat

Tekintsiik a kovetkezs feladatot.

27p i= Maxcx (5.8)
Ax <b
Dx <d
T egész,

ahol az A, D, b, d, c komponensei egészek. Vezessiik be a kovetkezs jelolést:
X :={xeZ":Dx <d}.

A most kdvetkezs eljaras motivaciojaként tegyiik fel, hogy az X halmazon kénnyen ki tudjuk
szamitani tetsz6leges linearis célfiiggvény optimumat (példaul minimaélis silyu feszitéfa, vagy
hatizsakfeladat), amde az Ax < b feltételek megléte mellett a feladat mar nehézzé valik
(példaul utazoiigynok feladatta). Az Az < b feltétel elhagyasaval is relaxaljuk a feladatot, de
ne elégedjiink meg most ennyivel, valamelyest tigyeljlink a teljesiilésére. Tegyiik a kovetkezGt:
legyen A > 0 egy, a b dimenzidjaval megegyezd dimenzioju vektor, és a rogzitése mellett
tekintsiik a kovetkezs, A\-paraméterd Lagrange-feladatot:

Lagrange—feladat

L(\) := maxcz + A(b— Ax) (5.9)
e X.

Azt mondjuk, hogy az Ax < b feltételeket relaxaltuk, és beépitettiik a célfiiggvénybe.
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5.4. lemma. Amennyiben a (@ feladatnak van optimdlis megolddsa, akkor tetszdleges A > 0
esetén zrp < L(\).

Bizonyitas. Trivi. O

Az el6z6 lemma fényében érdemes megkeresniink a legjobb felsd korlatot, azaz tekintsiik a
kovetkezs, Lagrange-dudlis feladatot:

Lagrange-dudlis feladat
zrp = min L(\) (5.10)
A>0.

Amenyiben X = {z!,...2™} véges halmaz, akkor az L : R™ — R fiiggvény a kovetkezs
alakban is frhato.

L)) = max (cx’ + \(b — Ax")). (5.11)
i=1,...m
Vegyiik észre, hogy az L fliggvény linearis fiiggvények tn. fels6 burkoldja, kovetkezésképp
konvex és ,szakaszonként lineéris”lﬂ Mindebbdl az is kdvetkezik, hogy a nagyon sok feltétellel
rendelkezd linearis program optimuma zz,p!

min 3 (5.12)
B>cx' + A\b— AxY)i=1,...m.

A lemma értelmében z;p < zpp teljesiil, amde példa adhaté arra, amikor a szigora
egyenlGtlenség all. A kdvetkezs fejezet téméja a folsd korlat erdssége.

Koénnyen lathato, hogy amennyiben a relaxalandé feltételek kozott szerepel ax < vy és
—ax < —7, akkor ekvivalens modon jarunk el, ha az ax = v feltételt tetszdleges elGjeli
egyiitthatoval épitjik a célfiiggvénybe.

5.3.2. A Lagrange-dualis feladat erGssége

A kovetkezd tétel azt mutatja meg, milyen erds is a Lagrange-duélis.

5.5. tétel (Geoflrion, 1974). A Lagrange-dudlis feladat z;,p optimuma megegyezik a kivetkezd
linedris program optimumdval:

max cx (5.13)
Ax <b
x € conv(X).
Bizonyitas.
ZLD = rilggmax{ca: +Ab—Az) | x € X}
= r/@gmax{cw + A(b— Az) | z € conv(X)}
Ha X = (), akkor a belsé maximum —oo minden A > 0 esetén, és ekkor z,p = —oo. Kiilonben

legyenenek =¥ € R™, k € K, és v/ € R", j € J, a conv(X) poliéder csticsai és extrém iranyai.
Ekkor a bels6 maximum

00 ha (¢ — AA)r? > 0 valamely r/-re

max{er+A(b—Az) |2 € conv(X)} = { cx® + A(b— Az¥)  valamely z* csticsra

!Szogletes parabola, ahogyan a didknyelv szellemeskedi.
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Ebbdl kévetkezik, hogy ha zpp véges, akkor

. k k
= Ab— A
2LD m}}n{%lez%c:c + A( x )}
(c— M) <0, VjelJ
A>0

Ezt atirhatjuk egy linearis programra

2LD = miil B

B> cal + Ab— AzP) Yk e K
(c— M) <0, VjeJ
A>0

A linearis programozés dualitis tételét hasznalva kapjuk, hogy

ZLp = Max ¢ g ukxk+g vjr’!

keK jeJ

> up=1
ALY wa® + 3 v | <b (Z uk)

keK jeJ keK
ug,v; > 0,Vk € K,Vj € J.

Ez utobbi viszont éppen max{cz | Ax < b,z € conv(X)}. O

Az eredeti feladat lineéris programozasi relaxéltjanak nevezziik a kovetkez§ feladatot.
ZLp = Max cr (5.14)

Ax <b
Dz <d
x € R™

A 5.5 tétel kovetkezménye az alabbi.

5.6. kdvetkezmény. z;p = zrp minden c kéltségfiigguényre pontosan akkor teljesil, ha
conv(X N{z: Az < b}) = conv(X) N{z : Az < b},
zrp = zrp minden c kéoltségfiiggvényre pontosan akkor teljestil, ha

conv(X) = {z: Dz < d}.
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5.3.3. A szubgradiens-moédszer

Az alabbiakban ismertetjiik a szubgradiens-modszert ,szakaszonként linearis” konvex fliggvény
minimumanak megkeresésre, aztan megmutatjuk, hogy ez hogyan alkalmazhat6 a Lagrange-
duélis feladat optimuméanak megkeresésére.

A kovetkezd lemmaét bizonyitas nélkiil felhasznaljuk.

5.7. lemma. Az f : R" — R fiiggvény pontosan akkor konvezx, ha tetszdleges X* € R™ ponthoz
létezik olyan s € R™ vektor, melyre

F) = fFN) +s(A= A7)
teljesil minden A € R™ esetén.

A lemmaban szerepld s vektort az f A*-beli szubgradiensének nevezziik. Az A*-beli szubgra-
diensek halmazat pedig 0f(\*) jeldli.

(Amennyiben f differencialhatoé A*-ban, kénnyen lathato, hogy 0f(A*) = {V f(\*)}.)

A tovabbiakban tekintsiik a kévetkezd R™ — R lineéris fliggvényeket:
ahol h; e R, f e R" ési=1,2,...m.

Ezen fliggvények felsé burkoldja:

Z(A\):= max h; + fi\.
i=1,..m
Legyen E(X) := {i: Z(\) = h; + fiA}. Vilagos, hogy Z konvex fiiggvény. Z szubgradienseirdl
sz0l az alabbi.

5.8. lemma. Minden i € E(X*) index esetén f; € 0Z(N*). Tovdbbd 0Z(N*) = conv(f; : i €

Bizonyitas. Minden ¢ € E(\*) index esetén f; € 0Z(\*), hiszen
Z(A) >=hi + fid = hi + fi X"+ fi(A = X) = Z(X") + fi(A = X").

Masrészt be kell latnunk, hogy 0Z(A\*) = conv(f; : ¢ € E(A*). Indirekt tegyiik fel,
hogy nem, azaz van olyan s € 0Z(A\*), ami nem irhato fel az f;, i € E(\*) vektorok konvex
kombinaciojaként. Ez azzal ekvivalens, hogy a kovetkez§ linearis egyenletrendszernek nincs

megoldasa
fi
> oe(1)=(7)

i€B(\*)
p > 0.

A Farkas Lemma megfelel6 alakjat hasznalva ebbdl kovetkezik, hogy van olyan v vektor és vg
skalar, hogy

fiv+v9 <0, i€ E()\*)
sv + vg > 0.

Igen am, de ekkor fiv < —vy < svminden i € E(\*) indexre. A (v, vg)-t atskalazva (megszoro-
va egy kicsi pozitiv szammal) olyan A = A*+wv vektort definialhatunk, amelyre Z(\) = h;+ fi\
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teljesiil legalabb egy i € F(A\*) indexre (itt hasznéaljuk ki, hogy Z(\) szakaszosan lineéris. Ek-
kor azonban

Z(AN) =hi+ fix=hi+ i)+ fiA=X) = Z(\*) + fiv < Z(\") + sv,

ami ellentmond annak, hogy s € 9Z(\*). O

Most megadjuk az altalanos szubgradiens algoritmust, amely az f fliggvény minimumat
hatarozza meg.

Altaldnos szubgradiens-algoritmus

e Vilasszunk egy kezds A' pontot.

o Iterativ lépés: A1 := X' — ;s ahol s' € Of(\), oy pedig egy pozitiv 1épés-
hossz.

e Leallasi kritérium: 0 € 9f(\?), azaz minimumhelyhez jutottunk.

A fenti algoritmus alkalmazéasaiban a leallasi kritérium ritkan teljesiil, altalaban elegendd
id6 elteltével fejezddik be az algoritmus. Az «; lépéshosszt a konvergencia lehetdségének
megadasa miatt célszert egyre csokkenteni. (Amennyiben Y 7, a; divergens, «; pedig a 0-
hoz konvergal, megmutathatd, hogy a fenti algoritmus konvergalni fog az f minimumhelyéhez.
Amde a tapasztalat szerint ekkor elég lasst a konvergencia.)

A tovabbiakban megadjuk szubgradiens-modszer minimalizalésira szolgalé moédosi-
tasat.

Szubgradiens-algoritmus

e Valasszunk egy kezds \' értéket.

e Iterativ lépés: A1 = max(\' — a;(b — Ax(A\Y)),0), ahol z(A\?) a (5.11) feladat
optimélis megoldésa, «; pedig egy pozitiv 1épéshossz.

Az algoritmus modositasara azért volt sziikség, mert az L csak nemnegativ vektorokon van
értelmezve. Ezért az iterativ 1épésben a negativ koordinatakra valé valtoztatést egyszerten 0-
ra valo valtoztatéassal keriiljiik el. Meg kell még mutatnunk, hogy valoban egy szubgradienssel
ellentétes iranyba lépiink.

5.9. allitas. b — Ax(\') € OL(\Y).

Bizonyitas. Tekintsiik a (5.11)) Lagrange fiiggvényt. O

5.4. Benders dekompozicio

A Benders dekompozici6é (Benders, 1962) fgleg olyan vegyes programozasi feladatoknal hasz-
nalhato jol, ahol kevés egészértéki valtozd van. A moddszer bizonyos értelemben a Lagrange
relaxaci6 ,dualisa”. mig ott az egyelGtlenségeket bontottuk egy konnyebb és egy nehezebb
részre, itt a valtozokkal tessziik ezt.
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A kovetkezd feladatot szeretnénk megoldani:

mincr + fz
Ax+Bz>b
z e RY
zeZ?

Rogzitett z € Z4 vektorra tekinthetjiik a kovetkezs LP(Z) alfeladatot:

mincz + fZ
Ax >b— Bz
z e RY

A duélis D(z) feladat:

maxy(b— Bz) + fz
yA<ec
y € R

Legyen Q = {y € RT' : yA < ¢} a megengedett dualis megoldasok halmaza; vegyiik észre,
hogy ez nem fiigg z-t6l. Feltessziik, hogy ) nemiires. Legyenek ¢i1,...,qr a @ cstcsai, és
T1,...,Tk & @ extrém irdnyai (csics biztos van, extrém irany nem feltétleniil). Ha egy r;
extrém iranyra r;(b — BZ) > 0, akkor a D(Z) feladat célfiiggvényértéke nem korlatos, tehat az
LP(Z) alfeladat nem megoldhato.

Ha viszont nem létezik ilyen r;, akkor az LP(Z) alfeladat optimumeértéke max;—1 1 q;(b—
BZ). Tehat a kovetkez6 ugynevezett Benders fdfeladat ekvivalens az eredeti feladatunkkal:

min o (5.15)
fz4+q(b—Bz) <« (t=1,...,k) (5.16)
ri(b— Bz) <0 (i=1,....,0) (5.17)
z€Z7° (5.18)

A egyenlGtlenségeket optimalitéasi feltételeknek, mig a egyenlGtlenségeket meg-
engedettségi feltételeknek nevezziik. Csdkkentett féfeladatrdl beszéliink, ha az optimalitasi és
megengedettségi feltételek egy részét kihagyjuk a rendszerbsl. A Benders médszer gy miiko-
dik, hogy kiindulunk egy csokkentett f6feladatbol amit kénnyen meg tudunk oldani, és utana
egyesével vesziink hozza optimalitasi vagy megengedettségi feltételeket. Ez e kovetkezSképpen
torténik.

1. Megoldjuk a csokkentett féfeladatot. Optimalis megoldas: (z,@). Figyeljiik meg, hogy
@ als6 korlat az eredeti feladat optimuméra.

2. Megoldjuk az LP(z) és D(Z) feladatokat.

e Ha LP(Z)-nak az optimumértéke @ — fZ, kész vagyunk.

e Ha az optimumérték szigortian nagyobb mint & — fZz, legyen ¢; a D(Z) feladat
optimalis csicsa. Ekkor a féfeladatban a (Z,@) megoldas nem teljesiti a g;-hez
tartozo optimalitasi feltételt. Vagyiik ezt hozza a csokkentett féfeladathoz.

e Ha LP(Z)-nak nincs megoldasa, akkor D(Z) nem korlatos, tehat van r;, amire
ri(b — BZ) > 0. Ekkor a féfeladatban a (Z,@) megoldas nem teljesiti az r;-hez
tartozo megengedettségi feltételt. Vagyiik ezt hozza a csokkentett féfeladathoz.
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3. Folytassuk az algoritmust az 4j csOkkentett féfeladattal.

5.10. tétel. Ha a kiindulo vegyes-egészértékd program optimuma véges, akkor az eljdards véges
sok lépésben megtaldlja azt. Mivel

Megjegyzés: az algoritmus kozelitd algoritmusként is jol hasznalhato, hiszen ha az LP(Z)
alfeladat optimumeértéke kozel van a-hoz, akkor az optimumhoz is kozel van.

Alkalmazas a Szolgaltato-elhelyezési feladatra

Tekintsiik a Szolgaltato-elhelyezési feladatot (1.5 fejezet) abban az esetben, ha a telephelyek
tetszGlegesen nagy kapacitastak lehetnek:

min Z Z Cij%ij + Z ijj (519)

€M jeEN JEN
feltételek
> mi=1, ieM (5.20)
JEN
— Ty +2 >0, t€eM,jeN (5.21)
reRP, ze€{0,1}" (5.22)

Rogzitett z € {0, 1}" mellett tekintsiik az LP(z) feladatot:

LP(Z) =min Z Z CijTij + Z szj (523)

i€M jEN jEN
feltételek

=1, ieM (5.24)
JEN

—x5 > —Z, 1€M,jeN (5.25)
r € R7T™ (5.26)

Ez szétesik |M| darab, egymastol fiiggetlen LP-re:

LP/(z) =min Y  c;jmi (5.27)
JEN
feltételek
> =1, (5.28)
JEN
— Ty > —2Zj, jEN (5'29>
Tij 2 0, j€N (5.30)

Adott i € M esetén LP(z) dualis feladata:

max u; — Z VijZj (531)
JEN

Ui — Vij < Cijs j eN (5.32)

Vij >0, j€N (5.33)

A Qi = {(uj,v) € R*™ | v >0, u; —vij < ¢, Vj € N} poliédernek a csticsai (uf = ci,
vfj = (cik — ¢ij)T, j € N) alakiak, ahol & € N. Ezen tul van egy végtelen iranya is:
(ul- = 1>Uij = 1,j c N)
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A végtelen irdny alapjan az LP’(z) megoldhato, a.cs.a ha
1-) z <o
JEN
A csticsok pedig meghatarozzak az optimum értékét, tehat

LPi(E) = ggne%\}/{(cm — %:V(Czk - Cij)+2j).
J

Mindezeket Gsszerakva kapjuk a Szolgaltatd elhelyezési feladat Benders alakjat:

min Z o; + Z fizj

i€M jEN

feltételek

Cik — Z(Cikz — Cij)+zj <aj, keN,ieM
JEN

> 5>1,

JEN

z €{0,1}".

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)

Vegyiik észre, hogy 6sszesen nm + 1 feltételiink van, ami polinomialis az input hosszaban.

5.5. Oszlopgeneralas

5.5.1. Tobbtermékes folyamok

Jol tudjuk, hogy a maximaélis folyamproblémara jobbnal jobb kombinatorikus algoritmusok
adhatok, amelyek rdadasul még egészmegoldasokat is adnak, ha az élkapacitdsok egészek.
Mi a helyzet tobb termék kozos hélozatban valé aramoltatdsakor? Sajnos ez a feladat a
legegyszertibb esetekben is nehezen kezelhetd, ha az egészértéki folyamok keresése a célunk.

Tobbtermékes (tort) folyam probléma

i-re.

Adott a G = (V, E) iranyitott graf, az (s;,t;) pontparok ¢ = 1,2,...k, és a nemne-
gativ c. élkapacitidsok minden e € E élen. Tovabba adottak a d; igények is minden

Minden i-re keressiink 2’ d; értéki folyamot tigy, hogy minden e élre Zle 7t < ce.

Az (s4,t;) parok természetesen kiilonbozdek, és a hozzajuk tartozo folyamot nevezziik az

t-edik terméknek.
A probléma természetesen megfogalmazhato6 iranyitatlan grafokban is.

Tobbtermeékes egészértékd folyam probléma

vesznek fel, azaz x! egész minden i-re és e élre.

A fenti probléméban olyan folyamokat keresiink, melyek minden élen egész értéket

Az egészértéki feladat NP-teljes, mar két termék esetén minden élen ¢, = 1 mellett is.
Természetesen a sokrétii gyakorlati alkalmazésok miatt igen sokféle kozelité és heurisztikus

algoritmust kidolgoztak.
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Lagrange relaxacié

Nézziik a feladat koltséges valtozatat, amikor minimalis koltségii tobbtermékes folyamot ke-
resiink. Tekinthetjiik a feladatnak azt a Lagrange-relaxacidjat, ahol a kapacitas-feltételeket
relaxaljuk és épitjiik be a célfiiggvénybe. Az igy kapott feladatban nincsenek felsé korlatok,
tehat az nem més mint k darab, egymastol fiiggetlen minimélis koltségi folyam feladat. Ré-
adasul mivel nincsenek fels§ korlatok, ezek a minimalis koltségi folyam feladatok val6jaban
minimalis koltségi ut kereséssel megoldhatok.

A . Fejezetben leirtak szerint a Lagrange dualis feladat megoldasa kiszamolhato (leg-
alabbis kozelithets) szubgradiens modszerrel. A szubgradiens kiszadmolasa a mi esetiinkben
egyszertd: meg kell nézni, hogy az egyes éleken mennyivel 1épjiik tul a kapacitast, ha a legro-
videbb utakon szallitjuk a termékeket.

A modszer kicsit finomithat6: ugyan a Zle 7t < ¢, feltételeket relaxaljuk, de az 2! < ¢
feltételeket benne hagyhatjuk a rendszerben. Ekkor a Lagrange feladat k darab fliggetlen
minimalis koltségti folyam feladat lesz, tehat nehezebb kiszamolni, viszont a szubgradiens
algoritmus gyorsabban kozelit a Lagrange dualis feladat optimuméhoz.

Mi lesz a Lagrange dualis feladat optimuma? Mivel a relaxélt rendszer egy egész poliédert
ir le, a [5.5] Tétel alapjan ez az optimum megegyezik az eredeti feladat LP relaxaltjanak
optimumayval, azaz az optimalis tort tobbtermékes folyam koltségével.

Ford-Fulkerson algoritmus

A tovabbiakban a silyozatlan tortvaltozat megoldéasara ismertetjiikk Ford és Fulkerson 1958-
bol szarmazé klasszikus oszlopgeneralds algoritmusat.

A tortvaltozat tehat azt kérdezi, hogy az alabbi egyenlGtlenség-rendszernek van-e megol-
désa.

0,i(V) —0,i(v) =0 Vi=1,2,...k,veV —{s;t;} (5.40)
(5331(81) — Qxi(Si) = di Vi = 1, 2, .k
k .
Zmé <c VeeFl
i=1

>0 Vi=1,2,...k,ec E.

Ezek szerint a fenti linearis programot kell egy alkalmas moddszerrel megoldanunk.

Ha k, valamint a graf nagy, akkor a fenti LP nagyon sok valtozot és feltételt tartalmazhat, és
a megoldasa lasst lehet a szokasas modzserekkel (primal vagy duél simplex algoritmus). Ezen
probléma lekiizdésére Ford és Fulkerson meglep6 médon egy még nagyobb lineéris programot
irt fel! (Annyit elre elarulunk, hogy szerencsére magat a feladatot majd nem kell felirni, csak
azokat a részeit, amikre sziikség lesz.)

Amennyiben létezik d; értékii 2° (s; — t;)-folyam, akkor létezik egy y* < z* folyam is, amely
elgall (s; — t;)-utak nemnegativ linearis kombinaciojaként.

Jelolje n; az (s; — t;)-utak szaméat. Ekkor a kovetkezd feladat ekvivalens -tel.

k  n;
Z Z zijxfij < ce minden e € E, (5.41)
i=1 j=1

ng
Zzij = di W i,
7j=1

Zij Z 0 v ivjv
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ahol x© a P ut élekre vonatkozo karakterisztikus vektorat jeloli.

Most fogalmazzuk meg maximalizalasi feladatként —t.

Adjunk a grafhoz k darab j pontot s/, s5, ... s}, és k darab 4j iranyitott élet: s|s1, shso, ...
si.Sk rendre a dy, da, . . . dj, kapacitasokkal. Erre a grafra felirva a feltételeket a valtozok
nemnegativitasa mellett keressiik

maximumét. Amennyiben ez a maximum Zle d;, akkor az eredeti feladatnak is van megol-
dasa, kiilénben pedig nincs.

Ez tehat ekvivalens az alabbi linearis programmal, ahol P jeloli az dsszes (s;, t;)-at halma-
zat.

max g Tp.

PeP
Z zpxt < ce VeckE, (5.42)
=
ap > 0 VYPeP, (5.43)

Adjunk minden kapacitasi megszoritast jelents sorhoz egy foloslegvéltozot, jeldljiik A-val
az él-ut illeszkedési matrixot, és w € RE*P pedig legyen az a vektor, mely minden tthoz
tartozé komponensében 1, az élekhez tartozé komponensében pedig 0.

max wax
[Allz=c (5.44)
x>0

Tegyiik fel, hogy P’ C P és E' C E olyan részhalmazok, melyekre |P’| + |E'| = |E|, és a
hozzajuk tartozo B-vel jelolt [A I] oszlopok linearisan fliggetlenek. Jeldlje B a kivalasztott
indexeket. Ekkor a B béazishoz tartoz6 bazis-megoldasnak nevezziik azt az x-et, amely a nem
B-beli indexekben 0, a tébbiben pedig a Bxp = ¢ egyértelmi megoldésa.

Most megmutatjuk, hogy a szimplex algoritmus hogyan val6sithaté meg oly modon, hogy
ne kelljen felirnunk magat a teljes A méatrixot, amely oszlopainak a szama rettenetesen nagy
(sok-sok ut darabszama).

(5.44) egy azonnal ad6d6é nemnegativ bazis-megoldasat adja a B = E eset.

Egy adott nemnegativ bazis-megoldas vajon optimalis-e? Ezt a kévetkezSképpen ellendriz-
hetjiik.

El6szor oldjuk meg a B-hez tartozo program min{yc | yB > wp} dualisat, majd ellendriz-
ziik, hogy ez az y megengedett megoldasa-e —nak, mert ha igen, akkor az xp optimalis.
ha pedig nem, akkor atlépiink egy maésik bazisra, amelyhez tartozé egyértelmd megoldés nem-
negativ marad, és iterdljuk az eljarést.

Kétféle dualis feltétel van, hogyan ellendrizhetjiik ezek teljesiilését? A B-ben benne nem
lévG élekhez tartozo I-beli oszlopokbol szarmazoé feltétel egyszertien ezen gy, valtoz6 nemnega-
tivitasat mondja ki. Ezt konnyt ellenérizni, és ha taldlunk negativ értékid valtozot, akkor az
legyen a bazisba bemend oszlop indexe, és majd megmondjuk, nemsokara, hogy ezt a bevitelt
hogyan valésitjuk meg.

A B-ben nem lév§ utak rengetegen vannak. Egyesével nem tudjuk ellendérizni, hogy egy
adott P utra az yy© skalaris szorzat vajon 1-nél nagyobb-egyenls-e. De szerencsére egyszerre
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ez megtehetd! Ugyanis szamitsuk ki minden ¢ termékre a legrovidebb (s;,t;)-utat az y élsa-
lyozas mellett. Ha mindegyik nagyobb egynél, akkor minden feltétel teljesiil, ha pedig nem
mind, akkor kapunk olyan egy P utat, amelyhez tartozo duélis feltétel sériil, és egy ilyen
uthoz tartozé oszlopot vigyilik be ekkor a bézisba. Lényeges elem, hogy ekkor méar tul va-
gyunk az y nemnegativitasanak vizsgalatan, tehat a legrévidebb utak nemnegativ élsilyokkal
hatarozand6k meg, ami konytiszerrel végrehajthato.

Hogyan hatarozzuk meg azt az indexet, amelynek el kell hagynia a bazist? Ha a bejovs
index az e élhez tertozik, akkor oldjuk meg a Bx = 1. egyenletet, ha pedig a bejovs index
egy uthoz tartozé P, akkor pedig a Bx = x! egyenletet. A Bz = ¢ megoldasa utan a
szimplex moédszernél tanult hanyados-modszer segitségével kivalaszthatunk egy olyan indexet,
amelyhez tartoz6 oszlop B-bdl valé torlésével és a meghatarozott oszlop hozzavételével a
Bz = ¢ egyértelmd megoldéasa ismételten (automatikusan) nemnegativ lesz.

Ezzel be is fejeztiik a Ford és Fulkeerson szerzéparos oszlopgeneralos algoritmuséanak a le-
irdsat. Az oszlopgenerélas elnevezés onnan ered, hogy nem tekintjiik az dsszes oszlopot, csak
azokat, amelyekre sziikségiink van. Ezen fenti algoritmus a szimplex-mddszerhez hasonléan
ciklizalhat, de ennek el6fordulasara vajmi kevés az esély, illetve a szimplex-modszernél al-
kalmazott lexikografikus vélasztési szabaly alkalmazasaval ez itt is elkeriilhetd (ahogyan azt
Chvatal 1983-ban bizonyitotta).

12. feladat. Mutassuk meg, hogy a tobbtermékes folyam feladatnak a d; igények mellett akkor
és csak akkor van megolddsa, ha minden [ € Rf hosszfiigguényre teljesiil a kévetkezd

k
Zdi - disty(siy i) < Z I(e) - c(e),
i—1

eck

ahol disty(s;,t;) az s;-bol a t;-be vezetd | szerinti legrovidebb irdnyitott it hosszdt jeloli. (Ut-
mutatds: Haszndljuk a Farkas-lemmdt!)

5.5.2. Egydimenzids szabasi feladat

Ennél a feladatnal W hossziséagu papirtekercseink vannak, amikbdl adott hosszisédgu dara-
bokat kell vagni, minél kevesebb tekercset felhasznalva. Tegyiik fel, hogy w; hosszi papirbol
b; darabra van sziikség (i = 1,...,m). Nevezzik az m kiilonb6z6 hosszt papirt tipusoknak.
Hogy tudjuk ezt a feladatot egészértéki programozéasi feladatként felirni?

Egy tekercset sokféleképpen lehet felvagni darabokra (nevezziik a lehetséges felvagasokat
szabasmintaknak). Figyeljiikk meg, hogy a lehetséges felvagasok pont egy egészértéki hatizsak
feladat megoldasai, ahol a targyak stlya w; (i = 1,...,m), a hatizsak teherbirasa pedig W.
Kézenfekvs volna tehat a hatizsakfeladathoz hasonld felirast keresni. Azonban most teljesen
méast csindlunk: az Gsszes lehetséges szabasmintahoz valtozot rendeliink!

Tegyiik fel hogy n lehetséges szabasminta van. Legyen A az az m X n-es matrix, aminek egy
adott szabdsmintahoz tartozo oszlopdban az szerepel, hogy melyik tipusbdl hanyat ad. Fz az
A maétrix nagyon nagy, ugyhogy az algoritmus soran sosem fogjuk hasznalni, de a feladatot
ennek segitségével irjuk fel:

n
min E T
Jj=1

Az > b
x>0

T egész.
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Ennek a feladatnak a lineéris relaxaltjat fogjuk megoldani az oszlopgeneralas modszerével:

n
min E xj
Jj=1

Ax >0
x > 0.

Ha a b; szamok viszonylag nagyok, akkor a linearis relaxalt optimélis megoldasabdl altalaban
konnyen kaphato egy jo egészértéki megoldas. Probléma viszont, hogy a feladatnak nagyon
sok valtozoja van. Ezért elGszor kivalasztunk néhany szabasmintat, és megnézziik hogy csak
ezeket hasznalva mi a legjobb megoldas. Legyen A’ a kivalasztott szabasmintdkhoz tartozo
oszlopokbél 4all6 részmatrix. Ekkor a feladatunk:

min Y0 z; max y .o biyi
Primal: A’z > Dual: yA" <1
z >0 y >0.

Ezt szimplex modszerrel meg tudjuk oldani, és kapunk egy optimalis primal megoldast (z')
és egy optimalis dual megoldast (y/).

Persze ' nem feltétleniil optiméalis megoldasa az eredeti feladatunknak. Annyit tudunk
hogy ha y megoldasa az eredeti feladat dudlisdnak, tehat ya < 1 minden a szabasmintara,
akkor z/ optimalis. Latszolag nem jutottunk elérébb, hiszen hogy tudnank ezt az Osszes
lehetséges szabésmintéara ellenérizni? Masszéval: hogy tudnank megoldani a

max{ya : a egy lehetséges szabasminta}

feladatot?
A valasz az, hogy ez pont egy hatizsék feladat, hiszen igy fogalmazhato at (vigyazzunk, y
itt most konstans, nem valtozo):

m m
max{z Yizi Zwizi < W, z>0, egész.}

=1 i=1

Hatizsakfeladat megoldaséara ismeriink modszereket, ezek valamelyikét hasznalva kapunk egy
optimalis z vektort, ami megegyezik az A maéatrix valamelyik a oszlopaval, hiszen A-ban az
osszes lehetséges szabasminta szerepelt. Ha ya < 1, akkor kész vagyunk, az x’ optimaélis
megoldas. Ha ya > 1, akkor hozzéavessziik az a oszlopot az A’ méatrixot, és ezzel az j matrix-
szal megisméltejiik az eljarast. Az eredmény a "nagy" LP egy optimalis megoldésa, amiben
az x; valtozok nem feltétlentil egészértékiiek.

A tapasztalat azt mutatja, hogy ez az eljaras hatékony: nem tul sok iteracioé utan megtalalja
az optimélis (tort) megoldéasat az LP-nek.

5.6. Graver-féle teszthalmaz

Ezt a modszert akkor hasznalhatjuk, ha sok kiilonb6z§ feladatot akarunk megoldani, amiknek
a méatrixa ugyanaz, csak a valtozok korlatjaban és a jobboldalban térnek el. Definidljunk egy
feladatosztalyt:

IP(b,c,u) =min{cz : Az =b, 0 <z <wu, x € Z"}.

Jelolje O; az R™ j-edik ortansat (j = 1,...,2"). Legyen C; = O;jN{x € R" : Az = 0}, ez
egy csticsos racionalis kup, tehat van egy H; egyértelmd minimalis Hilbert-bézisa.
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5.11. definicié. A H = U;H; halmazt a feladatcsalad Graver teszthalmazanak nevezziik.

A teszthalmaz elnevezést az indokolja, hogy egy adott megoldasroél a teszthalmaz segitségé-
vél el tudjuk donteni, hogy optimélis-e, és ha nem, tudunk egy jobb megoldast talalni. Errsl
sz0l a kovetkezd tétel.

5.12. tétel. Ha az IP(b,c,u) feladatnak egy x megolddsa nem optimdlis, akkor létezik h € H,
amire x + h jobb megoldds.

Bizonyitas. Legyen z* egy optimalis megoldasa IP(b,c,u)-nak. Ekkor A(z* —x) = 0,
¥ —x € Z", és c(x* —x) < 0. Legyen O; az z* — x vektort tartalmazo ortans. Mivel z* —z a
Cj egész eleme, el6all Hj-beli vektorok nemnegativ egész kombinaciojaként: z*—x = Zfl ik,
ahol minden \; pozitiv egész.

Mivel ¢(z* — x) < 0, valamelyik i-re ch’ < 0. Ekkor h = h' teljesiti a tétel feltételeit:
egyrészt c¢(z + h) < cr, masrészt z; —xj; > 0esetén 0 < hy < 2} — xj, xj —x; < 0 esetén
pedig 0 > h; > x; —xj, tehat 0 < o + h < u kévetkezik abbdl, hogy 0 < z,2* < u. O

Természetesen H lehet exponenciélis méretd, tehit ez a modszer nem mindig hatékony.
Ha H nem tul nagy, akkor is nehéz kiszdmolni, de ezt csak egyszer kell megtenni, és utana a
feladatosztaly tetszdleges feladatara hasznélhatjuk.
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6. fejezet

Az utazoéiigynok feladat heurisztikai

Az utazotigynok feladata a G = (V, E) n pontu teljes grafban a ¢ : E — Ry élhosszak
esetén a legrévidebb olyan kornek a megkeresése, amely a graf minden pontjan athalad. Ezt
a kort a graf legrovidebb Hamilton-korének vagy optimalis (utazoiigynok-) turajanak fogjuk
nevezni. Természetesen megfogalmazhaté az a feladat is, amikor az u pontbdl v-be haladva
més az €l hossza, mint a v-bdl az u-ba haladva. A tovabbiakban mi csak a fenti, igynevezett
szimmetrikus utazoigynok feladattal foglalkozunk, rdadésul még feltessziik azt is, hogy az
élhosszakra (méas szoval élstlyozasra vagy élkoltségekre) teljesiil az haromszog-egyenlGtlenség
is, azaz tetszéleges u, v, z pontokra igaz az alabbi:

c(uv) + c(vz) > c(uz).

Utazdtigynok feladat
A G = (V,E) teljes grafban a ¢ : E — Ry élhosszak esetén a legrovidebb olyan
kornek a megkeresése, amely a graf minden pontjan athalad. Feltesszik, hogy c
teljesiti a haromszog-egyenlGtlenséget.

Most tekintsiink néhény eljarast, amelyek nagyon gyorsan megadnak valamilyen turat.
Azt, hogy mennyire van kozel az optimumhoz egy ilyen tn. heurisztika altal megadott tura,
tobbféle mérdszammal is jellemezhetjiik. Legkézenfekvébbnek latszik a matematikai viselke-
dés, azaz megadni, hogy tetszbleges grafra a heurisztika altal adott megoldas sohasem lesz
rosszabb, mint az optimum K-szorosa. Ez a matematikailag garantalt K érték azonban a
legtobb algoritmus esetén nagyon tévol all a gyakorlatban felmeriils problémakra adott meg-
oldasok optimummal valé hanyadosatol! A kovetkezs athidaldo megoldas sziiletett. Reinelt
osszeallitott hozzavetsleg 100 tipikus gyakorlati feladatot a TSPLIB [11] konyvtéarba, és a kii-
16nféle heurisztikakat ezen feladatokra adott megoldasaik alapjén jellemezhetjiik tgy, hogy a
TSPLIB mérgszamuk azon szamok atlaga, ahényszorosat a TSPLIB-feladatok optimumanak
adjak. Fz a mér@szam adja meg legjobban, hogy egy konkrét feladatra varhatdéan milyen jol
miikddik egy heurisztika, vagy akar a sajat magunk altal kidolgozott algoritmus.

6.1. A legkozelebbi szomszéd heurisztikaja

Keresslink meg egy legrévidebb élet, aztdn ennek az egyik végpontjabol elindulva lépjiink
tovabb mindig egy legkozelebbi pontba, ahol még nem jartunk. Végil egy n-hosszii utat
kapunk, és kényszertiségbdl 1épjink a kiindulopontunkba. Ennek az algoritmusnak a TSPLIB
mérdszama 1.26. (Esetleg indithatjuk tetszéleges pontbdl is az algoritmust.)
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(Ezen modszer nem megleps modon igen kacifantos bejarasokat ad annak ellenére, hogy
lokalisan a legjobb tovabblépést valasztja. Nagyon kéonnyen kihagy ugyanis pontokat, amiket
a tira utolso pontjainak meghatarozasakor csak igen nagy koltségekkel jar be.)

6.2. Taranovel6 modszerek

Az alabbi heurisztikdk mind tgy miikddnek, hogy kivalasztanak valamilyen szabaly szerint
egy kiindulési élet, aztdn hozzévesznek egy pontot, harom pontbdl all6 turat kapva igy. A
tovabbiakban, ha van mar egy kisebb turank, akkor valamilyen szabaly szerint kivalasztjak
a kovetkezd besztrando pontot (ez a szabaly kiilonbozteti meg ezen algoritmusokat), és be-
szarjék a turdba azon két pont kozé, amellyel a tara hossza a lehetd legkevesebbel ng, azaz
megkeresi azon két, a meglévs tiuraban egymas utan kovektkezs u, v pontot, amelyre a beszi-
rando s ponttal a kovetkezé érték minimalis:

c(us) + c(vs) — c(uv).

o Legkozelebbi pont besztrasa. Egy legrévidebb élbél indulunk ki. Egy meglévd
taratol egy adott pont tavolsaga a tira pontjaitol vett tavolsdgok minimuma. A leg-
kozelebbi pont beszurasa azt jelenti, hogy a turédhoz legkozelebbi pontot valasztjuk ki,
és azt szirjuk be (a fenti dltalanos szabaly szerint, azaz a legkisebb hossznovekedéssel).
Ezen algoritmus TSPLIB mérgszama: 1.77.

o Legtavolabbi pont besztrasa. Egy leghosszabb élbél indulunk ki, és mindig a taratol
legtavolabbi pontot sztrjuk be. TSPLIB: 1.16.

e Legolcs6bb beszuras. Egy legrovidebb élbél indulunk ki, és megnézziik, hogy a turé-
ban nem szerepld pontok beszurasa mekkora turahossz-névekedést eredményez. Azt a
pontot szirjuk be, amelyre ez minimalis. TSPLIB: 1.77.

e Véletlen pont besztrasa. Véletlenil vélasztjuk ki a soron kévetkezs beszturando
pontot.

Talan meglepének tiinik, hogy a legtéavolabbi pont beszirasa miikddik a legjobban a foldi
koriilmények kozott. Erre magyarazat taldn, hogy a végsd tiura hozzavetsleges alakjat mar
elég koran megtalaljuk, és aztan méar csak kicsi valtozasok torténnek. (Persze ennyire azt is
meg tudnank indokolni, ha barmely masik beszurasi modszer miikédne jobban a tébbinél.)

Legyen T egy részleges turdja G-nek (azaz tura G egy részgrafjaban), és v ¢ T csucs.
Jelolje 6(T',v) a minimélis tura-hossz novekedést a v csics hozzavételével.

6.1. lemma. Legyen T egy részleges turdja G-nek, v ¢ T, w € T. Ekkor 6(T,v) < 2¢(uv).

Bizonyitas. Ha v az u és w cstcsok kozé keriilne T-ben, akkor a ttara hossza c(vu) +
c(vw) — c(uw)-val névekszik. Mivel c(vw) — c(uw) < ¢(uv) a hdromszog-egyenlStlenség miatt,
c(vu)+c(vw)—c(uw) < 2¢(uv). Mivel a §(T, v) a minimélis novekedés mértéke, ezért §(T', v) <
c(vu) + c(vw) — c(uw) < 2¢(uv). O

6.2. tétel (Rosenkrantz, Stearns, Lewis, 1977). A legkdzelebbi pont besziurdsi heurisztikdja
dltal az utazotigynok feladatra adott megoldds hossza az optimdlis megoldds legfeljebb 2-szerese.

Bizonyitas. Prim feszit6fa algoritmusét fejezet) hasznaljuk. Megmutatjuk, hogy a
Prim algoritmusa altal adott I’ feszit6fa és a vizsgalt heurisztika altal szolgaltatott T' tura
hosszéra teljesiil, hogy ¢(T') < 2¢(F'). Mivel az optimalis tira hosszanal nem lehet hosszabb
egy minimalis feszitéfa hossza, ezzel a tételiinket be is bizonyitjuk.
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Belatjuk, hogy Prim algoritmusa és a heurisztika parhuzamos lefutésa kozben a ¢(T') <
2¢(F") osszefliggés mindig fennall az azonos pontszamt 1" résztura és F' fa hossza kozott.
A kiinduléasi hdrom pontia fara és korre nyilvan igaz, ha pedig egy résztiurara teljesiil, akkor
vegylik észre, hogy a fa és a résztura ponthalmaza megegyezik, az Gj pont hozzévételekor
pedig a haromszog-egyenlGtlenség szerint legfeljebb kétszerannyival ng a tara hossza, mint a
faé. Ugyanis, az el6z6 lemma szerint §(7",v) < 2¢(u,v), ahol v a beszirandé pont, és u € T’
az a kozOs pont a taraban, és a faban, ami v-hez a legkdzelebb van. O

6.3. tétel (Rosenkrantz, Stearns, Lewis, 1977). Tetszdleges beszirdsi mddszer dltal az utazd-
tigynok feladatra adott megoldds hossza az optimdlis megoldds legfeljebb ([logy n] + 1)-szerese.

A tétel bizonyitasdhoz tobb allitason keresztiil vezet az t.

6.4. lemma. A G = (V,E) minden csicsihoz hozzdrendelink egy £, > 0 szamot, amely
teljesiti a kovetkez? két feltételt:

(i) c(uv) > min{l,, ¢y},
(ii) €, < $OPT.
Ekkor >, ey lv < 2([logyn] +1)OPT.

Bizonyitas. A cstcsok atsorszamozaséaval feltehetjiik, hogy ¢4 > ¢5 > --- > £,. Legyen
Hy = (Vi, E)) részgrafja G-nek, ahol Vi = {1,...,min{2k,n}}, és E; a Vj csucsok altal
feszitett Osszes él.
Legyen T egy tura Hp-ban, amely ugyanolyan sorrendben latogatja végig a Hj cstcsait,
mint egy G-feletti optimalis tura. Ekkor ¢(T') < OPT a haromszog egyenldtlenség miatt.
Tovabba léteznek olyan a,, € {0,1,2}, v € Vj, szamok, amelyekre EUGVk ay = |V, és
o(T) = 3 ey, awly. Ugyanis

c(T) = Z c(uv) > Z min{¢,, ¢, } = Z by,

uwv€eT uwv€eT veVy

ahol az els6 egyenlStlenség az (i) feltételbsl kovetkezik, és a masodik peddig abbol, hogy egy
v € V}, csticshoz a turanak 2 éle illeszkedik.
Mivel » 7, ey, o = Vil ezért

min{2k,n}
Sty = Y 20
'UEVk i=k+1
Legyen k = 27. Ekkor kapjuk, hogy
[log, n]—1 [logyn]—1 min{20+1) n} n
S oorrz Y 2 Y axyow
Jj=0 Jj=0 i=27+1 i=2

Mivel ¢ < LOPT az (ii) feltétel miatt, kapjuk a

(Mogyn] +1)OPT > 24,
=1

és ezt akartuk bizonyitani. O
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Most mar johet a [6.3] Tétel bizonyitasa:

Legyen vy, vs,...,v, a csucsok beszirasi sorrendje egy 1" tiura épitése soran, (vi,vs) a
kezdeti él. Jeldlje T; az elsG 4 cstucs beszirasaval nyert részleges turat, azat 11 egy hurokél,
T5 két parhuzamos él, stb. Legyen ¢,, = %(5(1}-_1,%), i =2,...,n, és £, =0. Megmutatjuk,
hogy az £, sulyok teljesitik a Lemma feltételeit.

Az ¢, nyilvan teljesiti az (i) feltételt, mivel c(uvy) > 0 = £,,. Méasrészt, mivel v; ¢ T;_1, és
besziraskor a v; csticsot a legkisebb hossznévekedés alapjan illesztjik a T; 1 részleges turaba,
ezért §(T;—1,v;) < 2¢(v;u) minden u € T;, a Lemma alapjan. Tehat ¢,, < c¢(v;u), amibol
kovetkezik, hogy c(viu) > £,, > min{¢,,, £, }. Tehat az (i) teljesiil minden {v;,v;} élre, ahol
J < i. Mivel az Gsszes cstics sorra keriil a ttra épitése soran, ezért (i) teljesiil.

Most nézziik az (ii) feltételt. £,, = 0 miatt v; teljesiti. vy esetében 6(17,v2) = 2¢(v1,v2) <
OPT, mivel az optimélis tira tartalmazza a vy és ve csticsokat valamilyen sorrendben, tehét a
haromszog egyenl6tlenség miatt a v1 -bol a va-be vezetd darabja nem révidebb, mint ¢(vy, v2),
és a v9-bdl a vi-be vezetd része nem révidebb, mint c(vg, vy). Mivel ¢(vy,v2) = c(ve,v1), igy
2¢(v1,v2) < OPT. Altaldban §(T;—1,v;) = c(vjvi) + c(vivg) — c(vjvg), valamely vj,vx € T
cstucsokra (amelyek kozé beszurtuk v; a tara épitése soran). Csakhogy az optimalis tira
hossza fels6 becslés a c(viv;) + c(vjv;) Osszegre, mivel mindharom csiicsot az optimélis ttra
végiglatogatja, és a haromszog egyenlGtlenségbdl kovetkezik a felsd becslés. De ez azt jelenti,
hogy 8(T;—1,v;) < OPT, amibél kovetkezik, hogy ¢,, < 1OPT. o

6.3. Tarajavité moédszerek

Ha mar ismertink egy Hamilton-kort, akkor abbdél kénnyen kaphatunk ajabbakat is, hatha
rovidebbekhez juthatunk.

6.5. definicié. Egy T turat 2-optimdlisnak neveziink, ha tetsz6leges uv, ab élparjara teljesiil,
hogy c(uv) + c(ab) > c(ua) + c¢(bv), ahol T' — {uv, ab} U {ua, bv} szintén tuara.

Koénnyen lathato, hogy ha T'— {uv, ab} U {ua, bv} nem tura (azaz két diszjunkt kor), akkor
T — {uv,ab} U {ub, av} viszont tura.

A 2-opt heurisztika tgy mikodik, hogy mevizsgaljuk, hogy az adott T tira 2-optimélis-e.
Ha nem, akkor azonnal a révidebb taraval folytatjuk az eljarast. Annak az eldontése, hogy
egy T tura 2-optimélis-e, O(n?) id6t igényel, 4m a fenti algoritmus mégsem polinomialis, azaz
nem feltétlentil all le polinomialis idé alatt. TSPLIB: 1.06.

A fentiekhez hasonléan meg tudunk fogalmazni k-optimalis turdkat, és k-opt algoritmusokat
is. De mivel k novekedtével a k él eltorlése utan a kiilonbo6zé lehet&ségek szama, amikor tarat
kapunk, nagyon gyorsan nd, ezen algoritmusokat ritkdn alkalmazzuk. Példaul csak méar 2-
optimalis tarat vizsgalunk, 3-optimalis-e. 3-opt TSPLIB: 1.04.

= 2 =1

3 —4

4 — 20

5 — 148

6 — 1358

= 10 — 51290496

I R
I
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6.4. Christofides heurisztikaja

Christofides heurisztikaja 1976-bol szarmazik, és mindmaéig a legjobb elméleti korlatot ado
algoritmus. Az méar més kérdés, hogy gyakorlatban nem a varakozésokhoz mérten miikodik.
TSPLIB mérdszama: 1.14, és tovabbfejlesztett valtozataé is minddssze 1.09, amely eredmé-
nyek konnyen tulszéarnyalhatoak voltak az elemibb heurisztikdkkal. Megjegyezziik, hogy ezek
az eredmények is természetesen jobbak, mint az elméleti 1.5-6s fels6 korlat.

Az algoritmus a haromszog-egyenlGtlenséget kielégité nemnegativ sulyok esetén miikddik.
Els6 1épésként keressiink a grafban egy minimalis sulyt F' feszits fat, példaul Kruskal algo-
ritmusaval.

Legyen W azon cstucsok halmaza, amik F-ben paratlan foktak. Keressiik meg G[W] (a W
altal feszitett silyozott részgraf) minimalis silyu teljes parositasat, jeloljik ezt M-mel.

Most nézziik az F'U M grafot, ami a mindkett6&ben szerepls éleket két példanyban tartal-
mazza. Ennek a grafnak minden foka péaros, tehat van Euler-séta. Ha minden csucs foka 2,
akkor egy turat kaptunk, tehéat ledllunk. ha van legalabb 4 foku csiics, akkor az Euler sétdnak
erre illeszkedd egymaés utani két élét egy éllel helyettesitjiik. Az igy kapott grafban tovabbra
is van Euler-séta. Ilyen mitiveleteket csindlunk egészen addig, amig tirat nem kapunk.

6.6. tétel (Christofides, 1976). Az algoritmus dltal az utazétigyndk feladatra adott megoldds
hossza az optimdalis megoldds legfeljebb %—szerese.

Bizonyitas. Legyen T,,: egy optimalis tara. Tudjuk, hogy c¢(F) < ¢(Top). Tekintsiik a
G[W] grafnak azt a Ty tarajat, amit a W pontjainak T,,:-beli sorrendje ad. A haromszog-
egyenldtlenség teljesiilése miatt c¢(Tyw) < c(Tope). Mivel Ty elGall mint W két teljes paro-
sitésanak uniéja, M definicidjanak értelmében 2¢(M) < c(Top), azaz o(T U M) < 3¢(Typ).
Megint a haromszog-egyenlStlenség miatt a végss tura stlya is legfeljebb ¢(T'U M), igy bebi-
zonyitottuk a tételt. O

6.5. Lin és Kernighan heurisztikaja

Ebben a fejezetben az altalaban legjobban miikods utazoiigynok bejarast adé heurisztikak
alapsémaéajaval ismerkediink meg. Az elgondolas Lint6l és Kernighantél szarmazik 1973-bol.

6.7. definici6. A vi,e1,v2,€9,...,0Un, €y, Upr1 N ponta és n éli grafot J-utnak nevezziik, ha
Un+1 = v; valamely 1 <4 < n értékre, és minden méas pont kiilonbozs.

Ha P egy 6-ut, akkor jelolje T'(P) a P-b6l az e, = v,v,41 €l eltorlése és az €], = v,vp €l
hozzéavételével kapott turat. A Lin-Kernighan-algoritmus, amint latni fogjuk, d-utak sorozata
segitségével keres egyre rovidebb bejarasokat.

Lin-Kernighan-alapalgoritmus
Adott egy T tura G-ben.

1. lépés: (Elkeresés) A G minden v pontjara és ra illeszkeds T-beli e = uv élre hajtsuk
végre a 2-5. lépést.

2. lépés: (Elkeresés inicializaldsa) ug := u. P legyen az a d-ut, melyet T-bsl az ugv él
torlésével, és egy olyan ugwy hozzaadasaval kapunk, melyre c(ugwy) < ¢(upv). Ha nincs ilyen
wo pont, akkor az Elkeresésnek vége. i := 0.

3. lépés: (Tarateszt) Ha c(T(P?)) kisebb, mint az eddig talalt legjobb tira hossza, akkor
T(P")-t megjegyezziik.
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4. lépés: (Kovetkezs d-ut) Legyen ;41 a w; mésik szomszédja a deltaut korén. Ha w;u;4q
T-nek nem éle, akkor ugorjunk az 5. lépésre. Kiilonben keressiink olyan w;y; pontot, amelyre
ui1w;r1 nem éle T-nek, és c(P* — wiuir1 + uir1wiy1) < ¢(T). Ha nincs ilyen pont, akkor
ugorjunk az 5. Ilépésre. Kiilonben legyen P! := P! — wju; 1 + ujqwigp1, i == i+ 1, és
ugorjunk a 3. [épésre.

5. lépés: Ha taladltunk jobb turat, akkor legyen az az uj T, és ugorjunk az 1. [épésre.
Kiilénben folytassuk az Elkeresést.

Fontos megjegyezni, hogy egy Elkeresés soran a T éleit csak torolhetjiik a d-utakbol, a T-ben
nem szerepls éleket pedig csak hozzavehetjik. A fenti algoritmusnak az is egy lényeges eleme,
hogy amikor egy révidebb tarara leliink, nem iteraljuk régtén az algoritmust, hanem el6bb
befejezziik az élkeresést, remélve, hogy még jobb turdkat talalunk a méar felépitett struktura
segitségével. (Bar ennek jelentGségét sokan kétlik).

Ezen alapalgoritmusnak is van két finomitésa, amelyek koziil az egyik az inicializalas koriil-
tekint6bb végrehajtasat végzi el, a méasik pedig a d-utak valasztasakor jar el figyelmesebben,
de ezen részleteket itt nem targyaljuk.

Lancolt Lin-Kernighan-algoritmus

Természetesen, ha idénk engedi, célszert a Lin-Kernighan-alapalgoritmust tobb kiindulasi ta-
rabol is lefuttatni, és a legjobb kapott turat kivalasztani. A tapasztalat szerint a kilonféle
kiindulasi turék egy jo valasztasa az, amikor a Lin-Kernighan-alapalgoritmus altal adott leg-
jobb taran végrehajtunk egy véletlenszert 4-cserét, és azzal iteraljuk az algoritmust. Magya-
razatként az szolgalhat, hogy a 4-cserék annyira megvaltoztatjak egy adott tura szerkezetét,
olyannyira eltavolodunk az addig tekintett taraktol, hogy az esetlegesen nagyon rossz (hosszi)
kiindulasi tara ellenére is reménykedhetiink majd jobb lokalis optimumban.

A Lin-Kernighan-alapalgoritmus TSPLIB mérészama 1.02, a lancolt valtozaté 1.01. Persze
a lancolt valtozat nem véges, leallasi kritériumként megfogalmazhatjuk, hogy ha mér egy idg
elteltével nem tapasztalunk javulast, akkor véget vetiink az algoritmus mitikodésének.

6.6. Feladatok

13. feladat. Mutassuk meg, hogy Christofides heurisztikdjinak mikédésére adott S-es felsé

3.
korldt nem javithato.

14. feladat. Mutassuk meg, hogy amennyiben a Lin-Kernighan-algoritmus sordn minden le-
hetséges élet hozzdvehetiink a d-utakhoz, akkor az algoritmus lefutdsa utdn kapott T tira 3-
optimalis, azaz T-n a 3-opt algoritmus nem vdltoztat.
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7. fejezet

Az utazoéiuigynok feladat alsé korlatjai

Amennyiben nem tudjuk eldre feladatunk optimélis megoldasat, nem tudjuk azt sem, hogy
a kapott heurisztikus megoldasunk mennyire j6, azaz mennyire van kozel az optimalis meg-
oldashoz. Mivel a TSPLIB feladataira mar ismertek javarészt az optimalis megoldésok, arra
nagyon alkalmasak, hogy heurisztikus algoritmusunk varhaté viselkedését el6re megjosoljuk az
atlagos miikddés tekintetében, de egy 1j feladat megoldasanal Gjabb teenddink vannak. Ezen
teenddk az optiméalis megoldasara vonatkozo alsd korlatok keresését jelentik, ezen alsé korlé-
tokkal tudjuk megmondani, hogy a heurisztikus megoldésaink milyen jok, és persze minél jobb
als6 korlatot tudunk adni, annal pontosabban értékelhetjiik a mar meglévé megoldasainkat.

Ebben a fejezetben megismerkediink néhany, az utazoiigynok feladatra vonatkozo6 alsé kor-
lat szamitési modszerrel. Ezen modszerek vezettek el kés6bb az olyan altalanos médszerekhez,
mint a Lagrange-feladat, a korlatozas és vagas modszere (branch and cut).

7.1. Held és Karp korlatja

Azt mar kordbban is hasznéltuk, hogy az utazoligynok feladat megoldasanak egy also korlatjat
adja a minimaélis feszitéfa hossza. Most ennél egy lehelletnyit kifinomultabb alsé korlatot
adunk, amibdl azonban egy igen hasznalhatd modszer sziiletik.

Adott tehat a G = (V, E) teljes graf a ¢ : E — R, élstulyozassal. Legyen vy € V egy
rogzitett pont. Legyen A a vi-re illeszkeds két legolesobb €l koltségének az Gsszege, B pedig a
v1 elhagyésa utani graf minimalis feszitéfajanak a salya. Ekkor A+ B az utazoiligynok feladat
egy alsé korlatja.

1-fa korldt

A G = (V| E) teljes graftban a ¢ : E — R, élhosszak esetén a v1 € V' ponthoz tartozo
1-fa korlat az A + B Osszeg, ahol A := min{c. + ¢y : e, f € 6(v1),e # f}, B pedig a
G — vy graf minimalis koltségl feszitéfajanak a koltsége.

Ezzel a korlattal egyaltalan nem lehetiink elégedettek, hiszen elképzelhets, hogy az 1-fa
korlatot adé élhalmaz alakja nagyon tavol esik az utazoéiigynok turadktol, példaul nagyon nagy
fokti pontok lehetnek a feszitéfaban, és ennek kovetkeztében nagyon sok els6foktt pont is
létezhet. Ezen viszont valamelyest tudunk segiteni a kévetkez6 moédon. Valasszunk ki egy, a
faban nagyfoku v pontot, és minden, a G-ben ra illeszked§ él sulyat noveljik meg M-mel. Mi
torténik az 0j sulyozasban az 1-fa korlattal? Jol eltalalt M érték esetén v kisebb foku lesz a
faban, azaz az 1-fa korlat értéke kevesebbel né, mint dr(v)- M, de azért 2M-nél t6bbel néhet.
Amde minden tira hossza pontosan 20 -mel nétt, azaz jobb alsé korlathoz juthetunk.

Ezt az elgondolast egyszerre fogjuk alkalmazni az 6sszes pontra. Legyen y : V\{v1} —» Ra
pontokon egy sulyfliggvény. Legyen C' a kévetkezd 4j élstilyozassal kapott 1-fa korlat: minden
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e=uv € I élre ¢, := cc — Yy — Yu, ahol y,,, = 0, rogzitett.

7.1. allitas (Held és Karp korlatja). C + 2 Zvev\{vl} Yo 0z eredeti utazdiigyndk feladat egy
alsd korldtja.

Az allitas bizonyitasa abbol addédik, hogy az 1j silyozés mellett minden tdra hossza
2> pev\fur} Yo értékkel csokken.

Held—Karp-korldt

A G = (V,E) teljes gratban a a ¢ : E — Ry élhosszak esetén adott a v; € V pont, és
az y : V \ {v1} — R sulyfiiggvény. A C + 2 ZUEV\{m} Yy Osszeget az y stulyozashoz
tartozé Held—Karp-korlatnak nevezziik, ahol C a ¢, := c.—yy, — ¥y, élsilyozast grafban
az 1-fa korlat.

A korlat nagy elénye abban rejlik, hogy tjabb és Gijabb pontsilyozasokat tekintve jelent&sen
javithato. Held és Karp 1971-ben az alabbi modszert javasolta: jelolje dp(v) a v pont fokat az
F' 1-fa korlatot adé élhalmazban, és minden v ponton valtoztassuk meg az y, pontsulyozast
a kovetkezSképpen:

Y= gy + 12— di(v),

ahol t egy pozitiv szam, az tugynevezett 1épéshossz.

Ez azt jelenti, hogy az elséfoku pontokra illeszkedd élek sulya csokkenni fog (lehet&séget
adva ezzel az 0j sulyozéas mellett az 1-fa korlatbeli foka névekedésének), a harmad- vagy maga-
sabbfokil pontokra illeszked§ élek silya pedig néni fog (a fokszam csokkenését elémozditando).
Persze mindezeket az Gsszes pontra egyszerre tekintjiik.

A tapasztalat azt mutatja, hogy a lépéshossz ligyes megvalasztésa esetén a kapott Held—
Karp-korlatok az optimalis (azaz a lehetd legjobb) Held—Karp-korlathoz konvergalnak, bar az
nem igaz, hogy szigorian monoton néne a sorozatuk. (Persze az nem vilagos, hogy miért is
létezik legjobb Held—Karp-korlat, ezt csak a kovetkezs fejezetben bizonyitjuk.)

7.2. Linearis programozasi alsé korlat

Az alapgraf minden élének feleltessiink meg egy valtozot, és tekintsiik az alabbi egyenlGtlenség-
rendszert.

r(d(v) =2 YweV (7.1)
ze €{0,1} Veec E. (7.2)

Ennek megoldasai a grafot feds diszjunkt korok karakterisztikus vektorai. A kévetkezd
feltételek hozzavétele utan azonban mar csak a Hamilton-korok lesznek a megoldasok.

z(6(S))>2 VS CV,S#£0. (7.3)

Ezek fényében az alabbi feladatot az utazdtigynik feladat linedris programozdsi relaxdltjanak
nevezziik.

min Z(cexe re€ k) (7.4)

z(6(v)) =2 YweV (7.5)

z(0(S))>2 VSCV,S#0 (7.6)

0<z.<1 VeeFE. (7.7)

Az nem igaz, hogy tetszsleges célfiiggvényre ezen linearis programnak létezne egész meg-
oldasa. A feladat optimuménak meghatarozéasa tehat csak egy alsé korlatot ad az optimélis
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utazoligynok bejaras hosszéara. Ezen alsé korlatot meghatarozo modszert aztén beépithetjiik
korlatozas és szétvalasztas vagy korlatozas és vagas modszerbe, ahogy azt latni is fogjuk.

Most belatjuk, hogy a feltételeket, amelyeket résztiura feltételeknek hivunk, az alab-
biakkal helyettesitve ekvivalens feladathoz jutunk.

2(v(S) < |S|—1 VS CV, 8 #0. (7.8)

Ugyanis igaz a kovetkezs:

2+ 2a((S)) < 2(5(5)) + 22(y(5)) = Y_ z(5(v)) = 2I5],

vES

ahol az els6 egyenlétlenség a —b(’)l, mig at utolsé egyenlet a egyenletbdl kovetkezik.

A kovetkezs tételt fogjuk belatni, amelynek egyik jelent&sége, hogy a Held és Karp féle
algoritmus a nagyon sok feltétellel rendelkez§ linearis programozasi relaxalt megoldasara egy
heurisztikus eljarast szolgaltat.

7.2. tétel. A linedris porgramozdsi alsé korldt megegyezik az optimdlis Held-Karp-korldttal.

Két bizonyitéast is adunk.
Bizonyitas 1. Jeloljiink ki egy rogzitett v; pontot. Vegyiik észre, hogy az alabbi feladat a
(7.4) LP-relaxalttal ekvivalens.

min Z(cexe re€ E) (7.9)

z(6(v) =2 YoeV (7.10)

z(y(V —v1)) = V]| -2 (7.11)
z(y(S)) <IS|—-1 VSCV —v,S#0 (7.12)
0<z.<1 VeekFE. (7.13)

Ugyanis, a (|7.11)) feltétel ekvivalens az z(d(vy)) = 2 feltétellel, hiszen z(d(v1)) = x(6(V '\
{v1})), és emiatt

2(8(v1)) +22(y(V —v1)) = Y x(5(v)) = 2|V —wi].
veV\v1

Tovabba, elegendd csak azokat az S halmazokat tekinteni a korlatokban, amelyek nem
tartalmazzak a vy cstcsot, mivel a feltételek tetszoleges S, és V'\ S halmazra ekvivalensek.
Ha elhagyjuk a vp-re illeszkedd élekhez tartozé valtozokat és a feltételeket, akkor a
maradék rendszernek atétel fejezet) alapjan a V —o; alaphalmazon vett minimalis
sulyu feszit6fa lesz az optimélis megoldésa.
Az aldbbinak pedig a minimalis 1-fa!

min{cz : z teljesiti a kovetkezsket: (7.11)), (7.12), (7.13),x(d(v1)) = 2} (7.14)

A pontokra irt sulyokhoz a feladat dualisanak az elemzésével jutunk. Kénnyen lathato,
hogy a feltételben az x. < 1 kovetkezik a megel6z§ feltételekbdl, igy azt a duélis
elkészitésében nem is szerepeltetjiik. A dualisban tehat az 1-fa feladat feltételein kiviil szerepel
minden v € V —v1 ponthoz egy v, vatozd. A dudlis egy optimélis megoldasaban jeloljiik ezen
valtozok értékét yr-gal. Amennyiben a szobanforgd valtozok értékét a megadott értékekre
rogzitjik, akkor a tobbi valtoz6 az alabbi linearis program optimélis megoldasat adja.
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min Z (Cuv = Yo — ¥2)Tuo

uwel
x teljesiti a kovetkezdket: (7.12)), (7.11), (7.13)
z(d(v1)) = 2.

A korabbiak szerint ez a célfiiggvényben szerepld élsulyokkal egy minimaélis sulyt 1-fa feladat,
azaz a feladat optimélis megoldasa megegyezik a pontokra irt y; stlyokkal vett 1-fa
feladat megoldéaséaval. (Ahol a v; pont silya 0.)

A masik irany bizonyitasahoz vegyiik észre, hogy tetsz6leges pontstlyozassal a feladat
duéalisdnak egy megengedett megoldasat kapjuk, amelynek a célfiiggvényértéke megegyezik a
stulyozashoz tartozé Held-Karp-korlattal. O

Bizonyitas II. Hasonloan az els6 bizonyitashoz elGallitjuk a ((7.9)-(7.13) lineris programot,
majd képezziik a Lagrange duél feladatot az x(d(v)) = 2, v € V'\{v1 } feltételek dualizalasaval.
Ekkor éppen a Held-Karp korlatot kapjuk. O

7.3. Oszlopgeneralés megoldas

Held és Karp heurisztikija, amint azt az el6z6 fejezetben lattuk, egyben a linearis programo-
zasi als6 korlatra is szamol egy heurisztikus becslést. Milyen problémakkal szembesiiliink, ha
kozvetleniil szeretnénk megoldani a linearis programozéasi relaxaltat, azaz az alabbi feladatot?

min Z(ceaze ce€ E) (7.15)
z(0(v))=2 YweV (7.16)
z(0(S)) =22 VSCV,S#0 (7.17)
0<wz,<1 VYec E. (7.18)

Az els6 jelentGs akadalyt az jelenti, hogy rengeteg feltételt tartalmaz a feladat: a
feltételek szama exponencialis az alapgraf méretéhez képest — nevezetesen majdnem 2!V —
még akkor is, ha észrevessziik, hogy folosleges minden részhalmazra és a komplementerére is
felirni ugyanazt a linearis egyenlStlenséget, élhetiink az |S| < |[V|/2 megszoritassal — de még
igy is majdnem 2/VI1=1 darab feltételiink marad.

A tovabbiakban ismertetjiikk a Dantzig, Fulkerson, Johnson szerzéharmas fenti nehézség
legy6zésére iranyuld megkozelitését, amely 1954-b6l szarmazik.

Oldjuk meg elGszor a kevés feltételt tartalmazo (7.13)), (7.16]), (7.18|) feladatot. Ha — oriasi
véletlen folytan — a kapott megoldas egy Hamilton-kor karakterisztikus vektora, akkor meg is
oldottuk a TSP feladatunkat. Ha nem, akkor keressiink olyan —beli feltételeket, amelye-
ket megsért a kapott optimélis megoldas, és vegyiik a feladathoz ezeket is. Ha nem talalunk
ilyen feltételeket, akkor megoldottuk a relaxalt feladatot. Kovetkezd 1épésként oldjuk meg
a kapott kibdévitett linearis programot, és ismételgessiik az eljarast, amig meg nem allunk
(esetleg nem gydziink mar varakozni, esetleg a szamitogépiink memoriaja lett tele, esetleg a
hocipénk).

Ezen elgondolas megvalositasahoz két tijabb nehézséget kell legy6zni: hogyan ellenérizziik,
hogy egy megoldas teljesiti-e a ([7.17)) résztira-feltételeket, és hogyan oldjuk meg a folytonosan
el6allo linearis programokat.

Az els6 nehézséget egy egyszertd folyamprobléméaval tudjuk kezelni. Nevezetesen az x*
élkapacitasokkal megkeressiik a G = (V, E) graf minimalis silya vagasat, és amennyiben ez

81



2-nél nagyobb, akkor minden feltételt teljesit x*, ha pedig kisebb, akkor olyan vagasokat is
kapunk, amelyekre nem teljestil feltétele.

A minimélis értékd vagas megtaldlasara a folyamos modszernél jobb megoldast nytjt Na-
gamochi és Ibaraki 1992-bdl szarmazé algoritmusa, amit a [I1.4] Fejezetben ismertetiink.

Kis grafok esetén a mésodik probléma nem mertl fel, viszont nagy problémék esetén olyan
nagy szamu valtozoval szembesiiliink, amit mér nem tudunk kezelni. A Négy Bill Kényvének
sokat emlegetett chip-bejarasi példajan példaul 687 368 darab valtozot tartalmazé feladathoz
jutunk. Jobban jarunk, ha ezt a feladatot nem akarjuk kozvetleniil semelyik forgalomban 1évs
szimplex-moddszerre épiils linearis programozasi megolddéprogrammal megoldani.

Amit tehetiink, a kdvetkezs. A résztura-vagasokhoz hasonléan ne kezdjiink rogton az Gsszes
valtozéval dolgozni, szdmolni, hanem csak egy résziikkel, és majd fokozatosan azokat a vélto-
zokat vegyiik a feladathoz, amelyekre sziikség lesz.

Tegyiik fel, hogy valasztottunk egy E’ C F élhalmazt, amelyre az alabbi G’ = (V, E')-re
vonatkoz6 LP-feladatnak van megoldéasa.

min Z(cexe ce€ B (7.19)
x(0p(v) =2 YveV

x(0p(S)) >2 VS CV,S#0
0<z2.<1 VeeF.

(E'-re jo valasztas példaul néhany (10 darab?) tura, amelyet a Lancolt Lin-Kernighan
algoritmus ad.)

(7.19)) egy optimélis 2’ megoldésa kiterjeszthets a ((7.15)) feladat egy megengedett z* meg-
oldasava az z¥ := 0, e € E — E’ definialasaval. Igaz-e, hogy z* a ([7.15)) optimalis megoldasa?
Altalaban persze nem.

x* optimalitasanak ellendrzéséhez tekintsiik a ([7.19)) feladat linearis programozasi duélisat:

max Z(va veV)+ Z(2Y5 S CV,S#0) (7.20)
Yutyo+ Y (Yo:uw €5(S),SCV,S#0) <cw YuweF, (7.21)
Ys>0 YSCV,S#0. (7.22)

Legyen 3/, Y’ ennek egy optiméalis megoldasa. Ha ez megengedett megoldésa a duéa-
lis megoldasanak is, azaz annak a feladatnak, amelyet a —ben E’ helyett E-vel kapunk,
akkor bizony z* az eredeti feladatnak, azaz a linearis programozasi relaxaltnak is op-
timalis megoldasa. Ha nem ez a helyzet, akkor vegyiik hozza E’-hoz azokat az e € E — E’
éleket, amelyekre nem teljesiil. Oldjuk meg a kibgvitett élhalmazzal adodé feladatot,
és ismételgessiik az eljarast.

Az ilyen algoritmusokat oszlopgeneralds algoritmusoknak nevezziik. Ezt az oszlopgenera-
16s algoritmust a résztura-feltételek fokozatos hozzaadasaval kombinalva esetleg meg tudjuk
oldani a linearis programozasi relaxaltat, esetleg nem.

7.4. Vagoésikok

Legyen @ a turava kiegészithetd élhalmazok konvex burka. Mivel a teljes grafot tekintjiik,
ez egy n dimenzios poliéder. Az utazo ligynok feladat megoldasaban sokat segit, ha ennek a
poliédernek minél tobb lapjat ismerjiik. Mindenesetre néhany lapot konnyen kaphatunk az
eddig tekintett egyenlGtlenségekbdl:
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e 2. > 0 lap, mert a {0,x¢ (f # e)} vektorhalmaz affin fiiggetlen, és egyenlGséggel
teljesitik.

e z. < 1 lap, mert a {X¢, X{e,5} (f # €)} vektorhalmaz affin fiiggetlen, és egyenlSséggel
teljesitik.

e 2(0(v)) < 2 lap, de ezt mar kicsit nehezebb belatni. Vegyiik az éleknek egy olyan
sorrendjét, hogy d(v) = {e1,...,en—1}, és {e1,ea, e} kor. Ekkor a X{er,e;3 (2 <7 <
n = 1), X{eses}r Xferene;} (M <73 < m—1), 6 X{ey e5.e,,) Vektorok affin fliggetlenek,
egyenlGséggel teljesitik az egyenlGtlenséget, és mind kiegészithetSk turava.

Bizonyitas nélkiil megemlitjiik, hogy 2 < |U| < n — 2 esetén z(E[U]) < |U| —1 is lapja Q-
nak. Ha n <5, akkor a fentieken kiviil nincs is més lap, de n > 6 esetén van. Az alabbiakban
megmutatjuk, hogyan lehet tovabbi, bonyolultabb lap-osztéilyokat kapni.

7.4.1. Fésti-egyenlStlenségek

A G = (V, E) graf pontjainak néhany részhalmazat fésinek nevezziik, ha teljesitik a kovetke-
z6ket. A H C V kitlintetett halmazt a fésd nyelének nevezziik, a 1,75, ... Th;+1 paronként
diszjunkt, nemiires halmazokat pedig a fésti fogainak, ha k > 1 valamely egész szam. Tovabba
megkoveteljiik, hogy HNT; # 0, T; — H # () teljesiiljon.

A kovetkezs tétel Chvataltol (1973) és Grotscheltd] és Padbergtsl szarmazik (1979).

7.3. tétel. Legyen C eqy fést a H nyéllel és a T; fogakkal, i = 1,2,...2k+1. Ekkor tetszdleges
Hamilton-kor karakterisztikus vektora teljesiti a kovetkezd egyenldtlenséget.

2k+1 2k+1
) + Z )< |H[+ Y (T —1) = (k+1) (7.23)
=1

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy © € R egy tetsz6leges Hamilton-kor karakterisztikus vektora.
Ekkor x teljesiti ([7.5)),(7.6)),(7.7)-et, tovabba

2k+1

H)+2 ) (e(4(Th) =
i=1

2k+1
=Y 2(3(v) - +Z (T; N H))
veEH
2k+1 2k+1 2k+1
+ > (@((Ti— H) + Y («(8(T;, H)) +Z
=1 =1
2k+1 2k+1 2k+1

<> a(d(v) - Z VTN H)) + Z +a(5(H)+ Y (x(4(T;
=1

2k+1 2k+1 2k+1
<Y 2N+ D (LNH -+ > (IT-H -1+ > (ITi|-1) =
veEH i=1 i=1 i=1
2k+1
=2[H|+2 Y (ITi| - 1) — (2k +1),
=1

ahol a masodik egyenlStlenségnél ([7.8))-t hasznaltuk, a rakovetkezs egyenldségnél pedig ((7.5))-
t. Mivel a levezetés elején egy paros szam szerepel, ezért a levezetés végén szerepls néla nem
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kisebb paratlan szamnél eggyel kisebb paros szam sem kisebb nala. Kettgvel vald osztas utan
adodik . O
Az el6zd tétel az jelenti, hogy a poliéderre vonatkozoban a egyenlGtlenség egy
érvényes vagas. (Nevezetesen egy elséfaju Gomory-Chvatal-vagas.) Ezeket az egyenltlensé-
geket fésii-egyenldtienségnek nevezik.
Pillanatnyilag nem ismert polinomiélis algoritmus arra vonatkozéan, hogy egy adott x
teljesiti-e az Osszes fésii-egyenlGtlenséget.

7.4.2. Virag-egyenl&tlenségek

Ebben a fejezetben megismerkediink a fésti-egyenlStlenségek egy részcsaladjaval, amelyek ese-
tében el tudjuk donteni ezt a kérdést.

Ha a féstinek minden foga kételemii halmaz, akkor a egyenlGtlenséget virdg-egyenldt-
lenségnek nevezziik. Legyen H C V egy csicshalmaz, M C §(H) paratlans sok H-bol kiléps
fiiggetlen él. Ekkor a H-hoz és M-hez tartoz6 virdg-egyenlGtlenség a kovetkezs:

2y () + 2(M) < 1]+ 2=L

(7.24)

Most leirjuk Padberg és Rao (1982) modszerét, amely az utazoiigynok feladat esetén eldonti
egy x vektorrél, hogy teljesiti-e az Gsszes virdg-egyenlGtlenséget, és ha nem, akkor meg is ad

egyet. Adott tehat egy x € ]Rf, amely teljesiti a 1) egyenlGtlenségeket. Ekkor 1D a
kovetkezs alakba is irhato:

2(0(H)— M) —xz(M)>1—|M]|. (7.25)
Ugyanis ((7.16)) szerint a bal oldal a kovetkezSképp alakithato:

w(y(H)) + 2(M) =

-3 (Z #(8(v)) - x<5<H>>> + (M) =
veEH
= |H| - %x(é(H) - M)+ %x(M)-

(7.25)-t az alabbi alakba irva azt kell meghatérozni, hogy van-e olyan H halmaz, amelybd&l
kilépd éleken a stulyok Gsszege — ahol egy parositason, azaz az M élhalmazon z. helyett 1 —z,
sallyal szamolva — kisebb mint 1.

z(6(H) — M)+ (|]M| —z(M)) > 1. (7.26)

Ezt a kovetkezs segédgrafban a minimalis T-vagas meghatarozasaval (1. fejezet) el
tudjuk donteni.

Legyen G’ a kovetkez6 graf. G-bdl toroljiik azokat az éleket, amelyekre z. = 0. A maradék
élek mindegyikét osszuk fel két 4j ponttal: az e = uwv élet vl-vel és v//-vel. Az uv, és a vv!! élek
sulya maradjon xe, a vLv! él silya pedig legyen 1 — z.. A T alljon az j pontok halmazabol
(T elemszama nyilvan péros.)

Tegyiik fel, hogy az € R¥ megsérti a H, M péarhoz tarozo virag-egyenlstlenséget. Alljon
S a G' H-nak megfelel6 pontjaibol, tovabba azon 5 pontokbol, amelyek a G H-ban feszitett
éleire keriiltek, tovabbé a H-bdl kilép& M-beli élekre keriilt G1j pontok koziil a H-beli végpont-
hoz kozelebbiekbdl. Ekkor S nyilvan T-vagas (azaz S N'T paratlan elemszamu), és az S-bol
kileps G'-beli élek osszstlya

z(6(H) — M)+ (|M| — x(M)), (7.27)
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ami tehat kisebb, mint 1, azaz a minmimaélis T-vagas értéke is kisebb 1-nél.

Megforditva, ha a G’-beli minimalis T-vagés értéke kisebb mint 1, akkor létezik H, M par
G-ben, amelyre vonatkozéan x megsérti a virdg-egyenlGtlenséget. Tekintsiink ugyanis egy S
minimélis T-vagast, amelynek az értéke tehat kisebb, mint 1. Mivel egy G-beli élbdl csinalt 3
hosszt ut két szomszédos élének Gsszstulya 1, nem 1éphetnek ki egyszerre S-bél; masrészt a 3
hosszu Gt két széls6 éle sem 1éphet ki, mert akkor a két kozépsé csiics atrakasaval egy kisebb
T-vagast kapnank. Tehat minden ilyen 3 hosszi ttnak legfeljebb 1 éle 1ép ki S-bsl. Alljon M
azokbol a G-beli élekbdl, amikhez tartozé 3 hossza it kozépss éle 1ép ki S-bol.

Ekkor M komponensei legfeljebb kétéliek (azt akarjuk elérni, hogy egyéliek legyenek,
hiszen ekkor kapunk viragegyenl6tlenséget). Egy kétéli komponens kdzépsd pontjainak az S-
be val6 be-, illetve kirakésaval olyan minimalis T-vagast kapunk, amelyhez tartozé M élhalmaz
elemszama csokken. Eszerint legfeljebb |V| lépésben olyan minimalis T-vagashoz jutunk,
amelyhez tartoz6 H, M par olyan virdg-egyenl6tlenséget ad, amelyet = megsért. (Ekkor M
nem lehet egyelemti, 1. feladatot.)

Ennél fogva egy adott x-r6l a G’-ben a minimalis T-vagas megkeresésével el tudjuk don-
teni, hogy teljesiti-e a virdg-egyenlStlenségeket, ha pedig nem, akkor a minimalis T-vagas
segitségével meg is tudunk adni egy S, M péart, amelyre nem teljesiil, és ezen vagésnak az
egyenletrendszerhez valé hozzavételével az eljarast folytatva az utazéligynok feladat egyre
jobb als6 korlatjahoz jutunk.

7.5. Feladatok

15. feladat. A linedris programozdsi relazdlt feladat tetszdleges megolddsdra k = 0 esetén

a fést-egyenldtlenségek automatikusan teljesilnek. Ugyanez igaz |A| = 1 esetében a virdg-
egyenldtlenségekre.

7.6. Korlatozas és szétvalasztas modszere

Az el6z6 fejezetek vagéasaival nagyon j6 also korlatokhoz juthatunk, amelyek segitségével aztan
meggy6zhetjiik magunkat vagy a megrendelénket, hogy a Lancolt Lin—Kernighan Algoritmus
segitségével megkeresett turdk valoban nagyon megkdzelitik az optimumot. De mit tegyiink,
ha még mindig nem vagyunk elégedettek, és az optimumhoz még kozelebbi, netén optimélis
megoldast kereslink? Akkor probalkozhatunk a széles korben alkalmazott korlatozas és szét-
valasztds modszerével javitani az als6 korlaton, illetve esetleg még jobb tirak megkeresésében
is.

Tegyiik fel, hogy adott a szokasos moédon a G = (V, E) teljes graf a ¢ élsulyozassal. Jelolje
T a G Osszes turdjanak a halmazat. Az utazoligynok feladat egy also korlatja a K szam,
ha minden T" € T ttarara ¢(T') > K teljesiil. A linearis programozasi alsé korlat, és aztan a
vagosikok keresésével rendelkeziink egy eljarassal, amely alsé korlatot szamol. Amennyiben a
T egy ToUT1 particidjara tudunk mondani egy-egy also korlatot, azaz meg tudunk hatarozni
Ky és K also korlatokat, melyekre ¢(T") > Ky minden T' € Ty esetén, és ¢(T') > Kj minden
T € Ty esetén, akkor a min{ Ky, K1} érték also korlatja az Osszes T-beli ttra hosszanak.
Esetleg jo eséllyel igy nagyobb korlatot kapunk, mint a K volt.

Ha a tovabbiakban tovabb bontjuk a halmazainkat, és alkalmazzuk rajuk alsé korlat sza-
molasi eljardsunkat, akkor az egyes részek alsé korlatjai koziil a minimalisat valasztva re-
mélhetjiik, hogy egyre nagyobb als6é korldthoz jutunk, ugyanis elképzelhets, hogy alsé korlat
szamolasi eljarasunk egyre ligyesebben dolgozik a megszoritott halmazokon.

Ha tovabbra is a linearis programozasi also korlatot tekintjiik (majd kiilonféle vagasokkal
tovabbjavitott valtozatat), akkor a fenti eljarasnak a kovetkezSképp képzelhets el egy megva-
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lositasa.

Kiindulasunk a P probléma, amely tehat a Osszes tiura 7 halmaziban kérdezi a legrovi-
debbet. Kézenfekvs ngy kettévagnunk T-t, hogy egy e él kivalasztasa utéan Ty az e élet nem
tartalmazo turdk halmaza legyen, 71 pedig az e-t tartalmazé turak halmaza. Legyen Py és Pj
a megadott halmazokban a legrovidebb tirak hosszanak a meghatarozésa. Ekkor a P-re vo-
natkoz6 alsé korlatot szdmold linearis programot egyszertien ki kell egésziteni az elsé esetben
az r. = 0, a masodik esetben az x. = 1 feltétellel, amelyek megoldasa utan valéban a Ty-ra,
illetve a Ti-re vonatkozo6 alsé korlatokat kapunk.

Ezutan vélasszunk ki egy még nem vizsgalt problémat (példaul Pp), és aztan egy megha-
tarozando f él szerint bontsuk tovabb a 7y halmazt, elGallitva igy a Pyg és Pp1 problémékat.
A problaméaknak az ily modon val6 kettéosztogatasa abrazolhatd egy binaris faval, amelynek
pontjaiban a problémék szerepelnek.

Hogyan korlatozzunk? Azaz hogyan szamoljuk az als6é korlatokat. Erre méar megadtuk a
valaszt: a linearis programozasi relaxalttal, illetve tovabbi vagosikokkal. (Kiegészités: mivel a
vagosikok megkeresésében konkrét lineéris programok konkrét optimalis megoldasai segitenek,
ezért célszerd az elGallitott vagasok kiilon helyen torténé Osszegytijtése, mivel azok minden
més problémaéra is alkalmazhatoak (lasd tétel), és aztan tényleges alkalmazasa.

Melyik levélben csiicsiil§ probléméat valasszuk ki kettévagasra érdemesnek? Toébbféle meg-
kozelités létezik. Egyik kézenfekvs hozzaéllas az, amikor mindig a legkisebb alsé korlatot
add problémat vélasztjuk ki, hiszen ekkor fog eséllyel tovabb néni a pillanatnyilag legjobb
also korlat, azaz a levelek also korlatainak minimuma. (Mivel igy a fa névekedése nagyon ki-
egyensulyozott lehet, igen sok probléma tarolasara keriilhet sor, ami komoly méretd tarhelyet
igényelhet.) A korlatozas és szétvalasztas modszerének altalanos feladatokra valo alkalmaza-
sanak vizsgalatakor més egyéb megkozelitéseket is megvizsgalunk . fejezet).

Hogyan vagjuk szét a feladatokat? Azt mar lattuk, hogy egy e él kivilasztasa a legké-
zenfekvébb (és valoban leghasznosabb) modja ennek, de mi alapjan véalasszuk ki az e élet?
Mivel a legnagyobb valtozasokban vagyunk érdekeltek, ezért megfelel§ valasztasnak tiinik a
kivalasztott probléma also korlatjat ado linearis program megoldasaban az 1/2-hez legkoze-
lebb értékd valtozohoz tartozo él. Ha tobb él is ,ilyen”, akkor ezek koziil a célfiiggvényben a
legnagyobb egyiitthatoval rendelkezd esetében remélhetjiik az als6 korlatunk legmarkansabb
javulasat.

Megjegyezziik, hogy a fentiek végrehajtasa soran az is megeshet, hogy valamelyik probléma
linearis programozasi relaxaltjanak megoldasa kozben egyszer csak egy tira karakterisztikus
vektorat kapjuk, aminek a hossza talan még az eljaras kezdetekor keziinkben 1év§ tira hossza-
nél még jobb. Ez 6romteli eset.
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8. fejezet

Egészértéki programozas fix
dimenziéban

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy fix dimenzidban az egészértékl programozasi feladat
polinom idében megoldhaté. Binaris feladatnal ez persze konnyt, hiszen d dimenzié esetén
csak végig kell nézni a 27 lehetSséget. De altalanos esetben korantsem ilyen egyszert a dol-
gunk: ha M egy fels6 korlat a valtozokra, akkor M9 lehetdséget kellene végignézni, de az
input lehet hogy csak O(log M) hossz.

A modszer, amit ismertetni fogunk, nagy vonalakban tgy irhat6 le, hogy az LP relaxalt
legaldbb «a célfiiggvény-értéki megoldésai vagy egy ,sovany” poliédert alkotnak, és akkor a
poliédert alacsonyabb dimenzids szeletekre vaghatjuk, vagy ,kovér” poliédert alkotnak, és
konnyen taldlunk egész megoldast. A poliéderek testalkatanak preciz definialdsdhoz azonban
sziikség van a racsok elméletére, iigyhogy elGszor ezzel foglalkozunk.

8.1. Racsok

Definicié. Adott egy B = [by, ..., bg] € R™*? matrix, aminek oszlopai linearisan fiiggetlenek.
Az mondjuk, hogy
L=L(B)={B\: xeZ%

a B altal generalt racs, és B az L racs egy bazisa.

8.1. tétel. Egy L C R™ részhalmaz pontosan akkor rdcs, ha R™-nek diszkrét részcsoportja,
azaz olyan részcsoport, ami tetszdleges korldatos halmazbol csak véges sok elemet tartalmaz.

Bizonyitas. El6szor lassuk be, hogy ha B € R"*? d rangt matrix, akkor £ = £(B) diszkrét
részesoport (az nyilvanvalo, hogy részcsoportja R"™-nek). Egészitsiik ki B-t 0j oszlopokkal
nemszingularis matrixsza, legyen ez Q. Jelolje a a Q™! matrix elemeinek legnagyobb abszoltt
értékét. Adott 2 = QA € Lre A = Q 'z, amibdl a |\;| < anl|z| becslés adodik (i =
1,...,d). Tehat ha egy korlatos halmaz racspontjait nézziik, akkor az elgallitasukban szerepld
i egylitthatok abszolit értékei egy kozos korlat alatt vannak, tehat véges sok A johet szdba,
azaz véges sok racspont van a halmazban.

A mésik iranyhoz tekitsiik R™ egy diszkrét £ részcsoportjat. Legyen ¢g1,...,94 € £ az L-t
tartalmazo legsziikebb altér egy bazisa, és legyen

d
X={zeR":z=) Ng, 0< N\ <1(i=1,....d)}
=1
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Az X halmaz korlatos, tehat az X N £ halmaz véges. Vélasszuk meg g1, ..., gq-t Ugy, hogy
az egész egyiitthatdos kombinécioikként el6alld L-beli pontok halmaza tartalmazésra nézve
maximalis.

8.2. allitas. X N L = {0}.

Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy X N £ tartalmaz nemnulla vektort, és valasszuk azt
az x* = Zle Aigi € X N L nemnulla vektort, aminek az elallitasiban A lexikografikusan
minimélis (ilyen van, mert a diszkrétség miatt X N £ véges). Legyen \; a legkisebb indexi
pozitiv egyiitthatd. Vegyiik azt a k szamot, amire (k — 1)\; < 1, de k\; > 1, és tekintsiik a

d
z=(kXi— Dgi+ > (kA — [kAj])g;
j=it1

racsvektort. Ennek az egyiitthatovektora lexikografikusan kisebb A-nal kA; — 1 < \; miatt,
tehéat z csak a nullvektor lehet. Ez azt jelenti, hogy

d

gi =ka* — Y [kX])g,

j=i+1l

azaz ha g;-t lecseréljiik x*-ra a bazisban, akkor szigortian nagyobb halmaz all el egész egyiitt-
hatos kombinacidként, ellentmondasban gy, ..., gq vilasztasaval. O

Ha X N £ = {0}, akkor £ = L(g1,...,94), tehat L racs. O

8.3. tétel. Legyen B € R™*? eqy L rdcs bdzisa.

a) Ha U € 29 unimoduldris, akkor B' = BU is bdzisa L-nek.

b) Ha B és B’ bdzisa L-nek, akkor létezik U unimoduldris mdtriz amire B' = BU.
¢) Ha B és B’ bazisa L-nek, és n = d, akkor |det(B)| = | det(B’)|.

Bizonyitas. Legyen B egy L racs bazisa, és legyen B’ az L-t tartalmazé legsziikebb altér
egy bazisa. Ekkor van egy egyértelmd U invertdlhaté matrix, amire B = B'U. Vilagos,
hogy B’ pontosan akkor bazisa L£-nek, ha mind U, mind U~! egész matrix, hiszen pontosan
ekkor lesznek egész egyiitthatok mind B oszlopainak elGallitdsdban a B’ bazisban, mind B’
oszlopainak elallitdsaban a B bazisban. Ez pedig azzal ekvivalens, hogy U unimoduléris. A
determinansra vonatkozo allitas kovetkezik abbol, hogy |det(U)| = 1. O

A tétel értelmében definialhatjuk a det(L£) = | det(B)| (B bazisa L-nek) értéket, ami meg-
egyezik a racs-parallelepipedon térfogataval. Ez a mennyiség szerepel Minkowski hires téte-
lében, ami centralisan szimmetrikus konvex halmazokban 1év6 racspontokrél szél. Miel6tt
kimondanank és bizonyitanank Minkowski tételét, lassunk be egy Blichfeldt nevéhez kéthetd
lemmat, amibdél mér konnyen kovetkezik az el6bbi.

8.4. lemma (Blichfeldt). Legyen £ C R"™ egy n-dimenzids rics, és T C R™ egy mérhetd
halmaz, amire vol(T') > det(L). Ekkor léteznek x,y € T kilonbozé pontok, hogy x —y € L.

Bizonyitas. Legyen P a réacs-parallelepipedon, és v € L-re legyen T, = (T' — v) N P. Mivel
> wer VOl(Ty) = vol(T') > det(L) = vol(P), a T, halmazok nem lehetnek mind diszjunktak,
tehat van z € T;,, NTy,. Ekkor z +vy € T, z 4+ v2 € T, és a kiilonbségiik v; — v2, ami L-ben
van. O

8.5. tétel (Minkowski). Legyen £ C R" egy n-dimenzids rics, és S C R™ egy konvez, 0-ra
szimmetrikus halmaz, amire vol(S) > 2™ det(L). Ekkor S-ben van nem-0 rdcspont.
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Bizonyitas. Legyen T = %S . Ez teljesiti a lemma, feltételeit, tehét létezik x,y € S, hogy

%(m —y) € L. A szimmetria miatt —y € S, a konvexitas miatt pedig %(m —y)eS. O

Megjegyzés. A Minkowski tételben, ha S kompakt, akkor elég feltenni, hogy vol(S) >
2" det(L). Valoban, a tétel igaz (1 + €)S-re akarmilyen kis e-ra, tehat ha S nem tartalmazna
racspontot, akkor barmilyen kozel lenne hozza racspont. De ez lehetetlen, hiszen a racs
diszkrét, igy S kompaktsaga miatt egy kornyezete csak véges sok racspontot tartalmazhat.

A tétel kovetkezménye, hogy tetszéleges normara a legrévidebb réacsvektor normaja becsil-
hetd a racsdeterminanssal, hiszen barmilyen normara tekintett egységgdémb 0-ra szimmetrikus
és konvex. Ha a norma szerinti egységgomb térfogata 2"a, akkor van legfeljebb (det(L£)/a)'/™
norméju racsvektor.

2 os

8.1.1. Kitérs: ILP feladat alternativ formulaciéja

Tudjuk, hogy ha A € Z™*™ egy m rangu méatrix, akkor létezik U unimodularis métrix, hogy
AU = [B,0], ahol B egy regularis also-haromszogmatrix. Ezt nevezziik az A matrix egész
normal formajanak.

8.6. tétel. Legyen A € Z™*™ egy m rangi mdtriz és AU = [B,0] az egész normdl formdja.
Ekkor

a) {x € Z" : Az = b} pontosan akkor nemiires, ha B~1b € Z™.

b) Ha {x € Z" : Az = b} nemiires, akkor minden eleme felirhaté x = UyB~'b + Usz (2 €
Z™~™) alakban, ahol U = [Uy, Us).

c) L={x€Z": Ax = 0} rdcs, és Uy oszlopvektorai bazist alkotnak.

Ennek a tételnek a segitségével egy max{cx : Ar = b,x € Z'} feladatot mas linearis
rendszerekkel is leirhatunk. Feltessziik hogy A m rangi egész métrix, b € Z™ és ¢ € Z".
Legyen F = {x € Z : Ax = b}, és legyen az A métrix egész normal forméaja AU = [B,0].
Ha B~'b nem egész, akkor nincs megoldasa a feladatnak, tehat tegyiik fel hogy egész. Ekkor
Jxg € Z" . Axg = b, és igy

reFesdyelZ: —xg<y,Ay=0,2 = x9 +y.

Legyen £ = {y € Z" : Ay = 0}. Ha D ennek a racsnak egy béazisa, akkor a feladatunk
felirhato
max{cDz : Dz > —xg,z € Z" "}

alakban. Kiilonb6z6 bazisok (amiket kiilonb6z6 unimodularis méatrixokkal kaphatunk) kiilon-
b6z leirasokat adnak.

8.1.2. Redukalt bazisok

Adott by,...,bs € Q" linearisan fiiggetlen vektorhalmazra jelolje b7,..., b} a Gram-Schmidt
ortogonalizaciot, azaz

i—1
bf =bi — Y pib},
7j=1
ahol bt
b
ST

Ennek megvannak a kévetkezs jo tulajdonsagai:
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o (by,....by) = (b],...,bF) (i =1,...,d) (ahol (x1,...,x) az x1,...,x; vektorok altal
generalt altért jeloli),

e b7,...,b; paronként merdlegesek,
o (1Bl < flbsll G =1,....d)
o Ha d = n, akkor det(L(b1,...,b,)) = [Tj—, (07|

Ha egy £ = L(by,...,by,) racsnak bf,..., b} is bazisa, akkor konnyen lathato, hogy egy
x = 2?21 A;jb} vektorhoz a legkdzelebbi racspont 2?21 [Aj105, ahol |a] az a-hoz legkdzelebbi
egész szamot jeloli.

Altalanos esetben mar a legrévidebb réacsvektor probléma is NP-nehéz, de ha taldlunk egy
nagyjabol merdleges béazist, akkor viszonylag gyorsan meg tudjuk talalni. A [, ||bi||/ det(L)
értéket a béazis merdlegességi defektusanak nevezziik.

8.7. allitas. Ha a bdzis merdlegességi defektusa legfeljebb ¢, és v = Z?Zl Ajbj a legrovidebb
racsvektor, akkor |\;| < ¢ minden j-re.

Bizonyitas. Indirekt bizonyitunk; az indexek felcserélésével feltehets, hogy |A,| > ¢. Ha
v-t a b} vektorok linedris kombinécidjaként irjuk fel, akkor az n-edik egylitthatoé ugyanigy
An, igy [l0l|2 > X2||05]12 > (6512 > ||bul|?, ahol az utolsd egyenlStlenség azért igaz, mert
egyrészt ([Tiy 16:])/(TTizy 167 11) < ¢, mésrészt [|b%]] < [|bj|| minden j-re. Tehat azt kaptuk,
hogy ||v]| > ||bn]|, ellentmondéasban v minimalitasaval. O

Az allitas kovetkezményeként (2¢+ 1)™ vektor végignézésével megkereshetjiik a legrovidebb
racsvektort. Ez csak kis ¢ értékekre j6 algoritmus, altaldban nem tudunk olyan béazist talalni,
aminek ilyen kicsi lenne a merélegességi defektusa. Viszont tudunk olyan bézis-tulajdonsagot
definialni, ami egyrészt nem til nagy merdlegességi defiektust implikal, masrészt polinom
id6ben konstruélhaté ilyen tulajdonsagi bazis. Ez lesz a redukdlt bdzis fogalma. Megjegyzen-
dé, hogy masféle redukélt bézis definicié is hasznalatos az irodalomban, ami tobbé-kevésbé
hasonlé tulajdonsdgokkal rendelkezik.

Definici6. Legyen £ = L(b1,...,b,), éslegyen b}, ..., b} a Gram-Schmidt ortogonalizacio.
A by, ..., b, bazis redukdlt, ha

(i) |pij| < 3 minden 1 < j < i < n-re,
(i) 167102 > 5I0FI? (i =1,...,n = 1).
8.8. tétel. Redukdlt bizis esetén igaz, hogy
a) [[bel < 207D/ det(L)7,
b) TTizy 1bs]l < 27D/ det(L).
Bizonyitas. @ A tulajdonsaghol kévetkezik, hogy

* 12 1 i *112 1 -t 2 .
15511 = { 5 Io1l” = { 5 [0 G =1,...,n)

2 < *12 1 S 2n
aoe? =TT = (5) Il
j=1

Ebbgl
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A redukalt bazis (i) és tulajdonsagait hasznalva

i—1 i—1
k * * 1 >k
1Ball? = 1185 1% + D 10317 < 1185117 + 5 > l512
i=1 i=1

i—1
* 1 1—7 || ¥ * 1 7 i— *
<105 [1” + ZZQ 7651 = (167 [1*(1 + 12 -2)=2 i ?
j=1
tehat . .
[T 1oal? < 2 =D2 T les |7 = 27— D/2 det(£)*.
i=1 =1

O
8.2. LLL algoritmus: redukalt bazis keresése
Legyen by,...,b, egy racs bazisa. ElGszor egy olyan algoritmust adunk, ami kiszamol egy 1]

béazist, aminek az ortogonalizicidja ugyanaz, és ji;; < % minden 1 < j <1t < n-re.

Egyiitthato-csokkentd algoritmus
Fori=2,...,n
Forj=¢—1,...,1
Ha |pij| > §: by := by — [piz]bj;
Szamoljuk tjra a Gram-Schmidt ortogonalizacio egyiitthatoit.
Return by,...,b,

8.9. allitas. A kapott bizisndl |p;j| < 3 (1<j<i<n).

Bizonyitas. Tegyiik fel hogy k € {2,...,n} és | € {1,...,k — 1} indexeknél tartunk, és
KEl > %7 deukj < % (j:l+177k:_1)

Legyen q1,...,qn, az Gj bazis, és ng az 1j egyutthatok. Ekkor

o i <k elsetén g; = b;, tehat ¢ = b} és j < i < k-ra pj; = ;.

e i=k j=1+1,...,k—1re M;cj = [k, mert by mercleges bj-ra, és igy by — | g b-nek

ugyanaz a vetiilete mint bi-nak.

e i=Fk, j=lre:
o akq (g — [k |b)by

Mgy = = = pukt — [fo |
g7 |12 167112
és ezért |pfy| < 1.
A fentiekbdl latszik, hogy ugi-t az algoritmus tovabbi részében mar nem modositjuk. O

8.10. allitas. Az algoritmus sordn a Gram-Schmidt ortogonalizdcid nem vdltozik.
Bizonyitas. Mar lattuk, hogy ¢ < k esetén ¢ = b;, i > k-ra pedig ¢; = b;, ugyhogy elég
1 = k-ra bizonyitani.

k—1 k—1
G = ak — > 1y} = br — L 1o =Y i,
j=1 J=1
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tehat g; és by kiilonbsége (b7, ..., b5 _;)-beli, de mindketten merdlegesek erre az altérre, tehat
egyenlGek. O

Az egyiitthato-csokkentd algoritmussal téhat barmilyen bazist moédosithatunk a Gram-
Schmidt ortogonalizacié véltozasa nélkiil tgy, hogy a redukalt bézis definicibjaban szerepld
tulajdonsag teljesiiljon. Ahhoz, hogy a tulajdonsagot is elérjik, valojaban a kévetkezd,
erésebb tulajdonsagot fogjuk elérni:

(i) [1byq + pig1,abf))? > 3(|b7)|* minden i € {1,...,n — 1}-re.
8.11. allitas. Ha () és (i) teljesiil, akkor (i) s.

Bizonyitas. A két tulajdonsagot hasznélva
3 1
lebi‘ll2 <051+ pirnabf 12 = 105 1P + a7 112 < 116501 + lebeQ,
tehat b7, 2 > 31162 :

Megjegyzés. A (ii’) feltételben szerepls b}, + pit1,:b; nem mas, mint a Gram-Schmidt
ortogonalizaci6 i-edik vektora akkor, ha b; és b;11 sorrendjét felcseréljitk a bazisban.

Az ugynevezett LLL-algoritmus (Lenstra-Lenstra-Lovasz algoritmus) az egyiitthato-
csokkentést kombinélja azzal, hogy a b; és b; 1 sorrendjét felcseréljiik, ha i-re nem teljesiil a
(i’) tulajdonsag.

Badzis redukcios algoritmus

Input: by,...,b, € Z"™ bazis
Output: L(by,...,by,) redukalt bazisa

o Kiszamitjuk a Gram-Schmidt ortogonalizéciot
e Alkalmazzuk az egyiitthato-csokkents algoritmust

e Ha van olyan i, hogy ||b}; + pit1,:b][|> < 2||b7]|?, akkor a legkisebb ilyen i-re
bi-t és b;11-et felcseréljiik; vissza az elsG 1épésre.

e A végén kapott bazis redukalt bazis.

Az algoritmus helyességéhez csak azt kell belatni, hogy polinom idében végetér. Ezt nem
bizonyitjuk precizen, csak a bizonyitas lényegét ismertetjiik. Ez a lényeg abban all, hogy az

no1
* |12
F(by,....ba) =TT 195
i=1j=1
mennyiségre a kdvetkezdk teljesiilnek az algoritmus soran:
e F(by,...,b,) Mindig egész szam. Ez abbol latszik, hogy Hé‘:1 Hb;‘”2 felirhat6 egy egész
matrix deteminansaként:

[T 110517 = det((Bf)" Bf) = det((B} Ri)" B R;) = det(B] By),
j=1

ahol B; a b; (j = 1,...,1) oszlopvektorokbol all6 matrix, B} a b; (j =1,...,1) osz-
lopvektorokbdl allé méatrix, és R; az a fels6 haromszog-métrix, ami a f6atloban 1-eket,
felette pedig a megfelel§ p értékeket tartalmazza.
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e Az egytitthato-csokkentésnél F(by, ..., b,) nem valtozik.
o b; és b;yq felcserélésekor legaldbb %—ére csokken.

A harmadik allitashoz tekintsiik a felcserélési 1épést, legyen by, ..., b, az eredeti bazis, és
q1,-.-,qn az 0j bazis. Ekkor i < k és ¢ > k + 1 esetén ¢f = b;. Azt is tudjuk, hogy
[Tj=1 llg; 1l = ITj=, [Ib} ]| hisz ugyanahhoz a récshoz tartoznak; tehat

e ks |l = 0% 1Bk -
Mésrészt
k-1 k-1
qp = bry1 — Z/’L;gjb; = bry1 — Z,ukﬂ,jb}k' = bpy1 + Met1,k0ks
p =1
tehat

* * * 3 *
llgl* = 16F11 + w1 bl < ZkuHz-

8.2.1. Legkozelebbi vektor kozelitése

A legkozelebbi vektor problémaéanal az a feladat, hogy egy racsban talaljuk meg a legkozelebbi
elemet egy adott p ponthoz. Ez NP-nehéz, tgyhogy egy kozelité algoritmust ismertetiink,
ami legfeljebb /2" — 1-szer olyan messze 1év§ racsvektort ad, mint az optimalis.

Mivel egy racshoz tudunk polinom idében redukalt bazist taldlni, feltessziik, hogy a racs
eleve egy redukalt bazissal van megadva.

Legkézelebbi vektor kézelitd algoritmus

Input: bq,...,b, € Z" redukalt bazis, p € Q"
Output: v € L, amire

o= pl|* < (2" — 1) min{[|q — p||* : ¢ € L},

- 1
v—p=Y_ Abj ahol || < 5
=1

e Legyen p, = p.
e Fori=mn,...,1

1) o; egyiitthatok kiszamolasa, amikre p; = Zé-:l oi;b;

. (Ez értelmes, mert

p; mindig benne lesz a (b}, ..., b)) altérben)
2) A= loi| —oii
3) pi—1 =pi — [o3ilbi + \ib] (igy pi—1 € (b7, ..., b]_4))

e Return v = Z?:l L(hﬂ by =p+ Z?:l Aib;

Az algoritmus végén py = 0, tehat tényleg v = p+ > 1, Ab7, és [\;| < 5 minden i-re.
Késébb fontos lesz, hogy itt még nem hasznaltuk, hogy a bazis redukalt.

8.12. allitas. [jv —p|2 < (2" — 1) min{|lg — p| : ¢ € £}.

Bizonyitas. Legyen ¢ a p-hez legkozelebbi racspont, legyen ¢ —p = > 0;bF, valamint
legyen v — ¢ = > | a;b; ahol «; € Z (hiszen v — ¢ racsvektor).
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Ha k a legnagyobb index, amire o, # Ay, akkor i > k-ra a; = 0, és A\, — 0, = oy, € Z. Igy
lok| > |ok| — [Ak| > 5. Ebbol a kovetkezs becsléseket kapjuk:

1., -
lg —plI* > leka2+ > AT,
i=k+1
k n
1 N "
lv —p|> < ZZH@HM > A7l
i=1 i=k+1

Innen az allitas kijon azzal, hogy a redukalt bazisnal 1 < i < k esetén ||b}]|? < 28=||p5[%. O

8.3. Polinomialis algoritmus fix dimenzibés egészértéki progra-
mMozasra

A fix dimenzios egészértékd programozasi algoritmus két 6sszetevibdl all. Az egyik a legkoze-
lebbi vektor kozelit§ algoritmus, ahol ugyan a kozelités faktora a dimenziéban exponencialis,
azonban ez fix dimenzidban nem okoz gondot. A masik Gsszetevs egy adott korlatos poli-
éderre egy 6t tartalmazo "nem til nagy" ellipszoid keresése. Ezt nem ismertetjiik részletesen,
csak kimondjuk a tételt az algoritmus altal adott ellipszoid egy tulajdonsagarol. A bizonyitas
torténhet ellipszoid modszerrel, vagy belsGpontos algoritmussal.

Egy n-dimenzios ellipszoid egy D € R™*™ nemszingularis méatrix és egy d € R™ vektor segit-
ségével adhato meg. Az E(D,d) elliposzidot ugy kapjuk, hogy az egységgdmbre alkalmazzuk
a Dz + d affin transzformaciot, azaz

E(D,d)={zeR": (D} (z—d))' D (v —d) < 1}.
Az ellipszoid térfogata | det(D)|-vel aranyos. Az alabbi tételt bizonyitas nélkiil hasznaljuk.

8.13. tétel. Legyen P = {x € R™ : Az < b} egy korldtos teljes dimenzids poliéder, ahol A
egész mdtriz és b egész vektor. FEkkor polinom iddben megtaldlhato egy olyan E ellipszoid,
amire %HEQPQE. O]

A tovabbiakban feltessziik, hogy a P = {x € R™ : Ax < b} poliéder korlatos és teljes
dimenzios. A [BI3] Tételt felhasznalva a megengedettségi feladatra adunk algoritmust, azaz
annak eldontésére, hogy van-e P-nek egész pontja. Megjegyezziik, hogy ennek segitségével az
optimalizalas is megoldhat6, binaris kereséssel az optimalis célfiiggvény-értékre.

Az algoritmus f6 része a dimenzio csokkentése: A poliéderben vagy talalunk egy egész
pontot, vagy megadunk konstans darab alacsonyabb dimenziés poliédert, amik koziil pontosan
akkor tartalmaz valamelyik egész pontot, ha az eredeti poliéder tartalmazott.
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Dimenzid-csékkentd algoritmus
Input: A€ Z™" beZ™, P={x € R": Az < b} teljes dimenzios és korlatos
Output: z € PNZ", vagy legfeljebb f(n) darab (n — 1) dimenzi6s poliéder: P-nek
pontosan akkor van egész pontja ha ezek valamelyikének van.

e Kiszamolunk egy FE(D,d) ellipszoidot, amire %HE CPCE.
e Legyen P' = {x € R" : ADx < b}, és legyen p= D~ 1d.

e Legyen £ = L(D;?,...,D; 1), ahol Dj_1 a D™ métrix j-edik oszlopa. Sza-

moljuk ki a bazis-redukcios algoritmussal £ egy redukalt bazisat: by,...,by,.
Szémozzuk at a b; vektorokat hossz szerint névekvé sorrendbe: ¢1, ..., ¢q,. Szé-

moljuk ki a Gram-Schmidt ortogonalizaciot.

o A legkozelebbi vektor kozelits algoritmussal szamoljunk ki egy p-hez kozelitGen
legkozelebbi racsvektort: v € L. Ha v € P, kész vagyunk, hisz Dv € P NZ".

o Hav ¢ P't Legyen ¢ = q; /|l >
e Minden k € K = [cI'p — |c||,cIp + ||c||] N Z egészre legyen
={2eR" ' ADQ - (z,k) < b},

ahol Q a q1,...,q, oszlopok altal alkotott matrix.

Return Py, (k € K).

8.14. allitas. Tetszdleges x € P'-re cl'w € [¢T'p—|c||l,ep+ ||el|]. Hav ¢ P', akkor max{clz :
n(n—1)
z€P}—min{clz:ze P} <ynn+1)2" 1 :

Bizonyitas. Jegyezziik meg, hogy mikor megvaltoztatjuk a redukalt bazis sorrendjét, akkor
megsziinik redukalt bazis lenni.

Legyen v —p = > " Nigf (itt |A| < 1/2, mivel ez akkor is igaz a legkozelebbi vektor
kozelits algoritmusnal, ha nem redukalt bazisunk van). Jelolje B(p,r) a p koriili r sugara
gbébmbot. Ekkor

B(p, nil) C P C B(p,1).
Mivel v & P', igy ||v — p|| > 47, tehat
= 1
nrl s v —pl < > llgrl? < ix/ﬁanH,

i=1

azaz 1/||qn|| < 3(n+1)y/n. A redukélt bazisokrdl bizonyitottak alapjén

Huqzu - Hub | < 2" det(L) = 2" an, | < I H la:ll

tehéat
| < llgnll-
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Most mér készen allunk az allitas bizonyitéséra:

max{c’z :x € P’} — min{c’z: 2 € P'}

<max{c’z:x € B(p,1)} —min{c"z: x € B(p,1)}

< (p+ )= () = 2lell
el el

n(n—1)
2 2-2 n(n—1)
- < R (n+1)vn- s

lanll = lignll

O

8.15. allitas. P-nek pontosan akkor van egész pontja ha a Py (k € K ) poliéderek valamelyi-
kének van.

Bizonyitas. Vildgos, hogy minden x € P’ N L-re z = Q(z,k) valamilyen z € Z" !-re és
k € Z-re. Mivel |cgn|| = 1 és i < n esetén cqg; = 0, cx = k € Z. Az el6z6 allitas alapjan
cx € [ep — ||c||, ep + ||c]|], tehat cx = k € K. O

8.16. tétel. Fix n-re van polinomidlis algoritmus, ami eldonti, hogy P N Z™ dires-e, és ha
nem, taldl eqy ilyen vektort.

Bizonyitas. Hogy rekurzivan hasznalhassuk a Dimenzié-csokkentd algoritmust, azt kell
megmutatnunk, hogy a P, = {z € R" ! : ADQ(z,k) < b} poliéderek is teljesitik a felté-
teleket. Ehhez az kell, hogy ADQ egész méatrix legyen. Tudjuk, hogy D! és Q ugyan-
annak a £ racsnak a bézisa, igy létezik U unimodularis métrix, hogy D7'U = Q. Igy
ADQ = ADD~'U = AU € 7m™*", O

Megjegyzés. Kannan megmutatta, hogy olyan dimenzié-csokkents algoritmus is adhatd,
ahol csak O(ng) darab alacsonyabb dimenzids poliéderre bontjuk a feladatot. Barvinok bebi-
zonyitotta, hogy fix dimenziéban a kdvetkezd feladat is polinomiélisan megoldhato: adott P
poliéderre szamoljuk meg, hogy hany egész pontja van.

8.4. Racionalis szamok egyideji kozelitése kis nevezgji tortekkel

8.17. tétel. Legyenek aq,...,ay valos szamok, és 0 < € < 1. Ekkor léteznek c1,...,c, €sd
egészek, amikre
1<d<e™
és
loid —¢i| <e (i=1,...n).
Bizonyitas. Legyen a = (—a1,...,—ay,e""1), és legyen £L = L(ey,...,en,a). Ekkor

det(L) = et

A Minkowski konvex test tétel alapjan létezik v racsvektor, amire ||v|o < €. A v racsvektor
felirhato v = cye; +coea + - - -+ cpep +da alakban, ahol ¢; (i = 1,...,n) és d egészek, és d # 0
mert € < 1. Feltehetd, hogy d > 0, mert kiilonben v helyett nézhetjiik —ov-t.

Ekkor egyrészt v; = ¢; — day, tehat |¢; — doy| < e (i = 1,...,n), masrészt v,41 = e"ld,
tehat d < e ™. O
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8.18. tétel. Legyenek ay,...,ay raciondlis szamok, és 0 < € < 1. FEkkor van polinomidlis
algoritmus, ami kiszdmol c1,...,c, €s d egészeket, amikre

n(n+1)
1<d<2™5 e

€s
|Oéid—Ci| <e (’L = 1,...n).
. _ n(n+l)
Bizonyitas. Legyena = (—aq,...,—ay,,2 T e"th), éslegyen £ = L(eq,...,en,a). Ekkor
n(n+1)
det(L£) =2~ Toentl,
Szamoljuk ki az L racs by,...,b,41 redukélt bazisat, és legyen v = b;. Ekkor |jv|| <

2%det(£)%+1 = e. A v racsvektor felirhaté v = c1e1 + cses + - - - + cpen + da alakban, ahol
ci (1 =1,...,n) és d egészek, és d # 0 mert € < 1. Feltehets, hogy d > 0, mert kiilonben v
helyett nézhetjiitk —v-t.

Ekkor egyrészt v; = ¢; — day, tehat |¢; — doy| < € (i = 1,...,n), masrészt vp41 =
n(n+1) n(n+1)
2771 e"tld tehat d <21 & ™. O
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9. fejezet

Kozelit6é algoritmusok és iteralt
kerekités

Legyen o > 1 valds szam. Egy minimalizalasi feladatra egy algoritmus a-kdzelitd, ha polino-
mialis futéasi idej, és tetsz6leges inputra az output értéke legfeljebb a-szorosa az optimélisnak.
Ennek persze csak nemnegativ célfiiggvény esetén van értelme.

9.1. 2-kozelité algoritmus minimalis stlyd lefogd csiicshalmaz
keresésére
9.1.1. Legkisebb lefogd csticshalmaz

Adott G = (V, E) iranyitatlan grafnak egy X C V halmaz lefogd csicshalmaza, ha minden
élnek legalabb egyik végpontjat tartalmazza.

Legkisebb lefogo csicshalmaz probléma

Adott egy G = (V, E) iranyitatlan graf. Keressiink olyan lefogd csticshalmazt, ami-
nek az elemszdma minimaélis.

Az alabbi tétel mutatja, hogy ez a feladat igen nehéz (a bizonyitas meghaladja a jegyzet
kereteit).

9.1. tétel. Haa < %—m van a-kozelitd polinomidlis algoritmus a legkisebb lefogo csicshalmaz
feladatra, akkor P = NP.

A feladatra nem ismert o < 2 esetén a-kozelité polinomiélis futési ideji algoritmus. Viszont
2-kozelits algoritmust konnyti adni. Kezdetben legyen U = () a lefogd csticshalmaz.

1. Valasszunk egy tetszGleges uv élt a grafban.
2. Legyen U :=U U{u} U {v}
3. A G grafbol hagyjuk ki ezt a két csicsot, és az Osszes rajuk illeszkedd élt.

4. Ha nem marad él, akkor kész vagyunk. U a lefogd csuicshalmaz. Kiilonben lépjiink az
1. pontra.

Lassuk be, hogy ez az algoritmus 2-kozelits! Legyen F' a kivéilasztott élek halmaza: F
diszjunkt élekbdl all. Ekkor |Ugpy| > |F|, mivel az optimalis lefogd csticshalmaz lefogja F
éleit. Masrészt: |U| = 2|F|, tehét |Uyp| > 3|U|.

A kovetkezd részben megmutatjuk, hogy az algoritmust tovabbfejlesztve a minimaélis kolt-
ségti lefogd csucshalmaz feladatra is 2-kozelit algoritmust kapunk.
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9.1.2. MinimaAlis ko6ltségi lefogd csiicshalmaz

A fenti feladatot altalanositsuk gy, hogy nemnegativ sulyokat adunk a csiicsoknak:

Minimdlis koltségi lefogo csucshalmaz probléma
Adott egy G = (V, E) iranyitatlan graf és egy ¢ € RK koltségfiiggvény. Keressiink
olyan U lefogo csticshalmazt, amire ) _;; ¢, minimalis.

Irjuk fel a feladatot egészértékd programozasi feladatként:

z e {0,1}V
Ty+Ty>1 Yuv e E

min cx
A feladat LP-relaxaltja:

:L‘ERK
Ty+xy>1 Yuv € E

min cx
Nézziik az LP-relaxalt dualisat:
Yy € RY
y>0
Z Yo < ¢y YV EV

wuveE

max Z Ye

A 2-kozelité algoritmusunk egy tugynevezett primal-dual algoritmus lesz: a futas soran
végig lesz egy csticshalmazunk (ami a végén lefogova valik), és az LP-relaxaltnak egy dualis
megoldasa (ami a végén bizonyitja, hogy 2-kozelitést kaptunk).

2-kézelitd primdl-dudl algoritmus
Minden lépésben lesz egy U C V csticshalmaz és lesz egy y dudlis megoldas. Kez-
detben legyen U = (), y =0, B/ = E.

1. Valasszunk tetszéleges uv € E' élt.

2. Emeljiik meg y,,-t annyira, hogy u-nal vagy v-nél a dual egyenlGtlenség telje-
siiljon egyenlGséggel — el6fordulhat, hogy az egyenl@ség mindkettdre teljesiil.

3. U-hoz vegyiik hozza u és v koziil azt, amelyiknél egyenl&ség van — ha mind-
ketténél egyenlGség van, akkor mindkett6t vegyiik hozza. Toroljikk E’-bdl a
lefogott éleket.

4. Ha E' = (), akkor kész vagyunk. U a lefogo csticshalmaz. Kiilonben lépjiink az
1. pontra.

Figyeljik meg, hogy y,, emelése csak az u-hoz és v-hez tartozd duélis egyenlGtlenségeknél
szamit, a t6bbit nem mobdositja.
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9.2. allitas. A fenti algoritmus 2-kézelitd.

Bizonyitas. Legyen m € RK segédvaltozonk. Kezdetben legyen m = 0. Amikor yy,-t
megemeljiik 0-val, akkor 7(u)-t és 7(v)-t is megemeljiik J-val.

A végén Y (V) =2 cpYe. Masrészt: amikor v bekeriil U-ba, akkor 7(v) = c(v), és
ez késobb sem valtozik. Tehat Y ey < >, oy m(v), amibdl

Z cy < QZye < <20PTp <20PTip

uct € gvenge dualités

|

Igazabol kicsit tobbet bizonyitottunk az allitasnél: az LP-relaxalt optimumanak legfeljebb
kétszerese a kapott megoldas értéke.

9.2. Goemans—W.illiamson-algoritmus

Ebben a fejezetben Goemans és Williamson 1995-6s algoritmusat ismertetjiik, ami kiilonféle
minimalis stilyd erdd problémakra ad 2-kozelits algoritmust. Speciélis esetként adodik majd a
Steiner-fa illetve az euklideszi parositési probléma (bar utobbira van polinomiélis algoritmus
is).

9.2.1. A feladat

Legyen V egy alaphalmaz. Nevezziink egy F halmazrendszert szépnek, ha teljesiti a kovetkezd
tulajdonsagokat:

0¢F, (9.1)
XeF=V-XeF,
XNY =0, XUY e F={X,Y}NF#0.

Legyen G = (V, E) a teljes graf V-n, és legyen ¢ : E — R, egy koltségfiiggvény ami teljesiti
a haromszog-egyenlGtlenséget. A feladat egy minimalis silya élhalmazt keresni, ami minden
F-beli halmazra tartalmaz egy belépé élt. Konnyen lathaté, hogy az optimalis megoldas egy
erdd lesz, hiszen minden korbdél tordlhetiink egy tetszdleges élt.

A tulajdonsag miatt fogalmazhatunk igy is: olyan minimélis sulyd erdsét keresiink,
aminek nincs F-beli komponense.

9.2.2. Alkalmazasok
Iranyitatlan halézat tervezése

Ennél a feladatnal egy grafban adottak s1, sa,. .., s valamint ¢1, o, . . ., £ csticsok, és egy kolt-
ségfliggvény az éleken. Minimélis koltségi olyan részgrafot akarunk talalni, ahol s; és t; ugyan-
abban a komponensben van minden ¢-re. Konnyen lathato, hogy a haromszog-egyenlétlenség
teljestiilését feltehetjiik: az uv koltsége legyen az u és v kozotti utak minimélis koltsége.

Hogy fér ez bele a fenti feladatba? Alljon F azokbol az X halmazokbol, amikre létezik 1,
hogy [{si,ti} N X| = 1. Ez a halmazrendszer szép lesz, mert ha két diszjunkt halmaz uni6ja s;
és t; koziil pontosan egyet tartalmaz, akkor a két halmaz koziil valamelyik szintén rendelkezik
ezzel a tulajdonsaggal.

Ha sy = s9 = - - - = s; akkor a minimalis koltségii Steiner-fa feladatot kapjuk.
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Az euklideszi parositas probléma

Adott az euklideszi sikon pontok egy péaros elemszamii véges V' halmaza. Keressiik meg a
pontokon azt a teljes parositast, amely mentén az éleket egyenes szakaszokkal behtizva a
parositas Osszhossza minimalis. (Konnyen lathato, hogy az optimalis megoldéas esetén nem
metszik egymast ezek a szakaszok, tovabba az is vildgos, hogy mivel véges sok teljes parositéas
van, ezért létezik minimum.)

Alljon az F halmazrendszer a paratlan elemszamu halmazokbol. Ez szép, hiszen két paros
halmaz diszjunkt uniéja nem lehet paratlan. Erre a halmazrendszerre az optimaélis megoldés
nem feltétleniil egy parositas, hanem egy erdé aminek minden komponense paros elemszamai.
Azonban megmutatjuk, hogy ha a koltségekre teljesiil a haromszog-egyenlGtlenség, akkor van
egy legfeljebb ekkora koltségi teljes parositas is:

e Ha van csdcs amire legalabb két levél illeszkedik, akkor azt a két csticsot levagjuk és egy
éllel Gsszekotjiik. A haromszog-egyenlStlenség miatt a koltség nem nétt, de a kompo-
nensek szaméat noveltiik.

e Ha nincs ilyen cstcs de nem péarositasunk van, akkor van egy masodfoku csiics amire levél
illeszkedik. Toroljiik a csicsra illeszkeds masik élt. Igy tovabbra is minden komponens
paros lesz, de né a komponensek szama.

9.2.3. Az algoritmus

A feladatunk linearis programozasi relaxéltja a kovetkezd.

min Z CeTe (9.4)

ecE
z(0(Z2))>1 VYZeF, (9.5)
0<z, VeekEk.

A linearis programozési dudlis a kovetkezs.

max Z A (9.7)

ZeF
Z Yz <cw YuveE, (9.8)
ZeFuwwes(Z)
yz>0 YZeF (9.9)

A Goemans—Williamson-algoritmus megkonstrual egy megengedett erddt, azaz egy olyan
erd6t, amelynek nincs F-beli komponense. Az algoritmus fenntart egy F' erd&t, amely csak
a ledllaskor lesz megengedett. Tovabba fenntartja a — egy y dualis megoldasat is.
Tetsz6leges e = uv € E élre vezessiik be a kovetkezd jelolést.

Ce = Ce — Z Yyz.
ZeFuwv€ed(Z)

Jelolje Cp az F' erd§ komponenseinek halmazat. Ennek egy C € Cp elemére legyen ¢(C)
értéke 1, ha C' € F, és legyen 0 egyébként. Az algoritmus elindulasakor F' = 0, Cp = {{v} :
v € V}, tovabba y = 0.
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Goemans—Williamson-algoritmus

1. lépés. Ha F-nek nincs F-beli komponense, akkor az F-be kertiléssel forditott
sorrendben toroljiik F-bdl az Osszes olyan élt, amelyek torlése utdn sem ke-
letkezik F-beli komponens (ha egy élt toroltiink, elslrsl kezdjiik nézni a még
F-ben 1év§ éleket). Return F.

2. 1épés. Legyen e = uv az az él, melyre u € C; € Cp, v € C; € Cp, C; # Cj és a
kovetkez6 érték minimélis:

e = ¢/(q(Ci) + q(Cy)).
(Vegyiik észre, hogy C; és C; legalabb egyike F-beli.)
3. 1épés. Minden C' € Crp N F halmazra yo-t noveljiik meg e-nal.

4. 1épés. Az e élet vegyiik F-hez, Cp-bdl toroljiik Cy-t és Cj-t, és vegyiik hozza
C; U Cj-t. Ugorjunk az 1. 1épésre.

Az algoritmus leallasakor tehat kapunk egy F™* feszit§ erdst és egy y* dualis megoldast. A
2. lépésben torténd minimalizalas miatt y* a megengedett megoldasa, azaz a redukalt
Ce stulyok mind nemnegativak. Kovetkezésképpen a ), »yz érték az optimalis megengedett
erd§ koltségének egy also korlatjat adja.

9.3. lemma. () <2}, ryz.
Bizonyitas. Jelolje C* és F a k-adik iteracioban szereplé Cp particiot és e-t. Az F* egy
e=uw (u€ C €CFve C; €Ck)édlére definialjuk a c értéket O-nak, ha i = j, és
e+ (q(C;) + q(Cj))-nak kiilsnben.
Ekkor
cezcé—l—cg—l—...—i—ci,

ha t iterdcio alatt fut le az algoritmus. Vegyiik észre, hogy ha e-t az F-hez az s-edik 1épésben
vessziik hozza, akkor c’g = 0 minden k > s értékre. Most megmutatjuk, hogy

Z & <2k|IcF N F,

ecF™*

amibdl a lemma azonnal kovetkezik, mivel

t
dyz=) F-lchnFl
k=1

ZeF

Legyen k € {1,2,...,t}, és tekintsiik az F*-boél a C € C* halmazok egy-egy pontra va-
16 sszehtzasaval keletkezd F' erddt (ez azért lesz erds, mert egy C' € C* halmazon beliil
kivalasztott élek osszefiiggs grafot alkotnak). Jelolje Vi az F-beli halmazok Osszehtuizasaival
keletkezett pontok halmazat, V5 pedig a tébbi pontot.

9.4. allitas. >,y dp(v) < 2[VA].

Bizonyitas. Mivel F*-bol forditott sorrendben elhagytuk a felesleges éleket, ezért F” levelei
mind Vi-ben vannak, azaz V2 pontjai legaldbb mésodfoktak: ) i, dpr(v) =), oy dpr(v) —
Dvev, dFr (V) S 2|V] = 2[V2| = 2[W1]. O

Figyelembe véve, hogy > - b=k > vevy AF(v), a lemmat bebizonyitottuk. O
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9.3. Jain iterativ kerekité algoritmusa

A [0:2] fejezetben szerepelt egy iranyitatlan halozattervezési feladat, amire a Goemans-
Williamson algoritmus 2-kozelitést adott. Most ennek a feladatnak egy altalanositasara irjuk
le Jain 2001-bél szérmazd 2-kozelits algoritmusat. Az algoritmus {6 Gtlete, hogy az LP re-
laxacionak egy lépésben csak bizonyos komponenseit kerekiti egészre, a tébbi komponensre
Gjra megoldja az immar kevesebb valtozos LP feladatot, és ezt iteralja. Innen ered az iterativ
kerekités elnevezés.

9.3.1. Az altalanos iranyitatlan halézattervezési feladat

A feladatban adott egy G = (V, E U Ep) iranyitatlan graf, egy ¢ : E — Ry nemnegativ
koltségfiiggvény, és minden u,v € V' cstcsparra egy r(u,v) € Z, élosszefiiggsségi igény. Errdl
feltessziik, hogy szimmetrikus, azaz r(u,v) = r(v,u), és r(v,v) = 0.
A cél minimaélis koltségi olyan F' C FE élhalmazt talalni, amire F'U Ep-ban tetszéleges u, v €
V' csicsparra van u és v kozt r(u, v) éldiszjunkt at. Természetesen lehet, hogy a feladatnak
nincs megoldésa, de ezt ellendrizni tudjuk a G graf Gomory-Hu fajanak kiszamolasaval.
Szamos jol ismert feladat megfogalmazhato speciélis esetként:

e Minimalis koltségii feszits fa: r(u,v) =1 ha u # v.

e Minimalis koltségl k-folyam s-bél t-be szimmetrikus iranyitott grafban: r(s,t) = k, a
tobbi cstucsparra pedig r(u,v) = 0.

e Minimaélis koltségt Steiner fa: r(u,v) = 1 ha u és v kiilonboz6 terminalok, egyébként
r(u,v) = 0.

e Minimalis koltségt, T-ben k-élosszefiiggs részgraf (ahol T C V): r(u,v) =k hau,v € T
és u # v, egyébként r(u,v) = 0.

e Hamilton-kor létezése a G = (V, E) gratban: r(u,v)=2 ha u # v, ¢(e) = 1 minden
e € E-re. Pontosan akkor létezik Hamilton-kor, ha az optimalis F-re ¢(F) = |V|.

Ezekbdl latszik, hogy a feladat NP-teljes, és jelenleg nem is ismert ra 2-nél jobb kozelit
algoritmus. Az egészértéki programozasi feladatként valo felirdshoz vezessiik be a kovetkezs
halmazfiiggvényt:

R(U) = UEI?J%);UT(U,’U) (UCV).

Esetszétvalasztassal ellendrizhets, hogy ez a halmazfiiggvény ferdén szupermoduldris, azaz

barmely X CV ésY C V-re az alabbi két egyenléStlenség legaldbb egyike teljestil:
R(X)+R(Y)<RXNY)+R(XUY),
R(X)+R(Y)<R(X\Y)+R(Y\X).

S6t, az is konnyen lathato, hogy az R(U) —dg,(U) halmazfiiggvény is ferdén szupermodularis,

hiszen a —dg, (U) halmazfiiggvényre mindkét fenti egyenlétlenség teljesiil minden X, Y parra.
Az altalanos iranyitatlan halozattervezési feladat IP felirasa:

min Z CeTe (IP)

ecl
z. €{0,1} Vee E
d(U) > R(U) — dg,(U) YU C V.
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A feladat LP relaxaltja:

min Z Cele (LP)

ecE
0<z.<1 Veec E
do(U) > R(U) — dp, (U) YU C V.

Megjegyzendd, hogy ennek az LP relaxaltnak mar a minimalis koltségi feszits fa feladatnél
sem lesz feltétleniil egész optimalis megoldésa, példaul Cs-re, ellentétben a [I1.2] fejezetben
ismertetett relaxacioval. Réaadéasul exponencialis sok feltétel van, tehat az (LP) feladatot
sem konnyd megoldani. Azonban szeparédlni tudunk (minden u,v cstcsparra megkeressiik a
minimalis silya Gket elvalaszto vagast), tehat az fejezetben leirtak szerint optimalizalni
is tudunk polinom idében. A gyakorlatban elég jo algoritmusok vannak az (LP) feladat
megoldasara.
Jain modszerének alapja a kovetkez§ mély eredmény.

9.5. tétel (Kamal Jain, 2001). Ha az x = 0 nem megolddsa (LP)-nek, akkor minden bdzis-
megolddsnak létezik legaldabdb % értékd komponense.

Bizonyitas. (Ravi, Singh, Nagarajan, 2007). Indirekt tegyiik fel, hogy van egy olyan z*
bazismegoldas, amire z} < 3 minden e € E-re. Legyen E* = {e € E : z} > 0}. Nevezziik
az {Uy,Us, ..., Ui} halmazrendszert (ahol U; C V) figgetlennek, ha a dg«(Uy),. .., g« (Ug)
élhalmazok karakterisztikus vektorai linearisan fiiggetlenek. Mivel z* bazismegoldas és z} <
1 minden e € FE élre, tudjuk, hogy k = |E*|-ra létezik olyan {Uj,Us,..., Uy} fiiggetlen
halmazrendszer, amire

dy(Ui) = R(U;) — dg, (Us) (1=1,...,k).
9.6. allitas. Ez az {Uy,Us,..., Uy} figgetlen halmazrendszer vdlaszthats lamindrisnak.

Bizonyitas. Egy U halamazt nevezzink szorosnak, ha dy«(U) = R(U) — dg,(U). Legyen
{U1,...,U;} egy maximalis elemszamu fliggetlen laminaris halmazrendszer, ami szoros hal-
mazokbol all. Ha [ < k, akkor van olyan X szoros halmaz, hogy még az {Ui,...,U;, X}
halmazrendszer is fiiggetlen. Vélasszunk olyan X-et, ami a lehetd legkevesebb U;-t metszi (itt
a metszés azt jelenti, hogy az X NU;, X \ U;, U; \ X halmazok egyike sem iires).

Mivel maximalis elemszami lamindris rendszert vilaszottunk, X legalabb egy U; halmazt
metsz. Az R(U) — dg,(U) halmazfiiggvény ferde szupermodularitdsa miatt a kévetkezs két
lehetdség legaldbb egyike teljestil.

1. Az XNU; és XUU; halmazok szorosak, és 0p«(X)+0g= (U;) = 0p«(XNU;)+0p- (X UU;)

(ahol az Osszeadast mint a karakterisztikus vektorok osszeadasat értjiik).
2. Az X\Uj és U;\ X halmazok pontosak, és 6+ (X)+0p+(U;) = dp«(X\U;)+0p-(U;\ X).

Az els6 esetben a laminaritas miatt X N U; is és X U U; is kevesebb U; halmazt metsz
mint X. Viszont a lineéris fiiggetlenség tulajdonsagai miatt vagy {U,...,U;, X NU;}, vagy
{Uy,..., U, X UU,} fiiggetlen, ellentmondasban X valtasztésaval.

A masodik esetben X \ Uj is és U; \ X is kevesebb U; halmazt metsz mint X. Viszont a
linearis fliggetlenség tulajdonsagai miatt vagy {Us,...,U;, X \ U;}, vagy {Us,..., U, U; \ X}
fiiggetlen, ellentmondasban X valtasztasaval. O

Legyen {U1,Us, ..., U} az allitasban szerepls laminaris halmazrendszer. Ellentmondasra
fogunk jutni azzal, hogy 0 < x} < 1/2 minden e € E*-ra. Ehhez a Jain altal bevezetett
yzsetonos” modszer egy valtozatat hasznaljuk.
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Minden FE*-beli él kap egységnyi zsetont. Ebbdl els§ 1épésben az uv € E* él megtart
1 — 2z} -t, és tovabbad az u és v cstcsoknak 7, -t.
A masodik 1épésben a zsetonok az U; halmazokhoz keriilnek at, a kdvetkezs szabély szerint:

e Egy uv € E* él zsetonja a legkisebb olyan U; halmazhoz keriil, ami u-t és v-t is tartal-
mazza.

e Egy v € V csiics zsetonja a legkisebb olyan U; halmazhoz keriil, ami v-t tartalmazza.

Nézziik meg, hany zsetont kap egy adott U; halmaz. Ehhez definialjunk harom diszjunkt
élhalmazt E*-ban:

e E; &ll azokbol az uv € E* élekbdl, amikre u zsetonjat U; kapta és v ¢ Uj,

o [y all azokbol az uv € E* élekbdl, amikre u és uv zsetonjat U; kapta, de v zsetonjat
nem,

e E3 &ll azokbdl az uv € E* élekbdl, amikre uv zsetonjat U; kapta, de u és v zsetonjat
nem.

Az Uj halmaz legalabb x*(E1)+|Es| —x*(E2) +| B3| —22*(E3) zsetont gyjtétt be. Ez pozitiv,
mert By = Ey = E3 = () esetén

l
0+ (Uj) = 0+ (Uj,),
i=1

ahol Uj,,...,Uj, az Uj-n beliili maximéalis halmazok a laminéris rendszerben. Ez viszont azt
jelentené, hogy a rendszer nem fiiggetlen. Masrészt

l
do (Uy) = Y dor (Uy,) = &*(E1) — a*(Ez) — 22" (E3).
i=1

Itt a baloldal egész szdm az U; halmazok szorossaga miatt, tehat a jobboldal is egész. Kovet-
kezésképp z*(E1) + |E2| — o*(E2) + | E3| — 22*(E3) is egész, tehat legalabb 1.

A fenti okoskodas szerint minden U; halmaz legalabb egységnyi zsetont kap. Azonban van
e € E* él, aminek zsetonjat egyik halmaz sem kapja meg: vegyiink egy maximélis halmazt
a laminaris rendszerben, és legyen e egy ebbdl kiléps él (ilyen van, kiilonben a halmaz nem
szerepelhetne fliggetlen rendszerben). Az e élhez tartozé 1 — 2z} > 0 zseton egyik halmazhoz
sem keriil.

Mivel |E*| zseton van, minden halmaz legalabb 1-et kap, és van amit semelyik sem kap
meg, k < |E*|, ellentmondéasban a halmazrendszer valasztasaval. O

A fenti tétel ismeretében Jain algoritmusa meglehetGsen egyszerid és természetes. Adott
tehat egy G = (V, E + Ey) iranyitatlan graf, egy ¢ : E — R4 nemnegativ koltségfiiggvény, és
minden u,v € V csicsparra egy r(u,v) € Zy élosszefliggsségi igény.

Jain iterativ kerekité algoritmusa
Kezdetben legyen F' = ().

1. lépés. Ha R(U) < |EpNd(U)| minden U C V-re: kész vagyunk, return F.
2. lépés. Oldjuk meg az (LP) feladatot, és legyen x* optimalis bazismegoldas.

3. lépés. Legyen H C E azoknak az e éleknek a halmaza, amikre 2% > 1/2. A
tétel szerint |H| > 1.

4. lépés. Legyen F := FUH, Ey:= EgUH, E := E\ H. Ugorjunk az 1. lépésre.
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9.7. tétel. Jain iterativ kerekitd algoritmusa 2-kézelitd algoritmus az dltaldnositott irdnyitat-
lan hdlozattervezési feladatra, sét az LP-relaxdlt optimumdnak is legfeljebb kétszeresét adja.

Bizonyitas. |E| szerinti indukciéval bizonyitunk. Az allitas nyilvan igaz, ha R(U) < |Ey N
d(U)| minden U C V-re, hiszen ekkor F' = () minimalis koltségi.

Tegyiik fel, hogy nem ennél az esetnél vagyunk, és tekintsiik az algoritmus els§ fazisat.
Jeloljiik E’-vel illetve E{-vel a negyedik lépés utani élhalmazokat, és legyen (LP’) a rajuk
vonatkozo LP feladat (amit a mésodik fazisban old meg az algoritmus). Figyeljiik meg, hogy
ha az x* vektort megszoritjuk az E’ élhalmazra akkor az (LP’) feladat megengedett megoldasat
kapjuk, hiszen minden U-ra az dy(U) > R(U) — dg,(U) egyenl6tlenség jobboldala legalabb
annyival csokken, mint a baloldala. Legyen F' = F'\ H. Az indukcios feltevés szerint

c(F'y <2 Z Ces.

ecE’

Ebbdl, és abbol hogy z*(e) > 1/2 minden e € H-ra, azt kapjuk, hogy

c(F)=c(F)+c(H) <2 cat+2» cowi =2 cexl=20PTrp < 20PT;p.
ecE’ eeH ecE

9.4. Fokszamkorlatos feszitd fak

Ebben a fejezetben Lau és Singh iterativ relaxacios algoritmusat mutatjuk be a fokszam-
korlatos minimalis koltségi feszitéfa feladat kozelité megoldasara. Itt a ,kozelitd” nem a
célfiiggvény-értékre vonatkozik, hanem arra, hogy a megoldas csak kozelitSleg teljesiti a fok-
szamkorlatokat. Ennél tobbet nem varhatunk, hiszen példaul NP-teljes eldonteni, hogy van-e
olyan feszitéfa, amiben minden fok legfeljebb 2.

Adott egy G = (V, E) osszefiiggs egyszer( iranyitatlan graf, egy ¢ € RY koltségfiiggvény,
és egy W C V cstcshalmaz, amin felss korlatok adottak a fokszamra: by, € Zy (w € W).

Tekintsiik a kovetkezs 1P felirast:

min Z CeTe (IP)

ecE
ze € {0,1} Vee E
z(E[U]) <|U|-1 VU CV
z(E)=1|V|]-1
dz(w) < by, Yw € W.

A feladat LP relaxaltja:

min Z CeTe (LP)

ecE
Te >0 Vee E
#(E[U)) < U] - 1 VU CV
z(E)=1|V]|-1
dy(w) < by, Yw € W.

Legyen x* az (LP) rendszer egy bazismegoldasa, és E* = {e € E : 25 > 0}}. Nevezziink egy
U C V halmazt, illetve w € W cstcsot pontosnak, ha x*(E[U]) = |U|—1, illetve dy (w) = by,.
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Az €l6z6 fejezethez hasonléan belatjuk, hogy pontos halmazoknak és cstucsoknak létezik egy
,5zép” fliggetlen rendszere. Mivel x* béazismegoldas, léteznek Uy, ..., U pontos halmazok és
w1, - .., wy pontos cstucsok gy, hogy k + ¢ = |E*|, és a

DEV) € ) U e € )
vektorhalmaz lineédrisan fliggetlen. Valasszuk ezeket ugy, hogy k a lehets legnagyobb.
9.8. allitas. Az Uy, ..., U halmazok vdlaszthatok lamindrisnak.

Bizonyitds. A bizonyitas hasonlo a[0.0] allitas bizonyitasahoz. Azt hasznaljuk, hogy ha X és

Y pontosak, akkor X NY és X UY is pontos, és E*-ban nincs X \ Y és Y \ X kozott él, azaz
VEIXD  ETY] = BUIXAY] L B XUY] =

A tovabbiakban feltessziik, hogy Uy, ..., Uy laminéris. ElGszor az ¢ = 0 esettel foglalkozunk.
9.9. allitas. Ha £ = 0, akkor x* eqy feszitd fa karakterisztikus vektora.

Bizonyitds. Az Uy, ..., Uy halmazrendszerben nincsenek egyelemti halmazok, hiszen azokhoz
a 0-vektor tartozna. Egy ilyen laminaris rendszernek legfeljebb |V| — 1 eleme van, masrészt
z*(E) = |V| =1 és z} <1 minden élre, tehat |E*| = |[V| -1 =k, és 2} = 1 minden e € E*
élre. 0

A kovetkezd allitasnak az a meglepd kovetkezménye, hogy ha £ > 0, akkor van olyan W-
beli csucs, amire olyan kevés él illeszkedik, hogy a fokszdmkorlatot nem is tudjuk 1-nél tébbel
megsérteni, ha csak E* éleit hasznaljuk. Legyen W* = {wq, ..., wy}.

9.10. allitas. Ha ¢ > 0, akkor van olyan w € W* csics, amire dg=(w) < by, + 1.

Bizonyitds. Az el6z6 fejezethez hasonloan itt is zsetonos érvelést hasznilunk egy indirekt
bizonyitasban. Tegyiik fel, hogy ¢ > 0 és minden w € W* csicsra dg=(w) > by, + 2. Minden
e € E* él kap egy zsetont, amibdl x}-nyit annak a legkisebb U; halmaznak ad, ami mindkét
végpontjat tartalmazza, valamint (1 — z})/2-t ad minden W*-beli végpontjanak.

Elgszor belatjuk, hogy minden U; halmaz legalabb 1 zsetont kap. Legyenek Uj,,...,Us,
a tartalmazéasra nézve maximalis halmazok U;-ben. A lineéris fiiggetlenség miatt E*[U;] 2
U;ZlE*[Uij], igy «*(E*[U;]) > 23:1 v*(E[Uy]). A bal és jobb oldal is egész a pontossig
miatt, igy a kiilonbség legaldbb 1, és U; legaldbb ennyi zsetont kap.

Lassuk most be, hogy minden w € W* cstcs is kap legalabb 1 zsetont. A w altal kapott

zsetonok szama
*

Z 1-— Ze _ dE*(w)—bw >1
2 2 -

e€dpx (w)
hiszen az indirekt feltevés szerint dg-(w) > by, + 2.

Hogy ellentmondast kapjunk, belatjuk, hogy van él ami nem osztotta ki az Gsszes zsetonjat.
A feltételekbdl kovetkezik, hogy E* Osszefiiggs, kiilonben valamelyik komponensen sériilne a
feltétel. Igy ha egyik U; sem egyezik meg V-vel, akkor a nem feszitett élen marad zseton.
Feltehetjiik tehat, hogy V = Uj.

Ha v ¢ W*, akkor a v-re illeszkedd e éleken z = 1, kiilonben maradna naluk zseton. Azt
is feltehetjiik, hogy az ilyen e = uv élre a x© egységvektort generaljak a xUr, ... xUr vekto-
rok, hiszen kiilénben az {u,v} pontos halmazzal eggyel nagyobb fiiggetlen halmazrendszert
kapnéank, ellentmondva k£ maximaélis valasztasanak. Felirhatjuk a kovetkez& azonosségot:

L R P A I S X O S S

weW* veV\W* weW* veEV\W* e€dp= (v)

azaz ) ., cyy+ OB+ (W)_t generaljak a xU1, ..., xUr vektorok, ellentmondas. O
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A két allitas alapjan a kovetkezs egyszeri algoritmus talal egy olyan F' C E feszits fat,
aminek koltsége legfeljebb OPTyrp, és dp(w) < by, + 1 minden w € W-re:

Lau és Singh iterativ relaxaciés algoritmusa
Kezdetben legyen F' = ().

1. lépés. Oldjuk meg az (LP) feladatot, és legyen x* optimalis bazismegoldas.
Legyen E* = {e € E : z} > 0}.
2. lépés. Toroljik E-bsl E\ E* éleit. Ha van w € W, amire dg«(w) < by, + 1,

akkor toroljiik w-t W-bdl, és ugorjunk az 1. 1épésre.

3. lépés. Ha nincs ilyen csics, akkor az allitasok szerint E* feszit§ fa. Return
F .= F*

Az algoritmus soran igazabol nem kell minden 1épésben optimalis bazismegoldast talalnunk,
elég az elss lépésben. A tovabbi 1épésekben elég olyan bazismegoldast talalni, aminek kolt-
sége nem nagyobb mint az el6z6 lépés bazismegoldasanak koltsége (ami ebben a lépésben is
megengedett megoldas, csak nem feltétlentil bazismegoldas a fokszamfeltételek torlése miatt).

Also korlatok a fokszamokra

Lau és Singh egy erésebb eredményt is bizonyitottak, ahol als6 korlatok is adottak a foksza-
mokra. Az algoritmus nagyon hasonl6 a felsé korlatoshoz, de a helyességének a bizonyitasa
bonyolultabb. Az algoritmus kénnyebb megfogalmazasa érdekében azt a kicsit altalanosabb
feladatot nézziik, ahol adott egy F' C E erdd, és azt is megkiveteljik, hogy a kivalasztott
feszits fa tartalmazza F' éleit.

Adott tehat egy G = (V, E) sszefiiggs egyszert irdnyitatlan graf, egy ¢ € R¥ kéltségfiige-
vény, egy F' C FE erd6 és egy W C V csiicshalmaz, amin alsé és felsg korlatok adottak a
fokszamra: @y, by € Zy, ay < by (w € W).

Tekintsiik a kovetkezs LP relaxéltat:

min Z CeTe (LP)

eckE
Te >0 Vee E
Te =1 Ve € F
z(EU]) < U] -1 YU CV
z(E)=1|V]|-1
dg (W) > ay Yw e W
dy(w) < by, Yw e W.

Az algoritmusban ugyanugy az (LP) feladat z* bazismegoldasaval dolgozunk, mint a a felsd
korlatos esetben, de két lépés modosul: egyrészt ha z} = 1, akkor az e élt hozzavessziik F-
hez, tehat ettsl kezdve minden megoldésban benne lesz; masrészt csak akkor torliink egy w
csicsot W-bdl, ha legfeljebb két olyan él illeszkedik ré, amin x* értéke nem egész. Kénnyen
belathato, hogy egy ilyen w-re a kés6bbi 1épésekben is legfeljebb 1-gyel sérthetjiik meg az alséd
és felss fokszamfeltételeket, hiszen az aktualis x* — ra ay < dy=(w) < by, ahol ay, és by, egész
szamok, tehat barmilyen késébbi x megoldasra

y — 1 < |dp=(w)] = 1 < dg(w) < [dp=(w)] +1 < by + 1.
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Iterativ relaxacios algoritmus als6 és felsd korlatok esetén
Kezdetben legyen x* egy optimélis megoldasa. Az algoritmus egy altalanos fazisa a
kovetkez6.

1. 1épés. Modositsuk z*-ot a célfiiggvény-érték novelése nélkiil ugy, hogy bézis-
megoldas legyen. Legyen E* = {e€ E: 0 <zl <1} ésF*={ec F:xz}=1}.

2. lépés. Legyen E := E* U F* és F := F*. Ha van w € W, amire dg-(w) < 2,
akkor toroljiikk w-t W-bdl, és ugorjunk az 1. 1épésre.

3. lépés. Ha az el6z6 1épés nem modosit semmit: Return F' := F™*.

Az algoritmus helyességéhez azt kell beldtnunk, hogy ha F* nem feszits fa, akkor a 2. 1é-
pésben valami modosul. Tegyiik fel, hogy nem ez a helyzet, azaz E = E* U F*, F = F*, és
minden w € W-re dg=(w) > 3. Jelolje V1,...,V; az F* komponenseit, ahol ¢ > 2. Vegyiik
észre, hogy E*[V}] = 0 és dg+(V;) > 2 minden j € [t]-re, és ha V; tartalmaz W-beli csticsot,
akkor dg«(V;) > 3.

Nevezziink egy U C V halmazt pontosnak, 2*(E[U]) = |U| — 1. A w € W cstcs alulrol
pontos, ha ha d «(w) = ay,, és feliilr6l pontos, ha dy«(w) = by,. Az el6z8 fejezethez hasonlo-
an belatjuk, hogy pontos halmazoknak és csucsoknak létezik egy ,szép” fiiggetlen rendszere.
Mivel z* bézismegoldas, 1éteznek Ui, ...,U; pontos halmazok és W~ C W alur6l pontos
csticsok, valamint W+ C W feliilr6l pontos csiicsok tgy, hogy (W* = W~ U W™ jeloléssel)
k4 |W*| = |E*| és a

{XE*[Ui] (i€ [k]}U {X5E* W)y e w*}
vektorhalmaz linearisan fiiggetlen.

9.11. allitas. Az Uy, ..., Uy halmazok vdlaszthatdk gy, hogy lamindris rendszert alkotnak,
és minden i € [k], j € [t]-re V; C U; vagy U; NV = 0.

Bizonyitds. Ez is ugyantugy bizonyithato, mint a [0.6] allitas, felhasznalva, hogy ha X és Y
pontosak, akkor X NY és X UY is pontos, és E*-ban nincs X \ Y és Y \ X kozott él, azaz
YE X BT YT = BTIXOY] L EY[XUYT - Ay allitas masodik fele abbol kovetkezik, hogy minden
V; pontos és E*[V;] = 0, tehat egy Vj-t metsz6 U; halmazt lecserélhetjiik u; U Vi-re. O

A tovabbiakban feltessziik, hogy az allitasban szerepls feltételek teljestilnek. Legyen £ =
{Uy,..., Uk}, és legyen L' = LU {Vq,...,V;}; utobbi is laminaris rendszer. Vegyiik észre,
hogy ha U € L' és U # V, akkor dg«(U) > 2.

9.12. allitas. Legyen U € L, és legyenek X1, ..., Xy az U-beli mazximdlis halmazok L'-ben.
Legyen H C E* azon élek halmaza, amik két kilonbézé X; halmaz kozt mennek. FEkkor
x*(H)=10-1.

Bizonyitds. Kovekezik abbol, hogy U, X1, ..., X, pontosak, és Xi,..., X, particivja U-nak.
O

9.13. definicié. Egy X € £’ halmaz specidlis, ha dp«(X) = 3, d«(X) € {1,2}, és a x%&(X)
vektort generaljak a

@ wew nX}uF M ycXx, ver)
vektorok. Ezen kiviil ha V' € L, akkor legyen V is specialis.

9.14. megfigyelés. V; akkor specialis, ha egyetlen w € W* csticsot tartalmaz, és dg-(V;) =
dp~(w) = 3.
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9.15. allitas. Legyen U € L, és legyenek X1, ..., X, az U-beli mazimdlis halmazok L'-ben.
Ha £ =3 és X1, Xo, X3 mind specidlis, akkor U is specidlis.

Bizonyitds. Ha U = V akkor ez definici6 szerint igaz, tehat tegyiik fel hogy U # V. Jeldlje
H C E* azon élek halmazat, amik két kiilonbozé X; kozt mennek. A Allitas szerint
z*(H) = 2, tehat |H| > 3. Azt is tudjuk, hogy dp«(U) > 2, és dp=(X;) = 3 (i € [3]). Mivel

d g~ (U) = dpg~ (Xl) + dp* (XQ) + dp (Xg) — 2’H|,

azt kapjuk hogy |H| = 3 és dg«(U) = 3, raadasus z*(H) egészértékiisége és X1, Xo, X3
specialitasa miatt d,«(U) is egészérték, és a specialitas harmadik feltétele is teljesiil. ]

Az el6z6 fejezet bizonyitasdhoz hasonléan itt is egy token-osztogatds modszerrel jutunk
ellentmondésra, de itt valamivel bonyolultabb a tokenek szétosztasa. Kezdetben minden
v € V csucs kapjon dg+(v) tokent; a tokenck szama igy Osszesen 2|E*|. Minden V' \ W*-beli
csics adja a tokenjeit az 6t tartalmazd V; halmaznak, a W*-beliek pedig tartsanak meg kett&t
(a feltevesiink szerint legalabb 3 tokenjiik van), és a maradékot adjak az ket tartalmazo V;
halmaznak.

9.16. megfigyelés. A fenti szétosztés utan minden specialis V;-nek van egy tokenje, és minden
nem specialis V;-nek van legalabb 2 tokenje.

Azt mondjuk, hogy egy L-beli halmaznak 2 tokenre van sziiksége, a tobbi tokenje feles-
leges. Az alabbi lemma azt mondja ki, hogy a felesleges tokeneket tovabboszthatjuk felfele
a laminaris rendszerben ugy, hogy fenntarthato, hogy az aktualis fels6 szinten 1év§ speciélis
halmazoknak lesz legalabb 1, a nem specialisoknak pedig legalabb 2 felesleges tokenje.

9.17. lemma. Legyen U € L'. Ekkor az U-beli V; halmazokhoz tartozé tokeneknek van
olyan kiosztdsa, hogy minden U; Ce U kap két tokent, és U-nak lesz eqy felesleges tokenje ha
specidlis, és kettd ha nem specidlis.

Bizonyitds. Indukcioval bizonyitunk |U| szerint. A fentiek alapjan tudjuk, hogy a lemma
allitasa igaz a Vi, ..., V; halmazokra. Legyenek X1, ..., X, az U-beli maximalis halmazai £'-
nek; indukcio szerint van olyan token-kiosztés, ahol minden specialis X;-nek van egy felesleges
tokenje, és minden nem specialis X;-nek van ketts. A kiovetkezs eseteket nézziik ¢ szerint.

1. eset: ¢ > 4. Ekkor U-nak jut 4 token, tehat lesz 2 felesleges tokenje.

2. eset: £ = 3. Ha nem mindharom X; specialis, akkor U-nak jut 4 token. Ha mindharom
X, speciélis, akkor a Allitas szerint U is speciélis, tehat elég neki 3 token.

3. eset: £ = 2. Ha egyik X; sem specidlis, akkor U-nak jut 4 token. Tegyiik fel, hogy X;
specialis. Legyen H az X és Xo kozti élek halmaza. A Allitas szerint z*(H) = 1,
tehat |H| > 2. Masrészt dg=(X1) = 3 mert X speciélis. Belatjuk, hogy mindharom
X1-bdl kiléps él Xo-be megy. Tegyiik fel, hogy nem ez a helyzet, és legyen e a mashova
1ép6 él. Ekkor xf = dy«(X1) — 2*(H) € Z, ami ellentmond e € E*-nak. Tehat belattuk,
hogy dg-(X1) = H. Ekkor viszont

E*[U]

Y g+ (X1) 4 XE*[XE!},

ami ellentmond a linearis fliggetlenségi tulajdonségnak, hiszen X, specialitasa miatt a
02 (X1 vektort generaljak a {x°#*®) 1w e W*n X} U{XF M v C X1, Y e}
vektorok. Ezzel ellentmondésra jutottunk, tehat X; nem lehet specialis.

=X

O

A lemma alapjan a tokeneket felfelé végig tudjuk osztani ugy, hogy a végén minden w € W*
és U € L kap 2 tokent, és marad felesleges token, ami ellentmond az |L| + |W*| = |E¥|
feltételnek. Ezzel belattuk, hogy az algoritmus csak akkor all le, amikor F™* feszit§ fa.
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9.5. Diszkrepancia

Tekintsiink egy véges V alaphalmazon egy £ halmazrendszert, és legyen n = |V|, m = |&|,
valamint tegyiik fel, hogy m > n. A diszkrepancia feladatban V elemeit akarjuk két szinnel
szinezni ugy, hogy az £-beli halmazok minél egyenletesebbek legyenek, azaz a legnagyobb
eltérés £-beli halmazon a két szinszam kozott a lehets legkisebb legyen. Formélisan,

disc(£) = min  max|z(U)|.
z:V—{-1,1} Uef

Véletlen szinezéssel azt kapjuk, hogy tetszéleges £ diszkrepanciaja O((n log m)l/ 2. Spencer
és Gluskin egymastol fiiggetleniil bizonyitottdk a kovetkezs erGsebb allitést:

9.18. tétel. Ha m > n, akkor disc(€) = O((nlog(2m/n))*/?).

Spencer és Gluskin bizonyitasai nem algoritmikusak, azaz nem szamolnak ki polinom id6-
ben egy kis diszkrepanciaju szinezést. Bansal volt az els6, aki megmutatta, szemidefinit prog-
ramozas segitségével, hogy a korlatot eléré szinezés polinom idében kiszamolhat6é. Ezutan
Lovett és Meka egy egyszertibb, linearis programozason alapulé iterativ kerekitéses algorit-
must adott. Ujabb attorés volt Rothvoss eredménye, aki megmutatta, hogy Gluskin tétele
egyetlen lépésben is megkaphat6 algoritmikusan egy nagyon egyszeri véletlen modszerrel.

Az aldbbiakban Gluskin és Lovett-Meka eredményeit ismertetjiik részletesen, Rothvoss al-
goritmusét csak vazoljuk. Mindegyik bizonyitas egy részleges szinezési algoritmus iterativ
alkalmazésan alapul: el6szor egy részleges szinezést kapunk, ami a cstcsok konstans részét
szinezi, és kell6en kicsi a diszkrepancidja, majd a kiszinezett cstcsokat tordlve rekurzivan
meghivjuk a részleges szinezési algoritmust a maradékra.

Gluskin bizonyitasa

Gluskin bizonyitasa a részleges szinezés 1étezésére hasonlé a Minkowski-tétel bizonyitasédhoz,
de bonyolultabb mértéket hasznal. Egy x € R™ pontra legyen 7, (x) az n-dimenzids sztenderd
normélis eloszlas stirtiségfliggvénye, azaz

(@) = (2m) 72 exp (= |2[13/2)-
Ez egy mértéket definidl R"-en, amit I}, jeldl.

9.19. tétel (Gluskin). Kellden kis 6 > 0 konstansra igaz, hogy ha S C R™ egy konvez, 0-ra
szimmetrikus mérhetd halmaz, amire T, (S) > 27", akkor van z € SN {—1,0,1}", aminek
legaldbb dn nemnulla komponense van.

Bizonyitds. Nézziikk meg, hogy a szimmetrikus y, —y pontok xz € R"-nel vald eltolasa hogy
valtoztatja meg a strtiségfliggvény szerinti értékiik Osszegét:

(@ +Y) + (@ =) > 2 (@ + Y1z — y)? = 2exp (—[|2]3/2)7n (y),

ahol az utolsé egyenldségnél azt hasznaljuk, hogy ||z — y||? = ||z||® + [|y||*> — 22Ty és ||z +
ylI2 = [|z]|® + ||lyl|* + 22Ty. Jelolje S, az S eltoltjat x-szel. A fenti egyenlStlenség alapjan
Ta(S,) > exp (— 2l]2/2)Tn(S).

Tekintsiik az {S; : =z € {—1,1}" halmazokat. Ezek mértékenek Osszege legalabb
2" exp (—n/2)T,(8) = 20-loe2(€)/2=0)n > 9(1/4=0)n gy Jétezik olyan y € R™ pont, ami leg-
alabb 2(1/4=97 halmazban benne van ezek koziil. Ha & elég kicsi, akkor létezik z, 2’ € {—1,1}",
amik legalabb dn koordinataban kiilonboznek, és y € S, N S,. Ekkor y = v+ a2 = v + 2/
valamilyen v,v" € S-re. Legyen z = (z —2')/2 = (v —v)/2; ez SN {—1,0,1}"-ben van a
konvexitas és szimmetria miatt, és legalabb dn nemnulla komponense van. O
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Gluskin tételének felhasznalasaval a kovetkezdképpen bizonyithatjuk a [9.18] Tételt. Egy
részleges szinezési algoritmust adunk meg, ami fazisokbol all, és minden fazisban az elemek
egy részét szinezziik ki —1-re vagy l-re. Legyen Vi a k-adik fazis elején kiszinezetlen csiicsok
halmaza (V1 = V), és np = |Vi|. A k-adik fazisban az a célunk, hogy legalabb dny elemet
kiszinezziink agy, hogy a diszkrepancia Vj-n legfeljebb Ay, = (ny log(2m/ny))Y/2. Ha ezt meg
tudjuk csinalni, akkor n; < (1 — §)*~In, tehat a fazisok szama K = O(logn), és a teljes
diszkrepancia legfeljebb

1/2

K K
S A< 3 (1= 6 n(log(2m/n) ~log(1 — 6 1)) = O((nlog(2m/m))"/?)
=1 =1

A k-adik fazisban a részleges szinezést gy kapjuk, hogy Gluskin tételét alkalmazzuk az
Sp={z e [-1,1]V: |z(UNV)| <AL VU € £}

poliéderre. Bizonyitas nélkiil felhasznaljuk, hogy létezik § > 0 konstans, hogy I'y, (Sk) >
270k A tételbsl kovetkezik, hogy van zj, € Sy N {—1,0,1}", aminek legalabb dny
nemnulla komponense van. Ez megad egy jo részleges szinezést Vi-n.

Lovett és Meka algoritmusa

A Tétel fenti bizonyitasa csak akkor ad polinomialis algoritmust, ha Si-nak polinom
idében meg tudjuk talalni egy olyan z; € Sp N {—1,0,1}"* pontjat, aminek legalabb &ny,
nemnulla komponense van. Lovett és Meka algoritmusa ehelyett egy olyan z; € S, pontot
talal z;_1-bdl kiindulva, aminek legalabb dnj komponense +1. Ez szintén elég, hiszen minden
lépésben (1 — d)-szoroséara csokken a még nem rogzitett koordinatak szama.

Az algoritmus elején legyen zg = zp_1, Xo = {v € Vg : |xo(v)] < 1}, & ={U € € :
lzo(U)| < Ak}, és

Hy={ycR% :y,=0haveVi\Xo, yU)=0haUec&\&}

Legyen € > 0 egy kellGen kicsi konstans. Az algoritmus a kévetkezd altalanos 1épést ismétli
t=1,2... f-re, ahol { = e 2.

1. Legyen y; egy normélis eloszlas szerinti véletlen vektor Hy;_1-ben. Legyen x; = x1_1+e€y;.
2. Legyen Xy ={v e Vi :|ze(v)| <1}, & ={U € £ |2 (U)| < Ag}, és

Hi={yeR,:y,=0have V,\ Xy, y({U)=0haU €&\ &}

Az algoritmus soran a feltételek legfeljebb e-nal sériilnek. Be lehet latni, hogy ha a konstan-
sokat megfelelGen valasztjuk, akkor legfeljebb 1/8 annak a valoszintisége, hogy [Eo\E| > ni /8.
Mostantol feltessziik, hogy |Ep \ | < ni/8. Ha | X\ Xy¢| > ng/2, akkor kész vagyunk, tehat
tegyiik fel, hogy |Xo \ X¢| < np/2. Igy H, dimenzidja legalabb ng — ny/2 — ny/8 = 3ny/8.
Be lehet latni, hogy ekkor E(||z; — x4-1]|3) = E(||yl3) > (3nx/8)e? minden t € [¢] ese-
tén, és ebbsl £ = €2 alapjan azt kapjuk a normalis eloszlas tulajdonségai alapjan, hogy
E(||ze|? — ||zol|3) = Q(ni). De minden v € Vip-ra z4(v) — 9(v) € [~1 — €, 1 + ¢, tehat
legalabb Q(ny) valtozo varhatoan eléri a £1-et.

A 2z, vektort ugy kapjuk meg, hogy az xs-et modositjuk gy, hogy minden komponens
[—1, 1]-ben legyen.
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Rothvoss algoritmusa

Térjiink vissza Gluskin tételéhez, miszerint ha S C R"™ egy konvex, 0-ra szimmetrikus mérhetd
halmaz, amire T',,(S) > 27" egy elég kis § > 0 konstansra, akkor van z € SN {—1,0,1}",
aminek legalabb dn nemnulla komponense van. Rothvoss bebizonyitotta, hogy a kévetkezs
nagyon egyszer( algoritmus nagy valoszintséggel talal egy z € S N [—1,1]" pontot, aminek
legalabb dn darab +1-es komponense van:

9.20. tétel. Legyen v € R™ egy normdlis eloszlds (azaz a vy, siruségfigguény) szerint véletlenil
vdlasztott vektor, és legyen z az SN[—1,1]"-nek a v-hez legkozelebbi pontja. Ekkor z-nek nagy
valdszintdséggel legaldbb on darab +1-es komponense van.

A bizonyitas azon az egyszert tényen alapul, hogy ha az SN[—1, 1]"-nek a v-hez legkozelebbi
z pontja a —1 < z; < 1 feltételek valamelyikét nem teljesiti egyenlSséggel, akkor azt a feltételt
elhagyva is z lesz a legkozelebbi pont. Ha indirekt feltessziik, hogy z sok feltételt nem teljesit
egyenlGséggel, akkor ez alapjén fels6 korlat adhat6 z varhato tavolsdgara v-t6l. Masrészt alsd
korlat adhato a tavolsag varhato értékére az eredeti S N [—1,1]™ konvex halmazt hasznélva,
és ez a két korlat ellentmond egymasnak.
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10. fejezet

Altalanos heurisztikus algoritmusok

10.1. Lokalis keresés
10.2. Tabukeresés
10.3. Szimulalt lehiilés

10.4. Genetikus algoritmusok
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11. fejezet

Fuggelék

11.1. Linearis programozasi emlékeztets

Ebben a fejezetben Gsszefoglaljuk azokat a linearis programozasi ismereteket, amelyek a jegy-
zetben felhasznalasra keriilnek (megesik, hogy kiilon hivatkozés nélkiil is).

11.1. definici6é. A C C R™ halmaz
e konvex kup, ha tetszdleges x,y € C, A\, u > 0 esetén Az + uy € C.
e poliéderkup, ha létezik olyan A matrix, melyre C' = {x € R" : Az < 0}.

e végesen generalt kip, ha léteznek az x1,x9, ..., xr R"-beli vektorok, amelyekre C' =
{zeR":x=3" Nizi, A > 0}

Szavakban azt mondhatjuk, hogy a poliéderkiapok véges sok origon atmend féltér metszete-
ként allnak el6, a végesen generalt kupok pedig véges sok vektor 6sszes nemnegativ egytitthatos
linearis kombinaciojaként elgallé halmazok.

11.2. tétel (Weyl, 1935). A C C R™ halmaz pontosan akkor poliéderkip, ha végesen generdlt
kup.

Az A madtriz elemei pontosan akkor vdlaszthatdk raciondlis szamoknak, ha az x; vektorok is
vdlaszthatok raciondlisnak.

11.3. definicio. A P C R™ halmaz

e poliéder, ha létezik olyan A méatrix és megfelel6 méret b vektor, melyekre P = {z €
R™: Ax < b}.

e politép, ha léteznek az xq,x9,. .., zx R"-beli vektorok, amelyekre P = {x € R" : x =

Szavakban azt mondhatjuk, hogy a poliéder véges sok féltér metszeteként el5alldo ponthal-
maz (specidlisan az egész tér definicié szerint nulla darab féltér metszeteként all eld, tehat
poliéder), mig a politop véges sok pont konvex burka.

11.4. tétel (Motzkin, 1936). A P C R™ halmaz pontosan akkor poliéder, ha eldall Q + C
alakban, ahol Q egy politop, C' pedig egy végesen generdlt kip.

C a P poliéder karakterisztikus kapja. A tétel egyszeri kovetkezménye, hogy a politépok
éppen a korlatos poliéderek (ennek a nehéz irdnya az, hogy a korlatos poliéderek véges sok
pont konvex burkaként is megkaphatok, bar a szemléletiink szerint ez nagyon is elvarhato).

A kovetkezs tétel (s6t, lemma, a sz6 nemes értelmében) az el6z6 két eredmény bizonyitéa-
sakor is alapvet§ fontossagu.
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11.5. tétel (Farkas-lemma (els6 alak)). Az Ax < b poliéder pontosan akkor ires, ha létezik y
megolddsa az aldbbinak

yA=0,y>0,yb <0.
11.6. tétel (Farkas-lemma (méasodik alak)). Az Ax = b,x > 0 poliéder pontosan akkor iires,
ha létezik y megolddsa az aldbbinak

yA >0, yb<O.
A Farkas-lemma most kovetkezd erdsitését a szimplex-modszer bizonyitasabol kaphatjuk.
11.7. tétel. Ha adott az A mdtrix és a b vektor, akkor az aldbbiak kézil pontosan az egyik dll
fenn. Az [A,b] mdtriz rangjdt jelolje t.

e Kivdlaszthato az A oszlopai kézil néhdny linedrisan figgetlen, amelyek nemnegativ line-
aris kombindciojaként megkaphato b.

o Létezik eqy {x € R™ : cx = 0} hipersik, amely A-nak t — 1 darab linedrisan figgetlen
oszlopdt tartalmazza, és cb < 0, cA > 0.
11.8. tétel (kiegészits eltérések tétele). Legyen x* és y* olyan, amelyekre Ax* < b,z* > 0,
y*A<cy*>0, és
;>0 = (y*Az); = cj,

Ekkor x* a primdl max{cx : Ax < b,z > 0}, y* a dudlis min{by : yA > ¢,y > 0} feladatok
optimdlis megolddsa.
11.9. tétel (dualitastétel). Amennyiben a kivetkezd egyenldtlenségeknek van megolddsa, akkor
teljesiil az alabbi egyenldség:

max{cz : Ax < b} = min{by : yA = ¢,y > 0}. (11.1)

11.1.1. A dual-szimplex moédszer

Jelolje d;; a szimplex tabla i-edik soranak j-edik elemét, B a bézis valtozok halmaza, és N a
tobbi valtozo halmaza. A doj, j € N, értékek a redukalt koltségek, mig a d;o, ¢ € B, a primal
bézisvaltozok értékei, avagy a jobboldal a bazis inverzzel balrol szorozva. A duél célfiiggvény
értéke doo. Ha djp > 0 minden ¢ € B-re, akkor a bazis primal megengedett, mig ha do; > 0
minden j € N-re, akkor a bazis dudl megengedett. Ha mindkét feltétel teljesiil, akkor a bazis
primél és dual megengedett, tehat optimalis.

A duél-szimplex modszer duél megengedett bazisokon lépdel, és célja, hogy primal megen-
gett bézist taldljon, ami a fentiek miatt optimalis megoldast jelent. A bazis cseréket pivotéa-
lasokkal éri el. A pivotélas szabalyai:

e A pivotalas sora egy primél nem-megengedett sor, tehat egy olyan i-sor, ahol d;y < 0.

A pivotalasnal csak azok a j-oszlopok johetnek széba, ahol d;; < 0.
e Azt az oszlopot vélasztjuk, ahol a % hanyados maximalis a d;; < 0 feltétel mellett.

e Ha a k-oszlop adja a maximumaélis hanyadost, akkor az i-sort elosztjuk d;p-val, majd
pedig a transzformélt sort hozzaadjuk a szimplex tabla minden ¢’ # ¢ sordhoz a —dy j
egyiitthatoval megszorozva. Ezzel elérjiikk, hogy a k-oszlop minden eleme 0, kivéve az
i-sorban, ami 1.

e Konnyt ellendrizni, hogy a fenti transtformécié megérzi a dual-megengedettséget, s6t,
mivel d; < 0, ezért djo/d;x > 0, tehéat primél megengedett lesz az i-sor.

A dual célfiivvény értéke a transforméacié utan dog — ‘jlo—_l’:dio.
T
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11.1.2. A lexikografikus dual-szimplex modszer
11.2. A feszit6fak poliédere

Adott az osszefiiggs G = (V, E) iranyitatlan graf, és az élein a ¢ : E — R, nemnegativ
salyfiiggvény. Kozismert, hogy a Kruskaltol szarmazé mohé algoritmus megadja a G egy
minimaélis sulyu feszitéfajat. Emlékeztetdiil az algoritmus a kivetkezd. Rendezziik suly szerint
novekvs sorrendbe az éleket: e, eq, ..., en, majd haladjunk végig ebben a sorrendben, és egy
élet valasszunk ki akkor, ha a mér korabban kivalasztott élekhez hozzavéve nem keletkezik
kor. Konnyd belatni, hogy igy valéban minimalis salya feszit6fat kapunk, bar ennek ténye
kovetkezi fog a bizonyitando tételiinkbdl is.

Vegyiik észre, hogy a célfiiggvényrdl elfeletkezve az alabbi feladat egész, azaz 0-1-megoldésai
a feszitGfak karakterisztikus vektorai.

min » (ceze : € € E) (11.2)
2(BE)=|V] -1 (11.3)

2(y(S)) < |S|—1 VSCV,S#0D (11.4)
0<z. VeekE. (11.5)

11.10. tétel. A fenti linedris programnak tetszdleges célfiigguény esetén létezik egészértékd
optimdlis megolddsa.

Bizonyitas. Jelolje k(A) a (V,A) graf komponenseinek a szaméat tetszdleges A élhalmaz
esetén. Vegyiik észre, hogy az alabbi linearis program ekvivalens a fentivel.

min » (cez. : e € E) (11.6)
z2(E)=|V| -1 (11.7)

2(A) < |V|-k(A) VACE (11.8)
0<z VeckE. (11.9)

Most megmutatjuk, hogy a Kruskal algoritmusa altal adott feszitéfa x* karakterisztikus
vektora optimélis megoldésa —nek (amibdl az is kovetkezik, hogy valoban minimalis stlyt
feszit6fat szolgaltat). Ezt ugy latjuk be, hogy a Kruskal algoritmus lefutasa kézben megadjuk
a dualis feladat egy olyan y* megoldasat, amely x*-gal teljesiti a kiegészits eltéréseket
tétel), azaz mindketté optimélis megoldas. A primél feladatban az egyszertiség kedvéért
cseréljiik le a célfiiggvényt az ekvivalens max > (—cex. : e € E) alakra.

A dualis feladat a kovetkezd:

min Y "((|V| = k(A))ya: AC E) (11.10)
Sya> e VeeE (11.11)
ecA
0<ys VACE. (11.12)
Az yp valtozénak nem kell nemnegativnak lennie. Legyen e, e, ..., e, az élek azon sor-

rendje, amely szerint Kruskal algoritmusa végignézi Sket. Jelolje R; ezen sorrend elsé ¢ élének
a halmazat. Most megadjuk y* definiciojat.
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Ceiyy — Ce;y ha A= R; i <m,
Y= —Ce,,, ha A= R,,,
0 kiilonben.

Mivel az élek a sulyok szerinti novekvs sorrendben vannak, y% > 0 minden A C E esetén.
Most megmutatjuk, hogy (11.11)) is teljesiil. Legyen e = ¢;, ekkor

m m—1
* *
E :yA = E :ij = E (C€j+1 - Cej) — Cep, = —Ce; = —Ce-
A>e j=i j=i

Tehat y* valoban megoldasa a dualis feladatnak, amely rdadésul minden feltételt
egyenlGséggel teljesit.

Most belatjuk, hogy amennyiben 3% > 0, akkor az A-hoz tartozo feltétel egyen-
16séggel teljesiil. Ekkor A = R; valamely i értékre. i-re vonatkozd indukcioval az allitas
trivialis, hiszen amikor Kruskal algoritmusa kivalaszt egy élt (azaz z = 1), akkor mivel kor
nem keletkezhet, két meglévé komponenst kot Ossze.

Teljestilnek tehat a kiegészits eltérések tételének a feltételei, azaz belattuk, amit akartunk.
O

11.3. Prim feszit6fa algoritmusa

Az alabbiakban réviden ismertetjiik Prim minimalis silyt feszit6fat megkeresd algoritmusat,
amely valamelyest kiilonbozik Kruskal algoritmusatol.

A feladat tehat a kovetkezd: Adott az Osszefliggd G = (V, E) iranyitatlan graf, és az élein
a c¢: F — R, nemnegativ silyfiiggvény. Keressiink meg egy minimalis silyu feszitéfat.

Prim algoritmusa a kovetkezs: valasszuk ki a G graf egy minimalis sulyd élét, majd ebbdl
kiindulva a mar meglévs F' fankhoz mindig vegyiink hozza egy beléle kiindulé minimalis stlyt
élt, amig feszit6fahoz nem jutunk.

11.11. tétel. Prim algoritmusa minimdlis sulyu feszitdfdat ad.

Bizonyitas. A bizonyitést az Olvaséra bizzuk. O

11.4. Nagamochi és Ibaraki algoritmusa

Legyen G = (V, E) egy graf, és ¢ : E — Z, egy kapacitasfiiggvény az éleken. A csicsoknak
egy v1i,v9,..., U, sorrendjét legdlis sorrendnek nevezziik, ha

c(6(Vi-1) N 6(vi)) > e(6(Vim1) N (vy))

minden 2 < i < j < n-re, ahol V; = {v1,...,v;}. Egy legélis sorrendet konnyti kiszamolni a
pontok egyenkénti hozzavételével.

Egy u és v cstcsokat elvalaszto vagast (u, v)-vdgdsnak neveziink. Jelolje A(G;u,v) az (u,v)-
vagasok minimélis c-értékét.

11.12. tétel (Nagamochi, Ibaraki, 1992). Ha v1,ve,...,v, legdlis sorrend, akkor 6(vy) egy
minimalis értékd (vp, vn—1)-vdgds G-ben.
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Bizonyitas.

Azt kell belatni, hogy ¢(d(vy)) < A(G;vp—1,vy). Indukciot hasznalunk a pontok és élek
szaméanak az Osszegére (ha ez 2, az allitas trivialis). El6szor tegyiik fel, hogy v,—1v, € E.
Legyen G’ az e = v,,_1v, ¢l torlésével keletkezs graf. Konnyt latni, hogy a sorrendiink legalis
marad, tehit indukcié szerint

C((S(Un)) = c(él(vn)) + c(e) = )‘(G,; Un—1, Un) + C(e) = A(Ga Un—1, Un)-
Tehat feltehetjiik, hogy v,—1v, ¢ E. Konnyen lathato, hogy

A(G, Un—1, vn) Z mln{)\(G, Un—2, Un)7 )\<G7 Un—2, Un—l)}-

Tehat azt kell belatnunk, hogy ¢(d(v,)) < AMG;vp—2,v,) és c(d(vy)) < ANG; vp—2,Vn—1).
Az el6bbi bizonyitasahoz legyen G’ a v,_1 torlésével keletkezs graf. A wvi,...,v,_2,0n
sorrend legalis marad, és az indukcios feltétel miatt

c(6(vn)) = (8" (vn)) = MG 0n—2,vn) = MG 02, vp).

A masik egyenl6tlenség bizonyitasahoz legyen G’ a v, torlésével keletkezs graf. A
V1, ... ,Un_1 sorrend legalis, és az indukcios feltétel miatt most

c(8(vn)) < e(6(vn_1)) = (8 (vn_1)) = MG50n-2,vn-1) = MG;v_2,05_1).
O
A fenti tétel értelmében a kovetkezé algoritmus talal egy minimalis értékd A vagast G-ben:
0. Legyen kezdetben M értéke oo, és legyen A definidlatlan.
1. Ha G-nek 1 pontja van: vége
2. Keresstlink egy v1,v9, ..., v, legalis sorrendet.
3. Ha c(d(vy)) < M, akkor legyen M := c(0(vy,)), és A := (vy).

4. Huzzuk 6ssze G-ben a v,_1 és v, pontokat, és Iépjlink 1-re.

11.5. Az egészértéki programozasi feladat NP-teljes

Lattuk, hogy a Hamilton-kor 1étezése felirhaté egészértéki programozési feladatként. Bizo-
nyitja-e ez, hogy az egészértékii programozasi feladat NP-teljes? Nem, mivel az altalunk
mutatott egyenlStlenség-rendszer nagyon sok feltételt tartalmazott a graf méretéhez képest.
(Megadhato olyan feliras is, melyben csak polinomiélisan sok feltétel szerepel a graf méretében.
Hogyan?)

11.13. tétel. NP-teljes.

Bizonyitas. A bizonyitast az Olvasora bizzuk. (Vezessiik vissza 3-SAT-ot!) O

11.6. Minimalis T-vagasok

Ebben a fejezetben ismertetiink két, minimalis T-vagas meghatirozasara szolgald algoritmust.
Az els§ algoritmus hatékonyabb, de a Gomory-Hu-fa tulajdonsagaira épiil; ezeket itt csak
kimondjuk, nem bizonyitjuk. A mésodik algoritmus egyszertibb, csak minimalis vagas keresést
hasznél.
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11.6.1. Minimalis 7T-vagas Gomory-Hu faval

Adott egy G = (V, E) graf és egy ¢ : E — Ry sulyozds. Az ehhez tartozo6 Gomory-Hu fa
egy V cstcshalmazu F fa (nem feltétleniil részgrafja G-nek!), ami a kovetkezs tulajdonsaggal
rendelkezik: tetszéleges u, v cstcspar esetén van olyan f € F él az egyértelmd u — v dton
F-ben, hogy az F' — f két komponense altal meghatarozott vagas G-ben egy minimalis silyd
u— v vagés. Gomory és Hu tétele azt mondja ki, hogy mindig 1étezik ilyen tulajdonsagu fa, és
O(n*) id6ben megtalalhat6. Ennek segitségével Padberg és Rao adott algoritmust minimalis
stulyu T-vagas keresésére.

11.14. tétel (Padberg,Rao). Tetszdleges T pdros elemszdmi csicshalmaz esetén az F
Gomory-Hu fdnak van olyan f éle, hogy az F — f két komponense dltal meghatdrozott vd-
gds G-ben egy minimdlis sulyd T-vdgds.

Bizonyitds. Legyen G' = (V, E U F), és definialjunk a ¢ : EUF — R, silyozast tgy, hogy
E-n megegyezik c-vel, F-en pedig 0. Rogzitsiik a T cstcshalmazt. Vilagos, hogy G-ben és
G’-ben ugyanazok a halmazok hataroznak meg T-vagast, és a sulyuk is ugyanaz. Legyen
(X, V\ X) egy minimalis salya T-vagas. Legyen J C I azoknak az f € F' éleknek a halmaza,
amikre F'— f két komponense T-vigast hataroz meg. Konnyt ellendrizni, hogy J egy T-kotés
G’-ben, azaz pontosan T pontjaiban péaratlan a fokszama. Mivel G’-ben egy T-kotésnek és
egy T-vagasnak mindig paratlan sok kozos éle van, létezik uv € 6(X) N J. Legyen (Y,V \Y)
az F — uv két komponense. Ekkor egyrészt (Y, V \'Y) T-vagas, masrészt ¢(6(Y)) < ¢(6(X)),
hiszen a Gomory-Hu fa tulajdonsagai miatt (Y, V'\Y) minimalis stlyt u—v vagas, és (X, V\X)
is egy u — v vagas. Azt kaptuk tehat, hogy (Y, V' \ Y) minimalis stalya T-vagas. O

A minimalis salya T-vagas tehit megkereshetd ugy, hogy végignézziik az F' Gomory-Hu fa
éleit és azt az f € F élt valasztjuk, amelyikre F' — f két komponense T-vigast hataroz meg,
és ezen beliil a legkisebb sulytt.

11.6.2. Rekurziv minimalis 7T-vagas keresés

Egyszertisége miatt érdemes attekintenlink az alabbi, Grotschel, Lovéasz és Schrijver szerzo-
hérmastol szarmazo6 algoritmust.

Legyen adott a G = (V, E) graf az élein a ¢ : E — R, sulyozassal. Adott tovabba a péros
elemszama T' C V részhalmaz. A Q C V halmazt T-vagasnak nevezziik, ha |T'N Q| paratlan.
Minimalis T-vagasnak nevezziik a @) T-vagast, ha a ¢(6(Q)) értéke, azaz a Q-bol kiléps élek
stulyainak az O0sszege minimélis.

Keressiik meg a minimélis értéki T-vagast! Jol tudjuk, hogy maximalis folyamot hogyan
kereshetiink meg hatékonyan egy grafban, azt is tudjuk, hogy egyuttal egy minimalis vigést
is hogyan hatarozhatunk meg.

Az algoritmus elszor megkeres egy olyan minimalis S vagast, amelyre SNT # () és (V —
S)NT # 0. Ezt megtehetjiik a rogzitett s € T és minden ¢ € T — s mellett a minimalis
s, t-vagasok kiszamitasaval. Ez |T'| — 1 darab maximalis folyam algoritmussal megkaphato.

Amennyiben S mér T-vagas, megkaptuk a minimélis T-vagast. Ha nem ez a helyzet, akkor
a kovetkez6 lemma segitségével 1épiink tovabb.

11.15. lemma. Létezik eqy (Q minimdlis T-vdgds, melyre Q C S vagy Q CV — S teljestil.

Bizonyitas. Legyen U C V egy minimaélis T-vagés, és tegyiik fel hogy UN S, U N (V —S5),
(V-U)nS,és (V—-U)N(V —S) mind nemiiresek. Feltehetjiik, hogy U NS N T paratlan
elemszamu, ekkor (V—U)NSNT is paratlan elemszamu. Feltehetjiik azt is, hogy (SUU)NT # ()
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és (V —(SUU))NT # (. Belatjuk, hogy ekkor SN U is minimalis T-vagas, amibdl a lemma
allitédsa kévetkezik. S valasztasa miatt

c(6(S)) <e(6(SuUl)).
A fokszam-fiiggvény pedik szubmodularis (1. feladat)
c(6(8)) +¢c(6(U)) > c(6(SUl)) +c(6(SNU)),
az utébbit kivonva az elgbbibdl a kovetkezd adoddik:
c(0(SNU)) <c(6(U)),

azaz S N U valdban minimélis T-vagas. a

Eszerint a feladat redukalhato két kisebb grafra. Szarmazzon G; a V — S egy pontra vald
osszehuzasaval, és az élsilyok meghagyasaval (a keletkez6 hurokélek nem jatszanak szerepet).
Ty := SNT. Hasonloképpen Go legyen az S halmaz egy pontra val6é Osszehiizaséval kapott
graf, az élsulyokat hagyjuk meg. Tb pedig legyen (V — S)NT.

A G-beli miniméalis T-vagas tehat a Gi-beli miniméalis T1-vagas és a Go-beli minimalis
Tr-vagas koziil a kisebb.

A kisebb grafokban ugyanezzel az eljarassal keressiik meg a minimélis T-vagasokat a meg-
felel6 T" halmazra vonatkozdan.

16. feladat. Mutassuk meg, hogy a fenti algoritmus O(n®) futdsi ideji, ha van egy O(n®) fu-
tasi ideji folyam-algoritmusunk (példdul az eléreemeld eléfolyam-algoritmus ilyen). (Segitség:
Alkalmazzunk indukciot o |T| = |T1| 4 |T2| megfigyelésre épitve.)

Ezzel tehéat befejeztiik az algoritmus leirasat. Ezen algoritmus kevésbé hatékony, mint a
Gomory-Hu-fara épiil§ eljarés, mindossze egyszeriisége miatt szerepeltettiik itt.

17. feladat. Legyen adott a G = (V, E) grif, és az élein a ¢ : E — Ry silyozds. Bizo-
nyitsuk be, hogy a fokszamfiigguény szubmoduldris (élsilyozdssal is), azaz minden X, Y C V
ponthalmazra a kévetkezd teljestil:

(8(X)) +c(8(Y)) = e(6(X UY)) + c(6(X NY)).
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12. fejezet

Jelolések

Ebben a fejezetben Osszefoglaljuk a jegyzetben hasznalt legfontosabb jeléléseket.

1.
2. fejezet
o cz jeloli a ¢’z szorzatot két azonos szami komponensbdl allé a és ¢ vektor esetén,
ahot T a transzponalas jele, azaz cx egy szam (egykoponenst vektor:-)
e P jeloli valamely A matrix és b vektor mellett az Az < b egyenletrendszer (valos)
megoldasainak a halmazat, azaz egy poliédert.
e P jeloli P poliéder egész pontjainak konvex burkéat.
e |\]: az a legnagyobb egész, amely a A valos szamnal nem nagyobb, azaz a A als6
egészrésze.
o Megfelels méretii B matris és y vektor esetén yB jeloli az y! B matrixszorzat
eredményéiil kapott vektort.
e ¥ jeldli a csupa 1 komponenst vektort.
e conv(X): az X ponthalmaz konvex burka
3.
4.
5.
6.
7. fejezet
e ¢, :=c(e), ahol z : E — R egy fiiggvény. Tovabbi példa ..
e §(v): a v pontra illeszkedd élek halmaza.
e §(S5): az S ponthalmazbdl kiléps élek halmaza.
e v(S): az S ponthalmazbeli pontokat Gsszekots (azaz feszitett) élek halmaza.
o 2(A) := > 4 2(e), ahol z : B — R fiiggvény, A C E tetsz6leges részhalmaz.
Peldak: z(5(5)), z(v(S)).
8.
9.
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10.

11.
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