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Az altalanos konvex optimalizalasi feladat a kovetkezs alakban adhaté meg:

min f(x) (1)
gi(x) <0 i=1,....,m (2)
xelC (3)

ahol C C R" egy konvex nyilt halmaz és f, valamint gy, ..., g, konvex fiiggvények C-n. A megengedett megol-
désok halmazat jelolje
F={zeC:g9(x)<0,i=1,...,m}.

Egy a € R szamra a
{zeC: f(x)<a}

halmazt az f fliggvény a-hoz tartozé szinthalmazanak nevezziik.
1. Allitas. Ha f konvex fiiggvény, akkor minden szinthalmaza konvez.
2. K6vetkezmény. F konvex halmaz.

Az f fiiggvény gradiense, amit V f(x) jelol, a parcialis derivaltak vektora:
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3. Lemma. Ha C konvex nyilt halmaz, és f folytonosan differencidlhato C-n, akkor a kovetkezdk ekvivalensek:
o f konvex a C halmazon.
e Birmely két 2,y € C pontra V f(x)(y — 7) < f(y) — f(x) < V()" (y — ).

e Ha x és x+ s C-beli, akkor a ¢(\) = f(x + \s) fiiggvény folytonosan differencidlhats (0,1)-en és ¢'(\) =
sV f(x + \s) monoton névd fiigguény.

Az f fliggvény Hesse méatrixa a masodrendd parciélis derivaltakbol 4ll:
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(V2f(2))i; (i=1,...,n, j=1,...,n).

4. Lemma. Ha C konvex nyilt halmaz, és [ kétszer folytonosan differencidlhato C-n, akkor a kévetkezdk ekvi-
valensek:
o f konvex C-n

e f Hesse mdtriza pozitiv szemidefinit

A kovetkezSkben azt nézziik meg, hogy a konvex optimalizalasi feladat optimélis megoldasanak milyen
feltételeket kell teljesitenie.

5. Tétel. Ha F (a megengedett megolddsok halmaza) nyilt, és f folytonosan differencidlhaté C-n, akkor T € R™
pontosan akkor optimdlis megoldds, ha V f(z) = 0.

Bizonyitas. Ha Vf(z) =0, és x € F, akkor f(z) — f(Z) > Vf(z)T(x — z) = 0. Mésik irdny: ha Vf(z) # 0,
akkor létezik s € R™ amire Vf(z)Ts < 0, azaz s iranyba az iranymenti derivalt negativ. De ekkor z nem lehet
optimalis megoldas. O

Akkor is tudunk egy sziikséges és elégséges feltételt mondani, ha F relativ nyilt:

6. Tétel. Ha F relativ nyilt, és f folytonosan differencidlhaté C-n, akkor T € R™ pontosan akkor optimdlis
megoldds, ha V f(Z)T's = 0 minden s € L-re, ahol L az F-et tartalmazo legszikebb affin altér linedris eltoltja.



Bizonyitas. Ha Vf(Z) teljesiti a feltételt, és € F, akkor f(x)— f(z) > Vf(z)T(x—2) =0, hiszen 2 — 7 € L.
Masik irdny: ha van olyan s € £, amire Vf(Z)?'s < 0, akkor s iranyba az irdnymenti derivalt negativ. De ekkor
T nem lehet optimélis megoldas, hiszen F relativ nyiltsdga miatt s iranyba elég kicsit lépve F-ben maradunk.
O

Egy adott € F pontban a megengedett irdnyok halmaza:
Dx)={seR":Fe>0:x+As € FV0 <A< e}
7. Allitas. A D(x) halmaz egy konvex kip minden x € F-re.

8. Tétel. Ha f folytonosan differencidlhaté C-n, akkor eqy T € R™ pont pontosan akkor optimdlis megolddsa a
konvex optimalizdldsi feladatnak, ha & € F és V f(Z)Ts > 0 minden s € D(z)-re.

Bizonyitas. Ha Vf(Z) teljesiti a feltételt, és z € F, akkor f(z) — f(z) > Vf(z)T(x — 2) > 0, hiszen
x — % € D(z). Masik irany: ha van olyan s € D(z), amire Vf(z)Ts < 0, akkor s irdnyba az irdnymenti derivalt
negativ. De ekkor z nem lehet optimalis megoldas, hiszen s irdnyba elég kicsit 1épve F-ben maradunk. O

A fenti tétel hatranya, hogy alkalmazasahoz ismerni kell a megengedett iranyok kupjait, amit nehéz lehet
minden pontra kiszamolni. Ehelyett olyan feltételeket fogunk mutatni, amik elégségesek ugyan, de nem feltétle-
niil sziikségesek (azaz nem minden optimaélis megoldas teljesiti Sket, de ha valami teljesiti, az optimalis). Ezek
a Kuhn-Tucker optimalitasi feltételek.

9. Tétel (Kuhn-Tucker optimalitasi feltételek). Ha f és g; (j = 1,...,m) folytonosan differencidlhatok
C-n, és egy T € F pontra léteznek A; > 0 szdmok (j=1,...,m), hogy

VI@) ==Y AVe(@), (4)
/\jgj(jj)zo (j:l,...,m), (5)

akkor T optimdlis megolddsa a konvex optimalizdldsi feladatnak.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy Z-ban teljesiil a 8. Tétel feltétele. Legyen s € D(z). Ekkor ¢;(Z) = 0 esetén
Vg;(z)Ts <0, hiszen s iranyba nem néhet g;. Igy

Vi@)Ts =~ zm:kjvgj(f)TS =— Y NVg@Ts>o0
j=1

3:9;(2)=0

Kérdés, hogy a Kuhn-Tucker feltételek milyen feladat esetén sziikségesek? Erre mutatunk egy feltételt.

10. Definicié. Egy 2° € F pont a konvex optimalizdldsi feladat Slater pontja, ha gj(xo) < 0 minden nemlinedris
gj-re. A konvex optimalizdldsi feladat Slater-reguldris, ha van Slater pontja.

11. Tétel. Ha a konvex optimalizdldsi feladat Slater-reguldris, akkor minden optimdlis megoldds teljesiti a
Kuhn-Tucker feltételeket.

Végezetiil kimondunk egy Farkas lemma jellegl tételt is a konvex optimalizaléasi feladatra.

12. Tétel. Ha a konvex optimalizdldsi feladat Slater-reguldris, és o € R, akkor az {x € F : f(x) < a} halmaz
pontosan akkor dres, ha léteznek A; > 0 szdmok (j =1,...,m), hogy

F@)+3 Ngi@)>a Vazec.
j=1



