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1. TU matrixok: kerekités és szinezés

1.1. Emlékeztets

Egy matrix teljesen unimodularis (TU), ha minden aldeterminansa 0, 1, vagy -1 értékd.
Néhéany egyszert tulajdonsag:

e TU matrix transzponéltja is TU,
e Ha A TU, akkor [A, —A] és [A, ] is TU,
e Paros graf incidencia-matrixa és irdnyitott graf incidencia-matrixa TU.

1.1. Tétel. Ha A € R™™ TU mdtriz és b € Z™, akkor a max{cx : Az < b} feladatnak, ha
megoldhatd, van egész optimdlis megolddsa, hiszen minden erds bdzismegoldds egészértéki.

1.2. Tétel (Farkas Lemma TU matrixokra). Ha A € R™*" TU mdtriz és b € Z™, akkor a
kévetkezd két dallitas kozil pontosan az eqyik igaz:

1. Az Ax < b egyenldtlenség-rendszernek van egész megolddsa.

2. AzyA =0, y >0, yb < 0 rendszernek van y € {0, 1}™-beli megolddsa.

Legyen D = (V| E) egy iranyitott graf, és A az incidencia-matrixa. Tudjuk, hogy A TU
matrix. Legyen b € Z" tetsz6leges. Az Ax = b,x > 0 rendszer masképp gy irhato, hogy
0:(v) — 0,(v) = b, minden v € V-re, és x > 0. A TU Farkas Lemma erre a feladatra a
kovetkez6t adja:

1.3. Tétel. Legyen D = (V, E) egy irdnyitott grdf, és b € ZV tetszbleges. Pontosan akkor van
olyan x nemnegativ egész vektor az éleken, amire 9,(v) — 6,(v) = b, minden v € V-re, ha nincs
olyan U C'V (esetleg iires) halmaz, amire op(U) =0 €s 32 by > 32,41 bo.

1.2. Kerekités és egyenletes szinezés

1.4. Tétel. Legyen A € R™™ TU mdtriz és z € R". Ekkor z kerekithetd gy (minden kom-
ponensét alsé vagy felsd egészrészre vdltoztatva), hogy Az minden komponense kevesebb mint
1-gyel vdltozik.

Bizonyitas. Tekintsiik a kévetkezd egyenlGtlenség-rendszert:

[2] <@ < 7]
|Az] < Az < [AZ]

Ennek az egyenlStlenség-rendszernek a matrixa TU. Tudjuk, hogy van megoldasa (maga z),
teh&t van egész megoldasa is, ami pont a tételnek megfelel§ kerekitést ad. U

Ennek a tételnek példaul kévetkezménye, hogy tetszdleges M € R¥*! valos matrix elemeit lehet
ugy kerekiteni, hogy minden sordsszeg és oszlopdsszeg kevesebb mint 1-gyel valtozzon. Legyen
ugyanis A € Z" a Ky teljes paros graf incidencia-métrixa (ahol n = kl), és legyen z € R™ az
M métrix elemei altal alkotott vektor (a matrix elemeit természetes modon megfeleltethetjiik
a graf éleinek). Mivel A TU métrix, alkalmazhatjuk a fenti tételt, ami pont olyan kerekitést
ad, ahol a sor- és oszlopdsszegek kevesebb mint 1-gyel valtoznak.
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1.5. Tétel. Legyen A € R"™ "™ TU mdtriz, b € Z™, és k pozitiv egész szam. Legqyen z € Z"
olyan egész vektor, amire Az < kb. Ekkor z elddll z = z' + 22 + - -+ + 2¥ alakban, ahol 2* € 7"
és A2V <b(i=1,....k)

Bizonyitas. A tételt k szerinti indukciéval bizonyitjuk. k& = 1-re az allitas trivialis. Tehat
tegyiik fel, hogy a tétel (k — 1)-re igaz, és legyen z € Z" olyan egész vektor, amire Az < kb.
Az {x e R": Az — (k — 1)b < Az < b} poliéder nemiires, hiszen z/k benne van. Mivel az
egyenlStlenség-rendszer matrixa TU, létezik egész megoldas is; legyen ez 2*. Ekkor Az* < b, és
A(z—2%) < (k—1)b, tehat a z — ¥ vektorra és (k — 1)-re hasznélva az indukciot kész vagyunk.
OJ

A tétel segitségével megmutatjuk, hogy egy TU matrix oszlopainak mindig van egyenletes
szinezése.

1.6. Tétel. Legyen A € R™*"™ TU mdtriz, és k pozitiv eqész szam. Fkkor A oszlopait k csoportra
lehet osztani gy, hogy minden sorban az eqyes csoportokban az elemek dsszege legfeljebb 1-qgyel
tér el eqgymdstol.

Bizonyitas. Legyen d € Z™ az A oszlopainak 0sszege, és legyen by = |d/k|, by = [d/k]|. Ekkor
az {xr € R": kb < Az < kby, x > 0} poliéderben benne van az 1 vektor (az azonosan 1 vektor).
Az el6z6 tétel szerint léteznek 21, ..., 2¥ nemnegativ egész vektorok, amikre 2! + -+ + 2% =1,
és by < Az' < by. Alljon az oszlopok i-edik csoportja azokbol az oszlopokbol, ahol z* megfelels
komponense 1. Ez pont jo csoportokra osztast ad. [l

Alkalmazzuk ezt a tételt egy paros graf incidencia matrixara!

1.7. Kovetkezmény. Adott eqy G = (V, E) pdros grdf. Tetszbleges k pozitiv egész szamra ki
lehet szinezni G éleit k szinnel igy, hogy minden v csicsra minden szinosztdlybol vagy |dg(v)/k|
vagy [dg(v)/k] él illeszkedik.

Ennek specialis esete két ismert tétel:

e Ha k = A (a maximélis fokszam): Ké&nig élszinezési tételét kapjuk, miszerint E felbont-
hato A darab parositasra.

e Ha k = ¢ (a minimalis fokszam): Gupta tételét kapjuk, ami szerint E felbonthat6 0 részre
ugy, hogy minden rész fedi az Gsszes cstcsot.

2. Szimplex modszer

Tekintsiik a kovetkezd primal feladatot:

Axr =10
z >0
max cr,

ahol A € Q™" b e Q™ z € Q",c € Q" Legyen tovibba az A matrix rangja: 7(A) = m.
Vegyiik észre, hogy ha az A matrix rangja r(A) # m, akkor a feladat vagy redundéns, vagy
nem megoldhato.

Nézziik a duél feladatot:



yA>c
min yb,
ahol y € Q™.

2.1. Tétel (Gyenge dualitas tétel). Legyen x primdl megengedett megoldds és y dudl megenge-
dett megoldds. FEkkor teljesiil a kovetkezd:

cx < yb

Bizonyitas.

< (yA)z = — b O
cx (yA)x = y( Y

Az )
N~
z>0,yA>c =b

2.2. Tétel (Er6s dualitas tétel). Ha a primdl feladat megoldhato, és az optimuma korldtos
(azaz cx nem lehet tetszélegesen nagy), akkor

max cx = min yb.

2.3. Tétel (Ekvivalens alak - komplementaritasi feltétel). Ha x optimdlis primdl megoldds,
akkor 3 y dudl megoldds, amire cx = yb, azaz ha x; > 0, akkor (yA); = c;.

2.1. Definici6é (Primal feladat bazismegoldasa). Olyan = megoldas, amire A-nak az x; > 0-
khoz tartozé oszlopai linearisan fiiggetlenek.

2.2. Definici6é (Bazis). B bazis: A-nak m X m-es nemszingularis részmatrixa.

2.1. Jel6lés. © € R" : x = (xp,xN), ahol xp-vel jeldljiik a bazishoz tartozd koordinatékat,
xn-nel pedig a nem bézishoz tartozokat.

2.2. Jelblés. B-hez hozzarendelt £ € R™: Zp = B~'b, 7y = 0.
2.1. Megjegyzés. Ha B~'b > 0, akkor Z primal megoldas, azaz a B bazis megengedett.
2.2. Megjegyzés.

\
o
V
o

WK~
FErrrn
FErrrnd

Ha x bazismegoldés, akkor kiegészitve m db linearisan fiiggetlen oszloppa bazist kapunk. Eh-
hez a béazishoz hozzarendelt z pedig bazismegoldas lesz, mivel tudjuk, hogy Bx = b-nek egy
megoldisa van, és mivel z megoldasa, igy kész is vagyunk.

2.3. Megjegyzés. Egy bazismegoldas viszont nemcsak egy bazishoz lehet hozzarendelve: a két
oszlopot barhogy kiegészitve egy harmadik, t6liik linearisan fiiggetlen oszloppal tobb, egymastol
kiilonb6z6 bazist kaphatunk. Két bazist kiilonbzének tekintiink - még akkor is, ha ugyanaz a
bazismegoldés tartozik hozzajuk.

2.3. Definici6 (Bazishoz tartozo dualis vektor). A B bazishoz tartozo dualis vektor: § =
cgB™1, ahol cp a c célfiiggvény B bazishoz tartozé része.

B

<

o
oS!



Nézziik yA — c-t. Err6l annyit tudunk, hogy a B-hez tartozé koordinatai nullak.

(JA—¢)p = (yB —cp) =cgB'B—cp =0

Ez az y, T teljesiti a komplementaritasi feltételeket (y nem feltétleniil megoldésa a duélnak).

Ha yA — ¢ > 0, akkor ¢ dual megoldas, és T és y mindig teljesiti a komplementaritasi feltétele-
ket(azaz cx = gb), igy T a primal feladatnak és g a dual feladatnak optiméalis megoldasa.

Tehat ha B priméal- és dudl-megengedett akkor a hozza tartozé megoldasok optimalisak.

2.1. A szimplex moédszer tulajdonsagai

e primal megengedett bazisokon 1épked
e minden lépésben egy oszlopot cseréliink ki B-ben.
e a primal célfiiggvényérték folyamatosan né (azaz nem csokken)

e véges sok lépésben eljutunk egy dudl megengedett bazishoz.

2.1. Eszrevétel. A szimplex mddszer sordn mindig teljesil, hogy c& = gb.

Tegyiik fel, hogy B primal megengedett bazis. Tartozik hozza egy Z és egy 7. Irjuk fel a
kovetkezd ekvivalens rendszert:

B 'Az =B

2.3. Jelslés. A= B~ 1A e Qm<n

b= B
¢ = yA — ¢ - redukalt koltség.
Z=cr=yb

Nézziik a szimplex tdbla dbrazolasat:

A

| c |

2.4. Megjegyzés. A-ban B egy egységmatrix, b pedig az aktualis megoldas értékeit tartal-
mazza.

I3 T7  Tg
T7 0 1 0
T3 1 0| |0
Ty 0 0 1

B primél megengedett bazis <

b
B dual megengedett bazis < ¢ > 0



Miért nevezziik &t redukalt koltségnek? Irjuk at:

c=JA—c=cgB'A—c=cgAd—c

Mi torténik akkor, ha ¢ € N-re Z,-t noveljiik d-val, és kdzben Z -t valtoztatjuk agy hogy Ar = b
tovabbra is teljesiiljon?

T3 Tg X7 Xy
7 0 - 1 0
Zs 1 - 0 0
Ty 0] [=| |0 1

1. egyenletnél: z7-et valtoztatjuk
2. egyenletnél: zs-at valtoztatjuk

3. egyenletnél: xg-et valtoztatjuk

2.4. Jel6lés. Az A matrix i. sora legyen: a; vagy A, j. oszlopa pedig legyen: a; vagy A ;

/_7

T,=T,+0
- = —
T =Tp—0ay,

ct' = ¢ + dcy — depay,

A csékkenés mértéke: J(cgA — ¢), = 6¢,

Tehat ¢, azt mondja meg, hogy mennyivel csokken a célfiiggvény érték, ha z,-t noveljiik. Iga-
z&4bol ez a csokkenés negativ, azaz a célfiiggvény értéke né (azaz nem csokken), igy minden
lépésben az el6zénél jobb (azaz nem rosszabb) megoldast kapunk.

2.2. A szimplex moédszer egy lépése

0. ha ¢ > 0, akkor kész vagyunk.
1. ha nem, valasszunk egy ¢ € N-t, amire ¢, < 0. Ezt tobbféleképpen megtehetjiik:

e Bland szabaly: valasszuk a legkisebb ilyen ¢-t. Ez a valasztasi modszer garantalja,
hogy az algoritmusunk véges lesz.

o valasszuk a legkisebb ¢, értéket. Ez nem garantalja a végességet, de a gyakorlatban
gyorsabb.

Az igy valasztott z, keriil majd a bazisba.
2. Haa, <0, akkor

2.1. Allitas. Ilyenkor a célfiigguény nem korldtos.



Bizonyitas.

— =
T,=T,+0
— = —
Tp=2p —0a,

ami tetszéleges > 0-ra megengedett megoldast ad. A célfiiggvényérték tehéat szigorian
né (—dc,-vel), azaz tetszélegesen nagy lehet. O

3. Haa, £ 0, akkor ki kell valasztani a bazisbol kikeriils valtozot. Azt az r-et valasszuk,
amire a

Ekkor az r sorhoz tartoz6 bazisvaltozo keriil ki a bazisbol.

Ha t6bb ¢ is minimalis, akkor alkalmazzuk a Bland szabalyt: az a bazisvaltozo keriil ki,
amelyiknek az indexe a legkisebb.

4. Uj szimplex tdbla kiszamitasa (pivotalas): az r sor tobbszordseit adjuk hozzd a t&bbi
sorhoz.(a b is hozzatartozik a sorhoz)

a = i ) o— by
ry T a r a
Tq Tq
a - - - a
- = — 1q /- 1q
1#ET jj = Qij — Qrj— b; =b;, — b,—
(rq (rq
_ _ _C
C. = Cj — CLTj_—q
(rq
Tyq - Tq -
0
0 -
r =T 1 L
0
L 0 L
| | [ 10] |

2.4. Tétel. A Bland szabdlyt haszndlva a szimplex mddszer véges sok lépésben véget ér.

Bizonyitas. Ha egy lépésnél valtozik z, akkor cx szigorian né. Ezért csak abbol lehetne
probléma, hogy végtelen ciklusba keriiliink, mikozben ¥ nem valtozik. Tegyiik fel indirekt,
hogy van egy ilyen ciklus, aminek tehéat az elején és a végén ugyanaz a bazis van.

Egy indexet mozgbénak neveziink, ha a hozza tartozo6 valtozo a ciklus soran ki- illetve bekeriil a
bazisba. A nem mozgé indexet tehat a ciklus soran vagy végig a bazisban vannak, vagy végig
a bazison kiviil.

Legyen p a legnagyobb mozg6 index, és legyen ¢; egy olyan lépés, amikor bekeril, és {5 egy

olyan lépés, ahol kikeriil. Feltehetjiik, hogy t; < 2. Jelolés: a t; lépés el6tt: B, B, ¢, A; a 1y
lépés elétt: B/, B',d  A’.



Mivel p keriil be a t;-edik 1épésben, ¢, < 0 és j < p esetén ¢; > 0.

Nézziik most a ts-edik lépést: legyen r az x, béazisvaltozohoz tartozé sor, és legyen ¢ az az
index, ami bekeriil a bazisba. Ekkor ¢, <0, a;, > 0, és a;, < 0 az Gsszes olyan i-re, ami mozgo
béazisvaltozohoz tartozik. Az utobbi azért igaz, mert ezekre az i-kre b, = 0, és az ezekhez a
sorokhoz tartozé valtozoknak p-nél kisebb az indexiik.

A fent elmondottakbol

11 —to __ = -1 = N—1 _ -1/ —~/ = =l
0< Cq —C = CBB aq— CB/(B> aq= (CBB B — CB/)CL‘q = cB/a.q.

De ha a jobb oldalon szerepld skaldrszorzatot tagonként nézziik, a ¢,a;, tag szigortan kisebb
mint nulla, a tobbi mozg6 indexhez tartoz6 tag legfeljebb 0, mig a nem mozg6d indexekhez
tartozo tagok értéke 0 (hiszen ha egy ilyen j index benne van B’-ben, akkor B-ben is benne
van, tehat ¢; = 0).

Azt kaptuk, hogy cpa’, < 0, ellentmondés. O

3. Erzékenységvizsgalat

Legyen B optimalis bazis. Mennyire valtoztathatjuk meg a c-nek vagy b-nek egy koordinatajat,
hogy B optiméalis maradjon?

Tudjuk, hogy B optimélis < b > 0(primél megengedett) és ¢ > 0 (duil megengedett).

1. g€ N-te: ¢, = ¢4+ 0

e b nem valtozik, ekkor B primal megengedett marad

o =yA - = cgA - d

nem valtozik csak ez valtozik

¢y =c¢j, ha j#q

d>0&6<g,
2. Az r sorhoz tartozo bazisvaltozé stulyat noveljiik d-val.

e b nem valtozik, ekkor B primal megengedett marad

o ¢ = cgyA— (. Ekkor ¢ = 0(ez mindig igaz), ¢y = cn + (0a,.)n. Azaz j € N : ¢} =
¢; + 6a,;. Ez mikor marad nemnegativ?

— Ha a,; = 0, akkor mindig.
— Ha a,; > 0, akkor sziikséges, hogy § > —~2

Qrj

G

— Ha a,; < 0, akkor sziikséges, hogy § < —==
rj
Tehat




cj . . Cj . _
max{——=:j € N,G,; >0} <§ <min{——:j € N,a,; <0}
Arj Qpj
Latjuk, hogy az als6 korlat egy nempozitiv szam, a felsé korlat egy nemnegativ szam,
de mindketts lehet nulla is. Tovabba ha tireshalmazon maximalizalunk, akkor —oo-t
kapunk, illetve ha iireshalmazon minimalizdlunk, akkor +oo-t kapunk.

3. Legyen b, = b, + 6. Ekkor

e ¢ nem valtozik, ekkor B dudl megengedett marad.

o b/ = B, tehat b, = B; 'V = b; + 6B;,'. Hasonléan az el6z6 esethez:

V>0
(i
b, - . bi
max{—f b >0} <5< mln{—ﬁ 2b <0}

Tehat ha

A v

c: | 10...0]
akkor

A B!

c: | Ly |

B! és i is konnyen kiolvashat6 a szimplex tablabol.

Most nézziik meg, hogyan valtozik z: z/ = yb' = zZ + 07,

y-t arnyékarnak nevezziik, mivel 7, megmondja, hogy - élve a termelési feladat pél-
dajaval - milyen egységaron érdemes az r-edik alapanyaghol vaséarolni (feltéve, hogy
amennyit vasarolunk az adott hatarokon beliil marad).

Mi lesz akkor, ha az elején nincs primal megengedett megoldasunk? Ehhez nézziik meg a duél
szimplex modszert:

4. Dual szimplex modszer

4.1. A dual szimplex médszer tulajdonsagai

e dual megengedett bazisokon lépked

minden lépésben egy oszlopot cseréliink ki B-ben.

ugyanazt a szimplex tablat hasznaljuk, mint a primal szimplex modszernél

cz folyamatosan csokken (azaz nem nd)
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e véges sok lépésben eljutunk egy primal megengedett bazishoz.

A kiilénbség annyi lesz, hogy elGszor azt hatarozzuk meg, hogy melyik valtozo 1ép ki a bazisbdl,
és csak utana azt, hogy melyik lép be.

4.2. A dual szimplex médszer egy 1épése

0. Ha b > 0, akkor kész vagyunk. Primal megengedett bazisunk van, azaz optimalis bazist
talaltunk.

1. Ha nem, valasszunk egy r-et, amire b, < 0. Ezt tobbféleképpen megtehetjiik:

e Bland szabaly: valasszuk azt az r-et, amihez a legkisebb indext bazisvaltozo tartozik.
Ez a valasztasi modszer garantalja, hogy az algoritmusunk véges lesz.

e Valasszuk a legkisebb b, értéket. Ez nem garantalja a végességet, de a gyakorlatban
gyorsabb.

Az igy véalasztott r-hez tartoz6 béazisvaltozé 1ép ki a bazisbol.
2. ha a,, > 0, akkor

4.1. Allitas. A primdl feladatnak nincs megolddsa.

Bizonyitas.
a,r = b,
~— =~
>0 <0
egy érvényes egyenlet lenne, ami nem lehetséges. 0

3. Ha a, # 0, akkor ki kell valasztani a bazisba bekeriils valtozot. Azt az x,-t valasszuk,
amire a,, < 0 és
C, C;
arq arj
4.1. Megjegyzés. Ha ez a minimum nulla, akkor degeneracio 1ép fel a dual szimplexben,
tehat ¢ nem valtozik a baziscsere soran.

Ekkor z, keriil a bazisba.

Ha t6bb ¢ is minimalis, akkor alkalmazzuk a Bland szabalyt: valasszuk a minimalis ilyen

g-t.
Miért pont igy kell valasztani a bemend valtozdt? Arra van sziikségilink, hogy ¢ > 0
maradjon.

Béziscsere utan: ¢; = ¢; — a,j=* nemnegativ marad, ha
Tq
e a,; > 0, mivel ¢;-t ekkor noveljiik

Cq

° &Tj<0,de—%>—
TJ

Qrq

4. a baziscsere ugyanugy torténik, mint a priméal szimplex modszernél.

Mikor érdemes a dudl szimplex moédszert alkalmazni?
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4.3. Alkalmazas
Tegyiik fel, hogy méar megoldottunk egy feladatot, és hozza kell venniink még a rendszerhez egy
axr < [ feltételt.

Vegytink egy 1j slack valtozot: s > 0 ugy, hogy ar + s = §. Irjuk at a feltételt ekvivalensen:
ax + s = 3, ahol ag = 0.

Azaz:
s
s
A: T _
~ A Z
o 1] |7
El a an 0 --- 0] [1] [A]

c: | 10]

4.2. Megjegyzés. c-on nem kell valtoztatni, ugyanis a slack-valtozohoz 0 tartozik ¢-ban.

A bazist kibgvitjilk s-sel, igy az 1j feladatra egy duil megengedett bazist kapunk, és innentdl
fogva hasznalhatjuk a duél szimplex modszert, mivel kaptunk egy kiindulasi tdblat a modszer-
hez.

4.4. Alkalmazas

A dual szimplexszel a megengedettségi feladatot azonnal meg tudjuk oldani. Nézziik a kovetkezd
primél feladatot és a hozza tartoz6 dualt:

Arx =b yA >0
(P) x>0 (D)
max Ox min yb

A (P) feladatnak minden megengedett megoldasa optimalis, mikézben a (D) feladatnak a
(0...0) egy megengedett megoldésa.

Ebben a feladatban ¢ = cgA — ¢ = 0, tehat minden bézis dual-megengedett.

=0 =0
Induljunk ki tetsz&leges béazisbdl, és hasznaljuk a dual szimplex modszert. Ekkor vagy ka-
punk egy primal megengedett bézist, vagy kapunk egy bizonyitékot arra, hogy a feladat nem
megoldhat6. (Ez a bizonyiték pont a Farkas lemmabol kovetkezik.)

5. Kétfazisu szimplex médszer

1. fazis: primél megengedett bazis keresése

2. fazis: primal szimplex modszer alkalmazasa ebbdl a bazisbol kiindulva.

Nézziik az elsG fazist. Legyen a feladat: max{cx: Az = b,z > 0}.

Feltessziik, hogy b > 0. Kiilénben a megfelel§ sorokat (—1)-gyel be kell szorozni.
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Vezessiink be minden sorhoz j mesterséges valtozokat: u; : 7 =1...m.

Az +1Tu=>
(z,u) =0
5.1. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a fenti rendszer nem ekvivalens az eredetivel.

Ahhoz, hogy az eredetivel ekvivalens rendszert kapjunk, sziikség van egy olyan megoldasra,
ahol u = 0. Legyen a célfiiggvény: max — ", u;.

e Ha ennek a feladatnak 0 az optimuma, akkor az eredeti feladat egy megoldésat kaptuk.

e Ha ennek a feladatnak < 0 az optimuma, akkor az eredeti feladatnak nincs megoldasa.

Legyen B a mesterséges valtozok oszlopaibol allo bazis. Ekkor B primél megengedett. A
kiindulési szimplex tabla:

Al A T
0 0[-1-- —1]
Al = At
bto=b

gl = 1BA1_01

Tudjuk, hogy ¢ =0, és ey = — >0, a;..

1=

A kiindulési szimplex tabla tehat:

¢l =>a [0--0]

Erre a szimplex tablara kell alkalmazni a primal szimplex modszert.

e Ha az optimum < 0, akkor nincs megoldés.

e Ha az optimum = 0, de marad mesterséges valtozo a bazisban (azaz a feladatunk dege-
neralt volt), akkor tegyiik a kovetkezst a mesterséges valtozok kikiiszobolése érdekében:

U;

(r.sor )u;
At
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Legyen a megmaradt valtozo a szimplex tabla r-edik soraban. Ez a sor nem lehet azono-
san 0, mert A sorai linearisan fiiggetlenek.

Valasszunk tehat egy tetszéleges nemnulla elemet egy nem-mesterséges valtoz6 oszlopéa-
ban, és ott pivotaljunk:

U;

(r.sor )u; £

Mivel a jobboldalon 0 van, ezért a primal megoldas nem valtozik, és a célfiiggvényérték
sem valtozik.

5.2. Megjegyzés. Azért kell nemnulla elemet valasztanunk, hogy a pivotélast el tudjuk
végezni.

e Ha az optimum = 0 és nincs mesterséges valtozé a bazisban (azaz az eredeti feladatra
kaptunk egy megengedett bazist), akkor elhagyjuk a mesterséges valtozokat, és az eredeti
c célfiiggvényre alkalmazzuk a szimplex modszert.

5.1. Szoftveres szemléltetés

A fent bemutatott kétfazist szimplex modszer miikodése megtekinthetd a Paul A. Jensen &altal
készitett ORMM Excel bévitmény segitségével:
http://www.me.utexas.edu/” jensen/ORMM/index.html

Az Osszes bévitmény let6lthetd egy .zip fajlban innen:
http://www.me.utexas.edu/" jensen/0ORMM/frontpage/jensen.lib/pclib/jensen.lib.zip

6. Halb6zati szimplex modszer

Tekintsiik a kovetkezé feladatot:

Adott egy D = (V, E) iranyitott, gyengén Osszefiiggs graf, b : V — Z az igények minden
csticsra, ahol ) .\, b, =0 és c: E — R az élek sulya.

Legyen x : IF — R a valtozo.
6.1. Jel6lés (Befolyo aram). p,(v) jelolje a v csiucsba beléps éleken az z-ek Osszegét.

6.2. Jeldlés (Kifolyo aram). d,(v) jelolje a v cstcsbol kiléps éleken az z-ek Osszegét.

pz(v) — 0(v) = by, Yo EV
x>0

max E Cele

ecE
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6.1. Megjegyzés. Ha ) _ b, = 0 nem lenne igaz, akkor a feladatnak nem lenne megoldasa.

6.2. Megjegyzés. A halozati folyam feladatnak mindig van optimélis egész megoldasa, ha a
feladat egyaltalan megoldhato.

Legyen vy egy kijelolt cstcs. Ha p,(v) — d,(v) = b, minden v € V'\ {vg}-ra teljesiil, ekkor vy-ra
is teljesiil. Vezessiik be tehat az eredeti egyenléségrendszer helyetta kovetkezét: p,(v) —d.(v) =
b, Yo € V\{v}. Igy asorok linearisan fiiggetlenek lesznek, ezaltal a feladatra alkalmazhatjuk
a szimplex modszert: Ax =b, x > 0, ahol A sorai linearisan fiiggetlenek.

Az A matrixunk a kovetkezd lesz:

V =Avo,v1,...,vm}, E={eo,e1,...,€n}

Aezmn
—1 ha v; tove ej-nek
a;j = 4 +1 haw; feje ej-nek
0 kiilonben

6.3. Megjegyzés. Az A matrix minden oszlopaban legfeljebb egy +1-es és legfeljebb egy —1-es
talalhato.

6.3. Jelolés. A tovabbiakban kontextustdl fliggéen a kdvetkezs ekvivalens jeloléseket fogjuk
hasznéalni:

b'l)i ~ bl
Ce]. ~ Cj
Yv; ~ Yi
Ty, ~ T

A feladatunk tehat felirhaté max{cx, Ax = b,z > 0} alakban.

6.1. Allitas. B bdzis < {e; : j € B} feszitdfa (irdnyitds nélkiil).

Bizonyitas. <: Belatjuk, hogy Bx = b egyértelmiien megoldhato. Keressiink a fan olyan
aramot, ami minden igényt kielégit. Minden élre adjunk olyan értéket, ahol p,(v) — d,(v) = b,.
A fa leveleire egy-egy él illeszkedik. Ezekre egyértelmtien meg tudjuk adni a valtozd értékeét.

Ha a leveleket elhagyjuk, akkor tjabb fat kapunk, amely fa leveleire ugyancsak egyértelmiien
meghatarozhat6 a valtozo értéke.

Példaul:

=: Indirekt bebizonyitjuk, hogy ha a B-hez tartozé élek nem alkotnak feszitéfat, akkor B nem
bazis. Legyen m darab él, ami nem alkot feszitéfat. Ekkor a részgraf tartalmaz kort. Legyen
ez a kor C.
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Legyen
+1 , hae e C el6re-¢l

Te = —1 , ha e € (' hatra-él
0 ,hae¢gC
Ekkor a Bx = 0 feladatra = # 0, tehat B szingularis, azaz B nem bézis. O

Legyen z a Bx = b egyértelmi megoldasa és legyen 4 a kovetkezd: 4y = 0 lesz a vg-hoz tartozo
duélis valtozo. Tovabba ha uv € B, akkor legyen 4, — ¥, = cy». Ez egyértelmiien meghatarozza

i-t.
Az uv él redukalt koltsége: Cup = Yy — Yu — Cun-

6.1. Definici6. A B béazis primal megengedett, ha z > 0.
6.2. Definici6. A B béazis duédl megengedett, ha ¢ > 0.

6.1. Primal hal6zati szimplex médszer 1épései

Tegyiik fel, hogy B primal megengedett bazis. Az alabbi lépéssorozatnal nem kell az A méatrixot
felhasznalnunk.

0. Ha ¢ > 0, akkor kész vagyunk (a bazisunk primal és dual megengedett).

1. Ha nem, akkor valasszunk egy olyan e, élt, amire ¢, < 0. Ha tobb alternativank van,
alkalmazzuk a Bland szabdlyt: valasszuk a legkisebb indext ilyet. Az igy valasztott e, él
keriil majd a bazisba.

2. Vegyiik hozza a B feszit6fahoz az e, élt. Ekkor egy egyértelmd C' kort kapunk, aminek
ep éle. Legyenek a C-ben e,-vel egyiranyt élek eléreélek, a tobbi C-beli él pedig legyen
hatraél.

Ha C-ben nincsenek hatraélek, akkor tetzéleges § > 0-ra

, {je+5,hae€C

| Z., kiilonben

megengedett megoldas.
6.2. Allitas. Ebben az esetben a célfigguény nem korldtos.
BiZOl’l}’ité.S. ZUUEC éufu == Zuvec<gv - g’lt - CU'U) = - Zuvec Cuv

L, _ _ o
' =T +0) ec Cow = CT =0 co Cuw = CT — 0Cp —>5300 +00

Tehat a célfiiggvény nem korlatos. 0

3. Ha van C-ben hatraél, akkor legyen e, az a hatraél, amire ¥, minimdlis. Ez az él fog
kikeriilni a bazisbol.

4. Vegyiik hozz4 a B bazishoz az e, élt, és hagyjuk el a bazisbol az e, élt. B’ = B+{p}—{q}

Zj + Z4, ha e; eléreél C-ben
T, = § Z; — T4, ha e; hatraél C-ben
.f‘j, ha €; ¢ C
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Szamoljuk ki az y/'-t:

Ha az e, élt kihagyjuk a fabol, akkor a fa két komponensre esik: S és T'. Valasszuk S-t
és T-t ugy, hogy e, a T-be lépjen.

Ekkor
e Ha v, € S, akkor

v —

,_{gjv,haves

Yy — Cp, hav eT
e Ha v, € T, akkor

v

—/ ?J@—l-ép,haves
| %, haveT

A fenti megkiilonboztetés azért sziikséges, hogy yo = 0 maradjon.

6.4. Megjegyzés. Ha b és c egészek, akkor y, T és ¢ végig egészek maradnak. S&t, ha a
koltségek(stulyok) egészek, a dudl végig egész lesz, és ha az igények egészek, a primal végig
egész lesz.

6.2. Dual halézati szimplex moédszer
Legyen B dual megengedett bazis (azaz ¢ > 0).

0. Ha 7 > 0, akkor kész vagyunk (a béazisunk priméal és dual megengedett).

1. Ha nem, akkor legyen ¢ € B olyan, hogy z, < 0. Ha t&bb alternativank van, alkalmazzuk
a Bland szabalyt: valasszuk a legkisebb index ilyet. Az igy valasztott valtozé keriil majd
ki a bazisbol.

Ha elhagyjuk az e, ¢lt, akkor a fa két részre esik: S és T'. Valasszuk S-t és T-t ugy, hogy
eq a T-be lépjen.

6.3. Allitas. Ha nincs T-b6l S-be vezetd €l, akkor a primdl feladatnak nincs megolddsa.
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Bizonyitas. Az z aktualis primal vektor a p,(v) —d,(v) = b,, Vv € V feladat megoldasa.
Az ¢4 élen: 7 < 0. A t6bbi S-b6l T-be vezets élen = 0, mivel ezek nincsenek a bazisban.

Latjuk, hogy S-bdl negativ folyam megy T-be, azaz S igénye nagyobb T igényénél.
Y wesbv > D cp by, mivel

2ver b = 2oues bo = 2per(p2(v) = 02(0)) = D0 ues(pa(v) = 02(v)) =225 Te <0

Nemnegativ folyammal nem lehet az igényeket kielégiteni, tehat nincs megoldas. 0

. Ha van T-b&l S-be él, akkor valasszuk ki azt az e, T'— S élt, amire ¢, = min{é,, ahol e :
T — S él}. Ha tobb ilyen van, akkor alkalmazzuk a Bland szabalyt: valaszzuk a legkisebb
indextit. Ez az él fog bekeriilni a bazisba.

. Hagyjuk el a B bazisbol az e, élt, és vegyiik hozza az e, élt. B’ = B — {q} + {p}.

Legyen C : Ep U {e,} egyetlen kore.
Legyenck az e,-vel egyiranyt élek el6reélek, a vele ellentétes irdny élek pedig hatraélek.
Ekkor

T — T4, ha e elreél C-ben
T, =< Z.+ T4 ha e hatraél C-ben
Te, hae g C

Szamoljuk ki az y'-t:

e Ha v, € S, akkor

v

| Gy,haves
Yp +Cp, hav eT

e Ha v, € T, akkor

4, | yw—¢,haves
Yo = Uy, ha v €T
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6.3. Kezdeti primal bazis keresése

T6bb modszert is ismertetiink:

1. A ¢ = 0 sulyfiiggvényre alkalmazzuk a haldzati szimplex modszert. Ilyenkor tetszéleges
B bazisra y = 0, ¢ = 0. A gyakorlatban ez lasst modszer, és csak azért nem ciklizal, mert
a Bland szabalyt alkalmazzuk.

2. Legyen B tetszGleges bazis. Ha ez a bazis se nem primél-, se nem dual megengedett,
akkor moédositsuk c-t gy, hogy dudl megengedett legyen:

/ { CU’UJ ha’ EUU Z O

“w =\ §y = Fu, ha yp < 0
Ezzel a d-vel B dual megengedett lesz. Most alkalmazzuk a duél szimplex modszert,
ezaltal B’ optimalis bazist kapunk ¢-re, ami primal megengedett bazis az eredeti ¢ cél-
fiiggvényre. Ezzel a B’-vel kezdve alkalmazzuk a primal szimplex modszert az eredeti ¢
célfiiggvényre.

3. Kétfazisu szimplex modszer
Vegyiink hozza az eredeti grathoz egy 1j cstcsot: v* (V' =V U {v*}) és a kovetkezd 1]
éleket: B/ = EU{v*v:b, >0} U{vv* : v, < 0}.

o —1, ha e = v*v vagy e = vv*
¢ |1 0,haeceF

b<0 b>0

A v*-ra illeszked§ élek primal megengedett bazist hataroznak meg, mivel:
Tpry = bv és Ty = —bv, tehat 2 0.
Alkalmazzuk a priméal halozati szimplex modszert. Ekkor

e Ha az optimum negativ, akkor az eredeti feladatnak nincs megoldasa.

e ha az optimum nulla, akkor hagyjuk el a v*-os éleket, és az igy keletkezett részfakat
egeészitsiik ki feszitGfava 0-as éleket hozzavéve. Igy primal megengedett bazist kapunk
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az eredeti feladatra.
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7. Egészértéki linearis programozas

7.1. Bevezetés

A kovetkez$ alapfeladattal foglalkozunk:

max cx
Ax <b
Tz ez

A fenti feladat LP-relaxaltja:
max cr
Az <b
xr eR”

Specialis eset: binaris programozasi feladat:
max{cr : Ax < b,x € {0,1}"}

Példaul: Binaris hatizsak feladat

Adott n db targy.

A j-edik targy értéke legyen c¢; > 0, silya pedig a; > 0.

Adott tovabba egy hatizsak, melynek teherbir6 képessége b > 0.
Keressiik max {)°7_, ¢;z; : D7 aja; < bz € {0,1}"}

A fenti feladat egy NP-teljes feladat. Az LP relaxaltja konnyen megoldhaté: az érték/sily
arany szerint helyezziik csokkend sorrendbe a targyakat. Sorra tegyiik be Sket a hatizsakba,

amig a hatizsak be nem telik(az utolso betett targy lehet hogy csak részben fér be, de a relaxélt
feladatnal ez nem baj).

Az egészértékii programozasi feladatnal kicsit altalanosabb a vegyes programozasi feladat,
ahol nem feltétleniil az Osszes valtozonak kell egészértékiinek lenni:

max{cx +dz: Ax+ Bz <b,x € Z™ z € R™}.

Egy példa: Szolgaltaté-elhelyezési feladat

Adott m db iigyfél, és n db lehetséges szolgéltatohely. Minden {igyfélnek egységnyi igénye van,
ezt megoszthatjuk tobb szolgaltatohely kozott.

c;j: 1-edik ligyfél kiszolgalasanak koltsége a j-edik szolgaltatohelyrdl.
fj: j-edik szolgéltatohely megnyitasanak koltsége

u;: j-edik szolgéltatohely kapacitasa
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A feladat felirasa vegyes programozési feladatként:

min Y (f; + Y cijwiy)
j=1 i=1
OS(E”Sy] iE{l,...,m},jE{l,...,n}
y; €{0,1} je{l,...,n}

Zl’ijzl ie{l,...,m}
j=1
Z$ij§ujyj jE{l,,n}
i=1

Ha egy egészértékd programozési feladatot meg akarunk oldani, akkor tulajdonképpen egy
poliéder egész pontjainak konvex burkan akarunk egy linearis célfiiggvényt maximalizalni.

7.1. Definici6. Legyen P poliéder, P C R™. Ekkor P; = conv(P NZ") a P egész pontjainak
konvex burka.

7.1. Megjegyzés. Ezzel a definicioval viszont az egész pontok konvex burka nem lesz mindig
poliéder.

Példaul
2-dimenziéban: Legyen P = {(zy, ) : ©1 > 1,29 > /5x1}.

Ekkor az egész pontok konvex burkanak végtelen sok csucsa lesz. Példaul: (1,3), (4,9), (8,18),
stb.

Az irraciondlis meredekségii egyeneshez tetszélegesen kozel tudunk egész pontot talalni. (4,9)
kozelebb van, mint (1, 3), de (8, 18) méar kozelebb van, mint (4,9), és igy tovabb, egyre kozelebb
keriiliink, és kozben mindig j csicsokat definidlunk, ezaltal végtelen sok cstcsot kapunk a
konvex burokhoz.

> 1
' (87 ]-82 i) 2 \/31‘1

/

A~ TTTTTTTTTTI T T I T T T T T I T T T T

—_
B
~—

7.1. Tétel (Meyer). Ha P raciondlis poliéder, akkor P; poliéder.
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Bizonyitas. Ha P korlatos, akkor P; véges sok pont konvex burka, tehat poliéder. Az tehat
az érdekes eset, amikor P nem korlatos. Ekkor a Motzkin tétel szerint P = @) + C, ahol Q)
egy raciondlis politop (korlatos poliéder), és C' egy végesen generalt racionalis kip. A C kipot
véges sok egész vektor is generélja, legyenek ezek gq,...,gr. Tekintsiik a kovetkez6 korlatos

poliédert:
k
D= {Z)\Zgi: 0< N\ <1 (@'zl,...,k:)}.

i=1
Belatjuk, hogy Pr = (Q+ D);+ C. Ez elég a tétel bizonyitasahoz, hiszen @ + D korlatos, tehat
(Q + D); poliéder, és (Q + D) + C is.

Egyik irdny: P; C (Q + D) + C. Mivel (Q + D); + C konvex halmaz, elég belatni, hogy a
P minden egész p pontja benne van. Legyen tehat p € PN Z".

Motzkin tétele szerint p felirhaté ¢ + ¢ alakban, ahol ¢ € Q,c € C. Ekkor léteznek olyan
nemnegativ p; egylitthatok, melyekkel:

k k k

p=gq+e=q+ > mgi=(g+ Y (m—Lm)g)+ D (lwl)g) = (g+d) +c.

i=1 i=1 i=1

Itt d € D és ¢ € C nyilvanvaloan teljesiil, tovabba ¢ + d egész, mivel ¢ +d = p — ¢, azaz elGall
két egész vektor kiilonbségeként. Igy p tényleg benne van (Q + D); + C-ben.

Masik irany: P; O (Q + D); + C. Nyilvan Q + D C P, igy
(Q+D);+CCP+C=P+Cy.
Tetszbleges X és Y halmazokra igaz, hogy conv(X) + conv(Y) C conv(X +Y'). Ezt hasznalva:
Pr+Cr Cconv((PNZ")+(CNZ") C(P+C) = Pr.

7.2. Megjegyzés. Lehet, hogy Pr-nek sokkal tobb csiicsa van, mint P-nek.

Példaul

Induljunk ki a kovetkezd kapbol: {x1 > 0,29 > 0}. Itt az orig6 benne van P;-ben. Vélasszunk
To-n tetszéleges egész pontot, majd "dontsiik meg" a lapot gy, hogy mindkét pont benne
legyen, kozben az Gjonnan bekeriilt részbe ne legyenek egész pontok. Keressiink egy tjabb
egész pontot, és folytassuk az eljarast.

Ezzel az eljarassal tetszéleges N szamra le tudunk gyartani olyan egy-csiicsi poliédert, amely-
hez tartozd egész pontok konvex burkanak N csticsa van, és mindezt mar 2-dimenziéban is
megtehetjiik.

W!L Wq

A tovabbiakban nézziink néhany algoritmust az egészértéki programozasi feladat megoldéasara:
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7.2. Vagosikos eljaras
Nézziik a kovetkezd feladatot: max{cz : Ax < b,x € Z"}. Legyen P = {z € R" : Az < b}.
Algoritmus

1. Oldjuk meg a max{cx,x € P} feladatot. (Példaul szimplex algoritmussal)

2. Ha az x* optimalis megoldas egész, akkor kész vagyunk, hiszen az optimalis megoldas
P-ben van.

3. Ha x* nem egész, akkor keressiink olyan ax < [ egyenlGtlenséget, amire ax™ > [, de
ar < fNVre PNZ"

4. Legyen P := PN{x:axr < [}, és lépjiink az 1. pontra.

Az algoritmus mikddése:

Olyan vagosikokat keresiink, amelyek segitségével sziikithetjiik a keresési teret, de nem vigunk
ki egész pontokat.

7.3. Megjegyzés. A fenti algoritmus ebben a formaban nem véges.

Hogyan talaljuk meg az algoritmus 3. pontbeli egyenlGtlenségét?
Gomory-vagas
Legyen a feladat max{cx, Ax = b,x > 0,2 € Z"}.

Tudjuk, hogy max{cz, Az = b,z > 0} megoldhato a szimplex médszerrel. Kapjuk a B optimalis
bazist. Hasznéljuk a korabbi jeldlést: 7, A, b (A= B~ 'A, b= B7'b).

Tegyiik fel, hogy Z nem egész: z, ¢ Z (q € B). Tudjuk, hogy 7, = b, (ahol x, az r-edik sorhoz
tartozo bazisvaltozo).

Az r-edik sor egyenlete:
To+ Y, jen Grjj = by - érvényes egyenlet minden megoldasra.

Tg+ D ienlrlT; < b, - érvényes egyenlétlenség minden megoldasra.

Tg+ D jenlrj]Ty < |b.| - érvényes egyenl6tlenség minden egész megoldasra, de Z megoldasra
mAr nem igaz, mivel Z, = b, > |b,| és 7; = 0 Vj € N. Tehét kaptunk egy olyan egyenltlensé-
get, ami minden egész megoldasra érvényes, de a kapott megoldasra nem.

7.4. Megjegyzés. Megfelel§ megvalositas esetén a Gomory vagasokkal véges algoritmust ka-
punk.
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7.5. Megjegyzés. A vagosikos algoritmusok lehetnek nagyon lasstiak is, ha tal "kicsiket"
vagunk. Csak olyan vagésokat kellene alkalmazni, amik "jok". Példaul ha ez a vagas az egész
pontok konvex burkanak egy lapja. Az egész poliédert viszont altalaban nem ismerjiik, igy a
lapjait sem tudjuk meghatarozni. Vannak viszont olyan esetek, amikor ismeriink néhany lapot.

Tehat ha ismeriink néhany lapot, akkor amint az LP-re optimalis megoldast taldlunk, akkor
megnézziik, hogy van-e a lapok kozott olyan, amit a talalt optimum nem teljesit. Ha talalunk
ilyet, akkor ezt a lapot hozzavessziik a feladathoz, és ismételjiik az eljarast. Ezaltal biztosak
lehetiink abban, hogy "jo6l" vagunk.

A fenti modszert az utazoligynok feladat esetében gyakran hasznaljak.
Utazo6iigynok feladat

(3)

Legyen V' ponthalmaz, |V| = n. Legyen tovabba ¢ € R}* sulyfiiggvény az Gsszes lehetséges
élen. Célunk a minimalis koltségti Hamilton-kor keresése.

Legyen P; = {Hamilton kérok karakterisztikus vektorainak a konvex burka}, P C R()

7.6. Megjegyzés. A poliéder nem fiigg a sulyfiiggvénytsl, minden n-re egy poliéderiink van.

[ ]
/ \
n = 3: egyetlen Hamilton-kor van. o
[ ]
|
|
n = 4: harom Hamilton-kor van /*k
o

Példaul

n > 3 esetében: d,(v) = 2 - egy olyan hipersikot hatiroz meg, ami tartalmazza a poliédert.

Legyen tetszéleges Z C V : 2 < |Z]| < |V| = 1. d.(Z) > 2 - a poliéder egy lapjat hatarozza
meg.

Alkalmazzuk a vagosikos eljarast a kovetkez6képpen: nézziik meg minél tobb ismert lap ese-
tében, hogy a megoldasunk teljesiti-e a feltételeket. Amelyik lapra nem teljesiti, azt vegyiik
hozza a rendszerhez.

7.7. Megjegyzés. Elsfordulhat olyan eset, hogy egy nem egész megoldas az dsszes d,.(Z) > 2
alaku feltételt teljesiti. Ekkor Gomory vagast, vagy korlatozas és szétvalasztast alkalmazhatunk
(lasd késsbb).

7.3. Dinamikus programozasi algoritmusok
7.3.1. Binaris hatizsdkfeladat

Legyen k € {1,...,n}, d €{0,...,b}. Definialjuk a kovetkezé fiiggvényt:

k k
fr(d) = max{z CjT; Zajxj <d,z €{0,1}"}.
j=1 j=1

Latjuk, hogy f,(b) lesz az eredeti binaris hatizsak feladat optimum értéke.

25



7.1. Jeldlés. Legyen fo(d) =0 minden d € {0, ...,b}.

Szamoljuk ki fj(d)-t rekurzivan:

f (d) . fk:—l(d)a ha ay > d
K o max{fk_l(d), fk_l(d — Clk) + Ck;}, ha ag S d

Algoritmus

for k =1...n
for d=0...b
do { szamoljuk ki fy(d) -t a fenti képlettel}

Az algoritmus lépésszama: O(nb).

Az optimaélis megoldast a kovetkezéképpen kapjuk:

S 0, ha f,(b) = fu_1(D) (1)
" 1, ha f,(b) = fu1(b—an) + ¢, (2)
Tn_1,.-.,T1-et pedig esetszétvalasztassal kapjuk:

e Ha az (1) eset kovetkezik be, akkor

T N { 07 ha fn71<b> = fnfg(b)
T L ha fusa(0) = faa(b— dr) + o

e Ha a (2) eset kovetkezik be, akkor

T e 07 ha fn—l(b_an) :fn—Q(b_an)
nele 17 ha fn—l(b - an) = fn—Z(b — ap — an—l) + Cn—1

Igy folytatjuk, amig z1-et el nem érjiik.

7.3.2. Nemnegativ matrixt egészértékii feladat

Most a fentihez hasonlé dinamikus programozasi algoritmust adunk tobb egyenlGtlenség esetén.
Legyen a feladatunk
max{cx : Az < bz >0,z € Z"},

ahol A, b, c nemnegativ és egész.

Adott k € {1,...,n} szam és 0 < d < b egész vektor esetén legyen

k k
fr(d) = maX{Z CjT; Zaijxj <d; (i=1,...,m), x >0}.
=1 j=1

Definialjuk ezen kiviil fo(d)-t 0-nak minden 0 < d < b-re. A kovetkezd rekurzioval lehet k& > 1-re
és 0 < d < b-re kiszamolni a fiiggvényértékeket:

fuld) = fe-1(d) ha valamilyen i-re a;, > d;,
: max{ fy_1(d), fu(d — ax) + &}  haay <d.

Az optimumértéket f,(b) adja meg. A lépésszam O(n[]2,(b; + 1)), ami sajnos a legtobb
feladatnal nagyon lassu algoritmust ad.
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7.4. Korlatozas és szétvalasztas

Tekintsiik a kovetkezé alakn feladatot:

max cx (1)
Ax <b (2)
T egész, (3)

ahol A, b, c egészek. A korldtozds és szétvdlasztds modszerének alapgondolata az, hogy a fel-
adatot szétvalasztjuk részfeladatokra gy, hogy az eredeti feladat megengedett megoldasainak
halmaza a részfeladatok megengedett megoldas-halmazainak diszjunkt unidja legyen. Ekkor az
eredeti feladat optimum-értéke megegyezik a részfeladatok optimum-értékeinek maximumaval.
Az egyes részfeladatokat tovabbi részfeladatokra lehet szétbontani, igy a vizsgélt feladatok egy
fat alkotnak, aminek gyockerében az eredeti feladat talalhato.

A részfeladatok relevanciajanak vizsgalatahoz van sziikség a korldtozdsra. A korlatozas azt
jelenti, hogy minden részfeladatnal felsé (és esetleg also) korlatot szdmolunk az optimum ér-
tékére. Amennyiben egy részfeladatra vonatkozo felsé korlat kisebb mint egy méar ismert alsé
korlat, akkor azzal a részfeladattal nem kell tovabb foglalkozni, térélhetjiik a fabol.

LP alapu korldtozds és szétvdlasztdsrol akkor beszéliink, ha a fels§ korlatokat az LP relaxélt
optimuma adja, a szétvalasztis pedig linearis egyenl6tlenségek hozzédadéséval torténik.

Az algoritmus mikddése:

A részfeladatokra osztéas soran kihagyunk részeket a feladat terébdl, de csak olyanokat, amikben
nincsenek egész pontok.

A tovabbiakban a legegyszeriibb LP alapu altalanos algoritmust irjuk le.

Legyen P = {x € R" : Ax < b}. Feltessziik, hogy P korlatos poliéder. A részfeladataink
mindig

max{cz: z € PPNZ"}
alakuak lesznek, ahol P* C P poliéder. Jelolések:

e u(P') =max{cx: x € P'}. Ez fels6 korlat a részfeladat optimumértékeére.

e z*(P') a max{cx : z € P'} feladat egy optimalis bazismegoldasa. FEz kiszamolhato
szimplex modszerrel.

*

e 1*: az eddig talalt legjobb egész megoldas

e [: az eddig talalt legjobb egész megoldas célfiiggvényértéke, illetve —oo ha még nem
talaltunk egész megoldast.
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o F: A feldolgozand6 poliéderek listaja.
Az algoritmus inicializdlasa: F = {P}, és L = —oo. Egy altalanos lépés a kovetkezs:

1. Ha F iires: kész vagyunk. Kiilonben az F listarol kivalasztunk egy P’ feladatot, és
kiszdmoljuk az u(P’) értéket.

2. Ha u(P’) nem létezik, mert az LP relaxélt nem megoldhato: tordljiikk P'-t F-bol.

3. Ha u(P’) < L: toroljitk P'-t F-bol.

4. Ha u(P’) > L és x*(P') egész: x* := a*(P’), és L := u(P’). Toroljik P'-t F-bol.

5. Ha w(P’) > L és z*(P’) nem egész: valasszunk egy olyan j indexet, amire x*(P’) j-
edik komponense egy nem egész a szdm. Legyen Pl = PPN{x € R* : z; < |a]}, és
P, =P n{zeR": z; > [a]}. Torsljik P'-t F-bdl, és adjuk hozza Pj-et és Pj-t F-hez.

7.1. Allitas. Az algoritmus véges sok lépésben taldl eqy optimdlis megolddst.

Bizonyitas. Mivel P korlatos, létezik olyan N szam, hogy tetszéleges x € P-re és j €
{1,...,n}-re |z;| < N.

Az algoritmus futésa alapjan felépithetiink egy gyokeres binaris fat, amelynek minden cstcsa
egy feldolgozott poliédernek felel meg (a gyokér P-nek) és az egyes elagazasok a szétvilaszta-
soknak.

z; < |of

Tekintsiik a fa egy tetszéleges agat! Egy adott z; valtozo szerint ezen az agon legfeljebb 2NV
szétvalasztés lehet, mert minden szétvalasztasnal egy 1 hosszt nyilt intervallum kimarad az
x; lehetséges értékei koziil. Igy minden ag legfeljebb 2nN hosszt, amib6l kovetkezik, hogy az
algoritmus véges sok lépésben véget ér.

Az optimalis megoldas P-ben van, és ha az algoritmus egy adott szétvalasztési 1épésénél P’-ben
ott van, akkor vagy P[-ben vagy P;-ben is ott van. Tehat a fenti fa valamelyik leveléhez tartozo
poliéderben van az optimaélis megoldas. Mivel egy levélben nem valasztunk szét, ezért ott meg
is talaljuk. Tehat az algoritmus mindenképpen megtalalja az optimélis megoldést. 0

Korlatozas és szétvalasztas algoritmusa a binaris hatizsak feladatra

Ha binéaris hatizsakfeladatra futtatjuk a fenti algoritmust, az algoritmusban szereplé poliéderek
mindig a kovetkez§ alaktak lesznek:

P(Jg,Jl):{nggl:Zajwjgb,ycj:(), hajejo, QEJ':L hajEJl}.

=1
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A max{cx : x € P(Jy, J;)} feladat nagyon egyszertien megoldhaté a moho algoritmussal:

Rakjuk a nem (Jy U Jy)-beli valtozokat < szerint csokkend sorrendbe, majd sorba noveljiik meg
J
6ket amennyire lehet.

Azelejen d=b— 3, ; a; - ennyi még belefér a hatizsakba.

Ha j; az els6 index a fenti sorrendben, akkor legyen x;, = min{1, -2}, és legyen d := d —a;, z;,.
J1
Majd vegyiik a kovetkezGt a sorrend szerint, és ugyanigy folytassuk.

7.8. Megjegyzés. Ha egy valtozo értéke nem 1, hanem g, akkor az utana kovetkezs Gsszes

tobbi valtozo értéke 0 lesz, hiszen a d kifogyott. Tehat legfeijebb egyetlen nem egész érték lesz.
Ezért mindig egyértelmt, melyik valtozo szerint kell szétvalasztani.

Az algoritmust kiegészithetjiik azzal, hogy ha egy adott 1épésben az x; valtozo szerint valasztunk
szét, akkor az optimélis tort megoldasban x;-t 0-ra moédositva egy megengedett egész megoldast
kapunk. Ha ez jobb, mint az eddig talalt legjobb z* megoldés, akkor lecserélhetjiik x*-ot erre.

7.5. Kozelité algoritmusok
7.5.1. Minimalis lefog6 csticshalmaz

Adott G = (V, E) irdnyitatlan graf.

7.2. Definici6é (Lefogé csticshalmaz). A lefogo csiicshalmaz minden élnek legalabb egyik vég-
pontjat tartalmazza.

A feladat: keressiink minimalis méreti lefogo csiicshalmazt.

7.9. Megjegyzés. A fenti feladat NP-teljes.

Két algoritmust ismertetiink a lefogd csticshalmaz keresésére, amelyek nem feltétleniil szolgal-
tatnak optimalis megoldast:

1. Algoritmus (moho)
Kezdetben legyen U = ().

1. Véalasszunk maximaélis foku cstucsot a grafban. Legyen ez v.
2. Legyen U :=U U {v}
3. A G gratbol hagyjuk ki ezt a cstcsot, és az Osszes ré illeszkedd élt.

4. Ha nem marad él, akkor kész vagyunk. U a lefog6 csiicshalmaz. Kiilénben 1épjiink az 1.
pontra.

7.10. Megjegyzés. A fenti algoritmus nem feltétleniil talal optiméalis megoldéast.

Példaul: \ // optimalis megoldasa:
 J

Az algoritmusunk viszont a kovetkezGket talalja:

29



2. Algoritmus
Kezdetben legyen U = ().

1. Valasszunk egy tetszéleges uv élt a grafban.
2. Legyen U := U U{u} U{v}
3. A G gratbol hagyjuk ki ezt a két csiicsot, és az Osszes rajuk illeszkedd élt.

4. Ha nem marad él, akkor kész vagyunk. U a lefogé csiicshalmaz. Kiilonben 1épjiink az 1.
pontra.

7.11. Megjegyzés. A fenti algoritmus nem tiinik til jo megoldasnak, mivel feleslegesen két
csucsot is bevesz 1épésenként a lefogd csicshalmazba. Az elgbbi példara rosszabban teljesit,
mint a moho algoritmus

® @ @ ©®
W ple ol e

Hasonlitsuk 6ssze a két algoritmust. Ehhez bevezetjiik az o - kozelités fogalmat:

7.3. Definici6é. Egy minimalizalasi feladatra egy algoritmus a-kozelits, ha tetszdéleges inputra
az output értéke legfeljebb a-szorosa az optimalisnak.

7.12. Megjegyzés. Az 1-kozelits algoritmus optimélis megoldést ad.

7.2. Allitas. A 2. algoritmus 2-kézelitd algoritmus.

Bizonyitas. Legyen F' a kivalasztott élek halmaza. F' diszjunkt élekbdl all. Ekkor |U,,| > | F],
mivel az optimalis lefogd csicshalmaz lefogja F' éleit.

Masrészt: |U| = 2|F|. Tehat [Uyy| > $|U|. O

7.3. Allitas. Az 1. algoritmus nem 2-kézelitd algoritmus.

Bizonyitas. Definidlunk egy G = (A, B; E) paros grafot. Az A osztalyban 60 csics van, mind
5 fokt. A B osztalyban 12 db 5 foka, 15 db 4 fokd, 20 db 3 fokud, 30 db 2 fokd, és 60 db 1
foka. Minden i € {1,...,5}-re a B-beli i fokuak szomszédsagai A egy particidjat adjak (hogy
pontosan melyik part1c10Jat, az mindegy).

A mohé algoritmus lefuthat gy, hogy a teljes B halmazt valasztja ki lefogd csiicshalmaznak.
Masrészt A is lefogo cstucshalmaz, tehat mivel |B| > 2| A|, ez nem 2-kozelit§ algoritmus. O

7.13. Megjegyzés. Az is belathatd, hogy a mohé algoritmus semmilyen a-ra nem lesz a-
kozelits.

7.14. Megjegyzés. Nem ismert o < 2-re a-kozelitd polinomialis futési idejd algoritmus erre
a feladatra.
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7.15. Megjegyzés. A 2. algoritmusndal van jobb is: példaul ha a végén a felesleges csiicso-
kat toroljiik, de ettdl fiiggetleniil 2-kozelité algoritmusnal nem ismert jobb a minimalis lefogd
csticshalmaz feladatra.

7.2. Tétel. Ha a < %-m van a-kézelitd polinomidlis algoritmus a minimdlis lefogo csicshalmaz
feladatra, akkor P = NP.

7.5.2. Minimalis koéltségii lefogd csticshalmaz

Legyen G = (V,E) irdnyitatlan graf, ¢ € RY koltségfiiggvény. Keressiik azt az U lefogo

csticshalmazt, amire ) ., ¢, minimalis.

Erre a feladatra is adunk 2-kozelit6 algoritmust. Irjuk fel a feladatot egészértéki programozasi
feladatként:

r € {0,1}V
Ty+ Ty, > 1,YVuv € K

min cx
A feladat LP-relaxaltja:

xGRK
Ty+ Ty > 1,YVuv € K

min cx

7.16. Megjegyzés. Nincs értelme 1-nél nagyobb valtozot venni, mivel az lecsokkenthetd 1-re.

Nézziik az LP-relaxalt dualisat:

Primal-dual algoritmus

Minden lépésben lesz egy U C V és lesz egy y dualis megoldas. Kezdetben legyen U = (0, y = 0,
E' =F.

1. Valasszunk tetszéleges uv € E’ élt.

2. Emeljiik meg y,,-t annyira, hogy u-nal vagy v-nél a dudl egyenlGtlenség teljesiiljon egyen-
16séggel - el6fordulhat, hogy az egyenl6ség mindkettére teljesiil.

3. U-hoz vegyiik hozza u és v koziil azt, amelyiknél egyenlGség van - ha mindketténél egyen-
16ség van, akkor mindkettst vegyiik hozza. Toroljiik E'-bél a lefogott éleket.

4. Ha E' = (), akkor kész vagyunk. U a lefogé csticshalmaz. Kiilonben 1épjiink az 1. pontra.

7.17. Megjegyzés. Az E'-re azért van sziikség, mert a dudlis feladatot nem akarjuk megval-
toztatni.
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7.18. Megjegyzés. Az y,, emelése csak az u, v egyenlGtlenségeknél szamit, a tobbit nem
modositja.

7.4. Allitas. A fenti algoritmus 2-kézelitd.

Bizonyitas. Legyen m € RY segédvéltozonk. Kezdetben legyen 7 = 0. Amikor y,,-t megemel-
jiik 0-val, akkor 7(u)-t és 7(v)-t is megemeljiik J-val.

Avégén Y o, m(v) = 2> pYe. Masrészt: amikor v bekeriil U-ba, akkor 7(v) = c(v), és ez
kés6bb sem valtozik.

Tehat > cu <D epy (), amibdl

<2y e < < 20PTyp < 20PTip

uel cF gyenge dualitas

0

7.19. Megjegyzés. Tobbet bizonyitottunk az allitdsnal: az LP-relaxaltnak legfeljebb kétsze-
rese a kapott megoldas.
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8. Jatékelmélet

A jatékelméleten beliil szamos kiilonb6z6 megkozelités 1étezik a ,,jaték” definiciojara, aszerint
hogy mit feltételeziink a jatékosok tudasarol és viselkedésérsl. Ezen az el6adéson az igynevezett
stratégiai alakt jatékok elméletébe nyujtunk bepillantast. Ezekben a jatékokban véges sok
jatékos egymastol fiiggetleniil valaszt stratégiat a rendelkezésre allo stratégidk halmazabol.
Ismerik a tobbiek lehetGségeit, de nem ismerik a tobbiek dontését. A jatékosok hasznat az
Osszes jatékos dontése egyiitt hatarozza meg.

A tovabbiakban példakon keresztiil mutatjuk be az alapfogalmakat.

8.1. Fogoly-dilemma

Egy btinténynek két gyanusitottja van, de nem tudjuk eldonteni, hogy ki volt az, nekik kell
vallani. Ha az egyik gyanisitott a masikra vall, akkor az el6bbi 1 évre keriil bortonbe, a
maéasik viszont 4 évre. Ha egyikiik sem vall, akkor mindkett&jiiket 2 évre borténozik be, ha
mindkettejiik vallanak, akkor mindkett6jik 3 év bortonbiintetést kap.

Az elgbbi feladat felirhaté hasznossagi métrix-szal a kévetkezSképpen:

1\ 2. vall | nem vall
-3 -4

vall 3 1
-1 -2

nem vall 4 9

Nézziik meg, mi lenne a jo stratégia a jatékosok szamara?
Az els§ jatékosnak mindenképpen jobb, ha vall, barmit is valaszt a masodik jatékos. Ugyanez

mondhat6 el a masodik jatékosrol is. Ezt nevezziik dominéns stratégidnak.

Ha mindkét jatékos onz6, akkor mindketten vallani fognak, ami az § szempontjukbol a legjobhb-
nak tinik.

De a dominéns stratégia rosszabb mindkettejiiknek Gsszehasonlitva azzal a stratégiaval, hogy
egyikiik sem vall.

8.2. Szennyezési jaték

Van n orszag, és mindegyik orszagnak el kell dontenie, hogy szennyezi vagy nem szennyezi
a kornyezetét. A nem-szennyezés dréga, mivel 3-al megndveli az orszag koltségét, a szennye-
zés viszont mindenkit érint - 1-el noveli minden méas orszag koltségét. Az i. orszag koltségét
felirhatjuk tehat igy:

3 4 szennyezG orszagok szama , ha nem szennyez

1. orszag koltsége = I i .
& & szennyezd orszagok szama , ha szennyez

Van dominans stratégia?

Tegyiik fel, hogy az orszag, aminek a stratégiajat el akarjuk donteni tudja, hogy mit valasztott
a tobbi orszdg. Ekkor ha az orszig nem szennyez, akkor 3-al novelné a koltségét, ha viszont
szennyezne, akkor csak 1-el novelné a koltségét.
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A dominans stratégia tehat az, hogy mindenki szennyez. Ha haromnal tobb orszig vesz részt a
jatékban, akkor a dominans stratégia rosszabb annal az esetnél, ahol egyik orszag sem szennyez.

8.1. Jelolés. Legyen n a jatékosok szama. Tovabba legyen S; az i. jatékos stratégidinak
halmaza, az s = (s1, Se, . .., S,) vektor pedig a stratégia-vektor, ahol s; € S; (i =1,...,n).
Legyen S =51 x Sy x ... x 5, a stratégiavektorok halmaza.

Ha s € S, akkor legyen s_; az i. jatékos kivételével a tobbiek stratégiaja.

Legyen u; : S — R az 1. jatékos hasznossagi fiiggvénye.

8.1. Megjegyzés. S; lehet végtelen halmaz is.

8.1. Definicié6 (Dominans stratégia). s € S dominans stratégia, ha Vi € {1,2,...,n} és
Vs € S u(s;, s ;) > w(s), ahol w;(s;, s’ ;) jeloli azt, hogy az i. jatékos az s; stratégiat

vélasztotta, mindenki més pedig az s’ szerinti stratégiat.

8.2. Definicié (Szigorian dominans stratégia). s € S szigortian dominéns stratégia, ha Vi €
{1,2,...,n} ésVs' € S, s, # s; : ui(s, s";) > ui(s).

8.2. Megjegyzés. A fogoly-dilemma és a szennyezési jaték esetében is volt szigortian dominéns
stratégia.

8.3. Megjegyzés. Dominans stratégia akar tobb is lehet egy jatéknal (ha példaul a hasznossagi
méatrixban mindeniitt ugyanaz az érték van, akkor mindegy, ki hogyan valaszt), de szigortian
dominans csak egy lehet, ha egyéltalan van ilyen.

8.3. Vickrey arverés

Az n jatékos egy adott targyra licitalhat. Az i-edik jatékosnak v;-t ér a targy. A licitalas abbol
all, hogy mindenki mond egymastol fiiggetleniil egy nemnegativ valds Osszeget. Formalisan,
S; = Ry minden i-re. A legnagyobb Osszeget licitalo kapja meg a targyat (dontetlen esetén a
kisebb indext jatékos), de csak a masodik legnagyobb Gsszeget kell kifizetnie.

8.1. Allitas. Az s; =wv; (i =1,...,n) domindns stratégia, azaz a Vickrey drverésen minden-

kinek érdemes a valodi értéket licitdlnia.

Bizonyitas. Azt kell belatnunk, hogy minden s € S-re és minden i-re u;(s;, s ;) > u;(s').
Kéte esetet kiilonboztetiink meg.

e Ha max{s}: j#i} > s;, akkor u;(s;,s";) = 0 és u;(s’) <0.

1

e Ha max{s} : j # i} < s; = v;, akkor u;(s;,s’ ;) = v; — max{s; : j # i} > 0 és
u;(s") € {0,v; — max{s} : j#i}}.

Tehat mindkét esetben teljesiil a dominancia feltétele. 0

8.4. Kozos 16 jatek
Van n jatékosunk, akik ugyanazt a kozos eréforrast szeretnék hasznalni. Mindegyik jatékos

eldontheti, hogy mennyire szeretné kihasznalni az erdforrast, de az er6forras annél kevésbé
hatékony minél tébbet hasznaljak.
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A jatékosoknak végtelen sok stratégiajuk van: S; =1[0,1],7 € {1,...,n}.

()_ O, ha Z?lejz:[
wiks) = si(L =327, s;) egyébként

Hogyan valasszunk stratégiat az . jatékosnak, ha a tobbi jatékos stratégidja rogzitett?

1-t

Tegyiik fel, hogy >_,,;s; =t < 1. Ekkor u;(s) = s;(1 —t — s;). Ennek a maximuma: =5+

8.4. Megjegyzés. A fenti feladatban nincs dominans stratégia, mivel az ¢. jatékos stratégiaja
neki ez jo legyen. Ha példaul az i. jatékos az s; stratégiat valasztja, akkor tudunk olyan s
stratégiat mondani, amire u;(s;, s";) < u;(s).

Beszélhetiink viszont egyensulyi megoldasrol: ilyenkor egyik jatékosnak sem érdemes valtoztat-
nia a jelenlegi stratégidjan.

Ha van olyan s, ahol s; = I_ZT#’SJ minden ¢-re, akkor ez egyensilyi helyzet, mert senki sem

akarna valtoztatni a stratégiajan.
Felirhat6 tehat a kovetkezG egyenlGtlenség-rendszer: s; + 2?:1 s; = 1 Vi. Osszeadva Gket
kapjuk: (n+1)3°7 | s; =n, tehat Y7 | s; = 15, Visszahelyettesitve, az egyensilyi megoldas

1 ) n+1°
i = g, Vi=(1,...,n).

De tudunk ennél jobb megoldést is. Az el6bbi stratégia esetében egy jatékos hasznossaga

_ 1 _ 1
wi(s) = 77 (l = 359) = G
Legyen s’ = (5=, 5=, ..., 5 ). Enneck a hasznossaga: u;(s') = 5=(1—3) = 5=, ami nem egyenstlyi,

de jobb, mint az egyensiilyi.

8.3. Definicio6 (Tiszta Nash-egyenstly). s € S tiszta Nash-egyensily, ha Vi, Vs, € S; : u;(s) >
wi(sh, s;)-

8.2. Allitas. Minden domindns stratégia Nash-egyensily.

Bizonyitas. Az allitas a definiciébdl trividlisan bizonyithato. U

8.3. Allitas. Ha van szigordan domindns stratégia, akkor nincs mds Nash-egyensily.

Bizonyitas. Legyen s szigorian dominéns stratégia. Tegyiik fel, hogy s’ Nash-egyensily.
Ekkor ha s # s}, akkor ug(sg,s" ) > uk(s’), mert s szigortan dominans, de ugyanakkor s’
Nash-egyensily, emiatt wug(sg, s ;) < ux(s’). Ez ellentmondas, igy csak az lehetséges, hogy
s=¢ O

8.5. Fej vagy iras jaték

Két jatékos a kovetkezdképpen jatszik: az els6 jatékosnal van egy érme, azt elrejti fejjel vagy
irassal. A masodik jatékosnak ki kell taldlnia, hogy az elsé jatékos fejet vagy irast valasztott. Ha
a masodik jatékos eltalalja, akkor 1 pontot kap, és az els6 jatékos 1 pontot veszit, ha nem talalja
el, akkor forditva - az elsG jatékos kap 1 pontot, a masodik pedig veszit egyet. A hasznossagi
matrix:
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1.\ 2. | fej fras
. 1 -1
fej 1 1
iras -1 1
1 -1

Nincs tiszta Nash-egyensuly, mert

e Ha s; = s9, akkor az els6 jatékos jobban jar, ha valtoztat

e Ha s; # s, akkor a masodik jatékos jar jobban, ha valtoztat.

8.5. Megjegyzés. Bizonyos értelemben lehet Nash-egyensilyrol beszélni - az els6 jatékos 50 —
50% valoszintiséggel valasztja a fej- vagy irast, a masodik jatékos is 50 — 50% valoszintiséggel
tippel fej- vagy irdsra. Ezt nevezziik kevert stratégianak

8.4. Definicié (Kevert stratégia). m; kevert stratégidja az i. jatékosnak, ha valoszintségi
eloszlas az S; halmazon.

8.5. Definicié (Kevert stratégia-vektor). m = (mq,...,m,) kevert stratégia-vektor, ha m;
kevert stratégiaja az i-edik jatékosnak (i = 1,...,n).

8.6. Definicié (Kevert hasznossag). u;(m) = w;(s) varhato értéke az m valoszintiségi eloszlas
szerint.

8.7. Definicié (Kevert Nash-egyensily). m kevert Nash-egyensily, ha Vi és tetszdleges m

P

8.1. Tétel (Nash, 1951). Véges sok jdtékos és véges stratégia-halmaz esetén mindig van kevert
Nash-egyensily.

Nézziink példat olyan jatékra, ahol nincs kevert Nash-egyenstily:

8.6. Arazasi jaték

Van két elado, akik ugyanazt a terméket aruljak, de meghatarozhatjak a termék arat. s; € [0, 1],
sy € [0, 1]. Tovabba van harom vev:A, B, C, akik a kovetkezdképpen dontenek:

e A csak az els6 elado6tol hajlandé vasarolni

e B az olesobb aru terméket vasarolja meg ( ha a két eladonal ugyanaz az ar, akkor az
els6tol vasarol)

e (' csak a masodik eladotol hajlando vasarolni.

8.4. Allitas. A fenti jatékndl nincs kevert Nash-eqyensily.

Indoklas (csak arra, hogy nincs tiszta Nash-egyenstly)

Ha példaul az els6 elado %—nél nagyobb aron ad el, akkor a masodik eladénak elég egy olyan

arat meghatarozni, ami ugyancsak nagyobb %—nél, de kicsit kisebb az elsé elad6é aranal. De
ekkor az elsé is a masodik elad6 ara ald mehet gy, hogy %—nél még mindig nagyobb ara legyen,
stb. Ha valamelyik elad6 % ala megy az arral, akkor a masik 1-re meghatarozva az arat, jobban
jar, mint az elsé.

A tovabbiakban olyan jatékokkal foglalkozunk, ahol minden jatékosnak véges sok stratégiija
van.
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8.8. Definicié (Kevert stratégia). Legyen m; : S; — [0,1] az i. jatékos kevert stratégidja,
amire »_ o mi(x;) = 1.

8.2. Jelblés. Legyen az . jatékos kevert stratégidinak halmaza: M;. Tovabba jeloljiik m =
(mqy, ma, ..., my,)-el a kevert stratégiavektort, ahol m; € M;, i = (1,...,m).

Jeloljiik M-mel a stratégiavektorok halmazat.
8.9. Definici6. s € S-re, m € M-re legyen m(s) = [, m;(s;).

8.5. Allitas. Y _om(s) = 1.

Bizonyitas. Jatékosok szamara vett indukcioval:

Zses m(s) = anesn Zs,nes,n m(sn, S—n) = anesn mn(sn) Zs,neS,n m_n(s_n)

o Lsaes, Mnls) (1 O
indukcid definicio

8.10. Definici6 (Varhato haszon). Az i. jatékos varhato haszna m € M kevert stratégia esetén:
ui(m) =Y egm(s)ui(s) = Do s, 20 es, M(S)ui(8) = 2oy e5,m(8:) Dog_es., m(s—i)ui(s) =

ZSiESi m(si)ui(siv m—i)'

8.11. Definici6é (0 Gsszegil jaték). Tetszleges s € S-re > .  u;(s) = 0. Ilyen példaul a fej]
vagy iras jaték, de nem ilyen a fogolydilemma vagy a kozos 16 jaték.

8.12. Definici6é (Legjobb vélasz). m € M-re m; az i. jatékos legjobb valasza m_;-re, ha
tetszGleges m;, € M; esetén: u;(m) > w;(m},m_;)

Példa. Nézziik a fej vagy iras jatékot. Hasznossagi matrixa:

1.\ 2. fej iras
) 1 -1
fej 1 1
iréa -1 1
as 1 1

Legyen a kevert stratégia a kovetkezs:

my (irds) =
mo(irds) =

my (fej) =
mo(fej) =

PN

1
3
3
1
(my,mg) € M kevert stratégia-vektor. Osszesen négy stratégia-vektorunk van:
S = {(fej, fej), (fej, iras), (iras, fej), (irds, irds) }.

Ezek valoszintségei:

m(fej, fej) =

m(fej, irads) =

m(irés, fej) =

m(irés, irds) =

WIN W N W W

s | QO = s WO

o N I e~ =
wl"
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Ha ezeket 6sszeadjuk, az Osszegiik: 1. Most nézziik az 1. jatékos varhaté hozamat:
w(m)=1-(-D+5-1+5-1+1-(-1) =1

A 2. jatékos hozamat is hasonldéan kiszamithatnank, de figyeljiik meg, hogy ebben a jaték-
ban minden jatékos haszna ugyanaz mint a mésik jatékos vesztesége, azaz 0—0sszegl jatékrol
1

beszéliink, ezért up(m) = —ui(m) = —¢.

Figyeljiik meg, hogy a 2. jatékos aktualis stratégidja nem a legjobb valasz az 1. jatékos stratégi-
ajara. Helyette ha mindig irdst mond, akkor % -ad valoszintiséggel eltalalja, hogy mit valasztott
az 1. jatékos. U

8.3. Jelolés. Ha s; € S;, m_; € M_;, akkor jelolje (s;,m_;) € M azt a kevert stratégiat, ahol
az 1. jatékos mindig az s; stratégiat valasztja.

8.13. Definici6 (Legjobb tiszta valasz). Legyen m_; € M_; kevert stratégia az i-n kiviil. Ekkor
s; € S; az 1. jatékos legjobb tiszta valasza m_;-re, ha tetszéleges m; € M, kevert stratégia esetén:
wi(si,m_i) > ui(mg, m_;).

8.6. Allitas. Legyen m_; € M_;. Ekkor m; € M; a legjobb vdlasz m_;-re < minden s; € S;-re,
amire m;(s;) > 0: s; legjobb tiszta vdlasz m_;-re.

Bizonyitas. <«: Legyen U az i. jatékos legjobb vélaszanak haszna. Ekkor w;(m) =
> s,es, Mi(si)u(si,m_;) = U, mivel ha s; a legjobb tiszta vilasz, akkor u(s;,m_;) = U.

=:u;(m) = ZsieSi m;(si)u(s;,m—;) < U és csak akkor lesz egyenlé U-val, ha m;(s;) > 0 esetén
u(s;,m—;) =U. O

8.14. Definicié (Kevert Nash-egyensiily). m € M kevert Nash-egyensily, ha tetszéleges i-re
m; legjobb valasz m_;-re.

8.2. Kovetkezmény. m € M Nash-egyensily < tetszdleges i-re és tetszdleges s; € S; tiszta
stratégidra, ha m;(s;) > 0, akkor s; a legjobb tiszta vdlasz m_;-re.

8.7. K&-papir-olld jaték

Nézziik a hasznossagi-matrixot:

1.\ 2. k6 papir | ollo
. 0 1 -1
k61 1 1
apir -1 0 1
PaPIt |y 0 1
. 1 -1 0
oll6 1 1 0
8.15. Definicio (Szimmetrikus jaték). Egy jaték szimmetrikus, ha S; = Sp = -+ = S, és
tetszbleges 7 permutaciora és sy € Si,..., 8, € Spre Un)(S1,-..,50) = Wi(Sa(1)s - -+ Sn(n))-

Példaul a kG-papir-ollo szimmetrikus, de a fej-vagy-irds jaték nem szimmetrikus.

Keressiink Nash-egyensulyt:

Tegyiik fel, hogy m = (mj,ms) kevert Nash-egyensily. Mivel a jaték szimmetrikus, ezért
ugyanazok a hasznossagok, ha felcseréljiik a jatékosokat.

Tegyiik fel tovabba, hogy m; nem azonosan %, és my(kd) a legkisebb valoszintség. Ekkor a 2.
jatékos szaméara a papir nem legjobb tiszta vélasz és a kovetkezmény miatt: mq(papir) = 0.
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Emiatt az 1. jatékos szaméra az olld6 nem legjobb tiszta valasz, és a kovetkezmény miatt:
my(oll6) = 0. Emiatt a 2. jatékos szamara a ké nem legjobb tiszta valasz, és a kovetkezmény
miatt: mo(kd) = 0. Emiatt az 1. jatékos szaméra a papir nem legjobb tiszta vilasz, és a
kovetkezmény miatt: mq(papir) = 0.

Azt kaptuk tehat, hogy az 1. jatékosra m; (k&) a legkisebb, de my(papir) = 0 és m;(ollo) = 0,
ami ellentmondas.

Tehat a Nash-egyenstuly: m; = %, mo = % Ez tényleg Nash-egyenstuly, mivel ha az 1. jatékos

% valoszintiséggel valaszt, akkor az 2. jatékosnak minden stratégia legjobb valasz.

8.8. Nash-egyensily 0-0sszegii kétszemélyes jatékokra

8.16. Definicié (Legjobb nyilvanos stratégia). m; € M; kevert stratégia legjobb nyilvanos
stratégia az i. jatékos szaméra, ha

min - w;(m;,m_;) = max min u;(m;, m_;).
m_;EM_; m,’L.eM,L- m_;EM_;

8.4. Jelblés. Legyen |S| = k, |S2| = 1. Ekkor A € R**! az 1. jatékos hasznossigi matrixa.

Példa. Nézziik a kdvetkez6 0-0sszegii kétszemélyes jatékot:

Legyen A az els6 jatékos és B a masodik jatékos hasznossagi matrixa (mindketténél a sorok
tartoznak az els6 jatékoshoz). Ekkor tudjuk, hogy B = —A, mivel 0-Osszegl a jaték. Legyen
az A matrix a kdvetkezd:

L\2[X[Y][Z
E [0]1]2
F 8|30

A fenti jaték nem igazan j6 a mésodik jatékosnak, mert az soha sem nyer, legjobb esetben is
csak nem kell fizetnie semmit.

Legyen az els6 jatékos kevert stratégiaja:

1

u(m*, Sx) = —(—-0—1—1'
3 1

u(m*, Sy) = —(= - 1—|—Z-
3 1

u(m*, Sy) = _<é_l -2+ 1 0)=-1.5

A masodik jatékos legjobb tiszta valaszai: Y és Z. Legjobb kevert véilasza pedig a legjobb
tiszta valaszok konvex kombinacidja.

8) = —2

3)=—15

Altalanosan: Tegyiik fel, hogy az 1. jatékosra: m; = (p1,pa, . .., Pr)-
A pA (1 hosszi) vektor j. eleme nem maés, mint: ui(my, j) = —ug(mq, j).

Ekkor a 2. jatékos legjobb valasza p — re: a pA legkisebb elemeinek indexe. Tehat az 1. jatékos
legjobb nyilvanos stratégiaja: olyan p keresése, amire pA legkisebb eleme a lehetd legnagyobb.
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8.6. Megjegyzés. A fenti feladat egy LP feladat:

max w
p=>0

Ef:l pi=1
pA > wl?

(P)

Az LP feladat optimalis megoldasa megadja a legjobb nyilvanos stratégiat.
Nézziik a fenti LP feladat dualisat:

min z
Ag <1z
q=>0
quzl

(D)

8.3. Tétel. Legyen (p*,w*) a (P) feladat, (¢*,2*) a (D) feladat optimuma. Ekkor
(i) w* = z*
(ii)) A (p*,q*) € M kevert stratégia Nash-egyensiily.

Bizonyitas. w* = z* kovetkezik a dualitas-tételbsl. A (i) rész bizonyitasahoz tekintsiik a
kovetkezs allitast:

8.7. Allitas. ¢* legjobb vdlasz p*-ra.

Bizonyitas. A komplementaritasi feltételek miatt ahol ¢* > 0, ott p*A — w* = 0, azaz w* a
p* A vektor legkisebb eleme. Tehat ¢* a legjobb tiszta valaszok konvex kombinacidja. (1) O

Hasonlot allithatunk p*-ra: ahol p* > 0, ott A¢* = 2, azaz z* az Aq* vektor legnagyobb eleme.
Tehat p* is legjobb valasz ¢*-ra. (2)

(1) és (2)-bol kovetkezik tehat, hogy (p*, ¢*) Nash-egyenstily. O

8.7. Megjegyzés. A dualis feladat adja a masodik jatékos optimalis nyilvanos stratégiait.

Most nézziik meg mit tudunk mondani szimmetrikus 0-6sszeg( jatékokrol:

8.17. Definicio (Szimmetrikus jaték). Legyen A az elss jatékos és B a masodik jatékos hasz-
nosségi matrixa (mindkettGben a sorok felelnek meg az elsé jatékos stratégiainak). A jaték
szimmetrikus, ha B = AT,

8.18. Definicié (Szimmetrikus stratégia). Szimmetrikus jatéknal egy kevert stratégia-vektort
szimmetrikusnak neveziink, ha minden jatékoshoz ugyanaz a kevert stratégia tartozik.

8.19. Definicié (Szimmetrikus Nash-egyensily). Egy kevert stratégia szimmetrikus Nash-
egyensily, ha a bel6le kapott szimmetrikus stratégia-vektor Nash-egyensiily.

Szimmetrikus 0-Osszegli jaték esetén a fent szelepls (P) és (D) feladat ugyanaz, igy optimélis
megoldésaik is ugyanazok. Ebbdl kovetkezik, hogy szimmetrikus 0-6sszegl jatéknal mindig
van szimmetrikus Nash-egyenstily. A kovetkezd részben megmutatjuk, hogy ez nem 0-Gsszegii
jatékokra is igaz.
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8.9. Lemke-Howson algoritmus kétszemélyes szimmetrikus jatékra

El6szor megmutatjuk, hogy ha szimmetrikus jatékban tudunk szimmetrikus Nash-egyensilyt
keresni, akkor tetszdleges jatékban tudunk Nash-egyensiilyt keresni.

8.4. Tétel. Tekintsiink egqy olyan jdtékot, ahol az elsd jatékos hasznossdgi mdtriza A, a mdsodik
jatékos hasznossdgi mdtriza B, és A és B dsszes eleme pozitiv (ez feltehetd, mert A és B minden
elemét ugyanannyival megnovelve ekvivalens jdatékot kapunk). Legyen C a kévetkezd mdtriz:

Ty
C— ( o 13 ) s 0 A
y | BT 0

Ha a C mdtriz-szal adott jatéknak (z,y) szimmetrikus Nash-egyensilya, akkor m; = me,,

mo = ﬁ Nash-egyensily az eredeti jatékban.

Bizonyitas. Mivel A és B minden eleme pozitiv, sem z, sem y nem lehet azonosan 0, hiszen
akkor (z,y) nem lenne legjobb vélasz énmagéra. Tehat m; = ﬁ és Mo = ﬁ értelmes. Mikor
x; > 0, akkor s; legjobb tiszta valasz (x,y)-ra a szimmetrikus jatékban, ami pont azt jelenti,
hogy s; legjobb tiszta vilasz mg-re az eredeti jatékban. Forditva is, ha y; > 0, akkor s; legjobb
tiszta valasz (x,y)-ra a szimmetrikus jatékban, és igy s; legjobb tiszta valasz m,-re az eredeti
jatékban. Tehat a[8.3] Tétel alapjan (my, ms) Nash-egyensily. O

A kovetkezGkben ismertetjiik a Lemke-Howson algoritmust, ami szimmetrikus kétszemélyes
jatékban talal egy szimmetrikus Nash-egyensilyt (m; = msy). Ez egyben bizonyitja Nash
tételét a kétjatékosos esetre.

Tekintsiik az elsd jatékos A hasznossagi matrixat. Jelolje w az Ar maximumét. Ekkor lesznek
olyan koordinatak, amikre Az < w, és lesznek olyanok, amikre az Az eléri a maximumat.

0] <w
: A

o <w

= w

L :w

Vizsgaljuk a kovetkezd poliedert: P = {x: Az <1,z > 0}
Feltehetd, hogy

(i) ai;j > 0, mert ha lenne egy negativ elem, akkor minden elemhez ugyanazt az értéket
hozzaadhatjuk, igy a varhato értéket konstanssal toljuk csak el, a Nash-egyensily nem
valtozik.

(ii) A-nak nincs csupa 0 oszlopa - ha lenne ilyen, azt toroljik.

8.8. Allitas. P korldtos.

Bizonyitas. Minden z; korlatos mert > 0 és < %, ahol a;; > 0. ]
ij

Ha P korlatos, akkor politop.
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8.5. Jelolés. Jeldljiik a P politop cstcsait V-vel. Jeloljiik tovabba minden z € V' cstcsra:

N,={j:z =0},
K,={i:(Az); = 1}.

Tudjuk, hogy (|N.| + |K.|) > n, mert egy csucsnal legalabb n egyenlGtlenség egyenlGséggel
teljesiil.

8.5. Lemma. Ha |[N,UK,| =n és z # 0, akkor x = ZLZ eqy szimmetrikus Nash-egyensuly.
J

Bizonyitas. Ha z; > 0, akkor (Az); = max;<;<,(Ax);, tehat x legjobb tiszta valaszok konvex
kombinacidja. 0
8.9. Allitas. Tegyiik fel, hogy P nem degenerdlt, azaz minden csicsdban pontosan n db oldal
taldlkozik (|N,| + |K.| = n). Ekkor z-nek pontosan n szomszédja van (két csics szomszédos ha

egy élen vannak), és mindegyik mds-mds n — 1 feltételt teljesit egyenldséggel az z egyenldséggel
teljesiild feltételei koziil.

A tovabbiakban az egyszeriiség kedvéért feltessziik, hogy P nem degeneralt. (Bizonyithato,
hogy egy degenerélt poliéderbsl nem degeneraltat kaphatunk az A matrix kis perturbalésaval,
és elég kis perturbalas esetén az 4j jaték Nash-egyensilyédnak az eredeti jatékban is Nash-
egyensily felel meg.)

8.6. Jelblés. Jelolje V,,_; az olyan z € V-ket, amelyekre N, UK, = {1,2,...,n— 1}, V,, pedig
azokat, amelyekre | N, U K,| = n.

Jelolje tovabba d, a z € V,,_; dupla koordinatajat.

z2€ Vo | |dz | M
| | |

zi =0 | [ I
| | |
| | |

Nevezziik a z € V,,_; cstucs d,-szomszédainak a z-nek azt a két szomszédjat, amit a d.-hez
tartozo egy-egy feltétel kidobésaval kapunk.

8.10. Allitas. A z csiics d,-szomszédai (V,_y U V,)-ben vannak.

8.11. Allitas. Ha 2z € V,_, és 2 eqy d.-szomszédja, amire 2’ € V,_1, és az 4j eqyenld felté-
tel F, akkor 2'-b6l indulva és F-et torolve z-t kapjuk vissza (mert ekkor d, lesz az F dupla
koordindtdja). Tehdt z a z'-nek d, -szomszédja.

Vegyiik észre, hogy 0 € V,,, de ez sajnos nem ad Nash-egyenstlyt. Az origonak viszont van egy
Vo—1 U Vp-beli 2! szomszédja, amit a z, = 0 feltétel kidobasaval kapunk. Ha ez V,-beli, akkor
talaltunk egy szimmetrikus Nash-egyensiilyt a Lemma szerint. Ha nem, akkor lépjiink
tovabb a 2! masik d,i-szomszédjara, amit a masik d,i-hez tartozo feltétel kidobasaval kapunk.
Ezt ismételjiik, egészen addig amig egy V,,-beli csicsban nem ériink.

Figyeljik meg, hogy a 1épések sordn nem érhetiink koérbe: ha egy V,,_;-beli z csticsba érnénk
vissza, akkor annak a[8.11] Allitas alapjan harom kiilénb6z6 d,-szomszédja lenne, ami lehetet-
len. A 0 cstcsba sem érhetiink vissza, hiszen 0-nak egyetlen szomszédja van V,,_;-ben.

Az algoritmus tehat a kovetkezs:

1

0 Legyen z' az origonak a z, = 0 feltétel kidobasaval kapott szomszédja, és legyen ¢ = 1.
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1 Ha 2* €V, akkor kész vagyunk.

2 Ha nem, dobjuk ki azt a d,:-hez tartozo feltételt, amelyik nem az utolso lépésnél jott be,
és legyen az igy kapott szomszéd 21

3 Legyen i := 1+ 1, és lépjiink az 1. lépésre.

8.6. Kovetkezmény (Nash). Véges stratégiahalmazi 2 személyes jdatékban mindig van Nash-
eqyensily.

8.8. Megjegyzés. A Lemke-Howson algoritmus véges, de lehet exponencialis futasi ideji az A
matrix méretében, hiszen a poliédernek lehet exponencialisan sok csticsa.
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9. Konvex optimalizalas

9.1. Konvex halamzok
9.1.1. Alaptulajdonsagok

9.1. Definici6 (Konvex halmaz). C' C R" konvex, ha tetszéleges x,y € C és 0 < X\ < l-re
A+ (1=MNyeC.

9.2. Definici6 (Konvex kombinacio). S°F N\a; az @1, ..., 7 € R” vektorok konvex kombiné-
cioja, ahol 0 <\, < 1, Vi=1,..., kés S.r A= 1.

9.1. Allitas (Konvex halmaz ekvivalens definicidja). C' konver < tetszdleges véges sok pont-
janak konvexr kombindcicjdat tartalmazza.

Bizonyitas. Indukci6 k-ra: 2-re igaz.

Tegyiik fel, hogy k — 1-re igaz. Legyen \; > 0, ¢ = 1,..., k. Ha valamelyik \; = 0, akkor azt
kihagyva k — 1-re mar igaz.

Legyen A := S\, o= Y00 dix;. Az i: konvex kombinacidja 1-t6] (k-1)-ig C-beli pontok-
nak, igy indukeci6 szerint x € C. Ekkor > . Nz = Az + A ap = A o +(1—-X) x, € C.

=1-X eC e
[l

9.2. Allitas. Konvex halmazok metszete konves.

9.1. Megjegyzés. Az allitas végtelen sok konvex halmazra is igaz.

Bizonyitas. Legyen C' = NC;, z,y € C. Ekkor z,y € C; minden ¢-re. Tehat 0 < X < 1-re
Az + (1= Ny e C;,Vi=€C. O
9.1. Jelblés. aff(C'): C-t tartalmazo legsziikebb affin altér

9.3. Definicié (Konvex halmaz dimenzioja). dim(C) := dim(aff(C)).

9.3. Allitas. Konver C-re aff(C) = {ux + (1 — p)y : 2,y € C, u € R}.

Bizonyitas. Legyen z,...,2, € C, 2z = Zle wix;, ahol > p; = 1. Be kell latnunk, hogy z
el6all px + (1 — p)y alakban. Ha p; >0, i =1,...,k, akkor z € C és kész vagyunk.

Legyen p1= 3", colis T =520 Lia;. x konvex kombindcio, tehdt € C.

Legyen y =3, . <o 15,%i € C. Ekkor z = pz + (1 — p)y. O

9.4. Definici6é (Extremalis halmaz). £ C C extremalis halmaza a C' konvex halmaznak, ha
r,yeCésl<A<laer+(l-NyeFEsreEéyck.

9.4. Allitas. Ha max{wz : © € C} megoldhatd, akkor az optimdlis megolddsok halmaza ext-
remdlis halmaz lesz.

Bizonyitas. <: Legyen S az optimalis megoldasok halmaza, legyen tovabba z € S, o pedig
az optimalis megoldés értéke. o = wzx, x € S. S konvex, mert wr = «, wy = «, tehat
wAr + (1 = N)y) = «a, azaz A(wz) + (1 — ) (wy) = a.
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=:z€8, z=X+ (1 =Ny, ahol 0 < A < 1, és x,y € C. Be kell latnunk, hogy x és y S-ben
is benne vannak.

a=wz=Awzr, +(1—-A) wy <Aa+ (1 - A)a = a. Egyenléség csak akkor lehet, ha wr = «
> ~~
S« Sa

és wy = «, azaz x,y € S. O

Példa. Henger extremélis halmazai:
0. dimenziés extremalis halmaz elemei (extremalis pontok): a két korlap hatarpontjai;
1. dimenzi6s extremalis halmazok: a henger alkotoi;
2. dimenzios extremélis halmazok: a két korlap;

3. dimenzids extremalis halmazok: az egész henger.

9.5. Allitas. Ha E extremdlis halmaz, akkor E = aff(E) N C.

Bizonyitas. Legyen z € aff(E) N C. Ekkor z = px + (1 — )y, ahol z,y € E.
Ha 0 < u < 1, akkor az E konvexitasa miatt z € E és kész vagyunk.

Ha > 1, akkor . = 2 +£&21 4 . Mively € E és E C C, ezért y € C, tovabba mivel
NS,
eC cE

x € F, és E extremdlis halmaz, ezért z,y € E. O

9.2. Megjegyzés. Ha Ei, Fy extremélis C-ben és E) ;Ct E5, akkor E; extremélis halmaza
FEs-nek.

9.6. Allitas. Ha Ey, E, extremdlis halmazai C-nek és E, ; Es, akkor dim(E;) < dim(Es).

Bizonyitas. Mivel E; extremélis halmaza FEa-nek, ezért E; = aff(E;) N Es, tehat aff(E,) ;
aff(Eg), emiatt dlm(El) < dlm(Eg) ]
9.7. Allitas. Ha E, extremdlis halmaza C-nek, és Ey extremdlis halmaza Eq-nek, akkor FEs

extremdadlis halmaza C-nek.

Bizonyitas. Legyen x,y € C, 0 < A < 1, 2z = Az + (1 — \)y € E,. Ekkor z € Ej, mert
Ey C E,. E; extremélis C-ben, emiatt xz,y € E;. Tovabba z € E,, F, extremalis E;-ben,
emiatt z,y € Es. U

9.1. Tétel (Krein-Millman, bizonyitas nélkiil). Ha C kompakt, korldtos és zdrt konver halmaz,
akkor C' az extrém pontjainak konvex burka.

9.5. Definici6 (Konvex kip). C konvex kip, ha konvex és tetszéleges x € C' és A > 0 esetében
Ax e C.

9.6. Definicio (Csticsos kup). Konvex kup csticsos, ha 0 extremalis pontja.

9.8. Allitas. C konvex kip csicsos < nem tartalmaz eqydimenzids linedris alteret.

Bizonyitas. =-: Ha tartalmaz {ux : p € R} egyenest, akkor x € C, —x € C, tehat 0 nem
extremalis pontja.

<: Ha 0 nem extremaélis, akkor Jz,y € C': 0 < A < 1, amire A\x 4+ (1 — \)y = 0, tehat az x-et
és y-t Osszekots egyenes egydimenzios linedris altér C-ben. U
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9.7. Definicié (Megengedett iranyok kipja). Legyen C konvex halmaz, z € C. Ekkor
KCz)={reR":3>0,z+dx € C,V0 <0 < ¢}
9.9. Allitas. K(C,z) konver kip.

Bizonyitas. Legyen z,y € K(C,z). Az x-hez tartozo e-t jeloljiik €,-el, az y-hoz tartozot pedig
e,al. Legyen ¢ = min{e,, e, }. Legyen tovabba § < e. Ekkor
1— = 1— 1—
24+ 0(Ar+ (1 —=Ny) =g +C5x)—|—( MNiz+doy) = z+0Az+(1—-Ny) eC
€ ec

9.10. Allitas. K(C,z2) csiicsos < z extremdlis pontja C-nek.

Bizonyitas. Ha z nem extremalis pont, akkor (z — 2) € K(C,z), (y — 2) € K(C,z), tehat
tartalmaz 0-n atmend egyenest. Ha viszont tartalmaz 0-n atmend egyenest, akkor K(C), z)
tartalmazza a {us : p € R} egyenest, emiatt 307 : 2+ 915 € C, oo : z — das € C. O

9.1.2. Konvex halmazok szeparacidja

9.2. Tétel. Ha C zirt konvex halmaz, és z ¢ C, akkor van egy eqyértelmi z-hez legkizelebbi
pont C-ben.

Bizonyitas. Legyen u = inf{|jz — z|| : = € C}. Ez véges, és létezik 2* € C sorozat,
amire ||z* — z|| — p. Ennek van konvergens részsorozata, ami egy x € C ponthoz tart, tehat
[z = 2| = p.

Ha y € C-re ||y — z|| = p ,akkor p? < || %5 — 2| = p? — 1|jy — z||%, tehat y = z. O
9.8. Definicio (Vetités konvex zart halmazra). A z ¢ C ponthoz legkozelebbi pontot C-ben a
z pont C-re valo vetitésének nevezziik, jelolése mo(z2).

9.11. Allitas. Tetszdleges x € C-re (v — me(2))7 (2 — 7e(2)) < 0.

9.3. Tétel (Konvex szeparacios tétel). Legyen C' zdrt konvex halmaz, z ¢ C. Ekkor létezik
sER™ ése>0: sTa < sTz— e tetszbleges v € C-re.

Bizonyitas. Legyen s = z—7c(2). Az el6z6 allitas szerint tetsz6leges v € C-re sTx < sTmo(2).
Azaz: sTx < sTrmp(z) = sT2 + sT(mo(2) — 2) = sz — ||s]|*. Tehat € = ||s||? jo valasztds. [

9.4. Tétel. Legyen C konver halmaz, z ¢ C. Ekkor lélezik s € R™ nemnulla vektor: sTx < sTz
tetszdleges x € C-re.

Bizonyitas. Létezik 2* — 2 sorozat, amire z* ¢ cl(C) semmilyen k-ra. Az el6z6 tétel alapjan
vannak s* nemnulla vektorok, amikre (s*)Tx < (s%)72* tetszdleges © € C-re. Feltehetjiik, hogy
|s*|| = 1 minden k ra. Legyen s az s® sorozat tetszdleges torlodési pontja; errre sTz < sTz
tetszéleges x € C-re. O

9.5. Tétel. Legyenek Cy és Oy diszjunkt konvex halmazok. Létezik s € R™ nemnulla vektor:

sta < sTy tetszéleges x € C-re és y € Cy-re.

Bizonyitas. Legyen C' = C) — Cy; ez konvex halmaz, és 0 ¢ C, tehat az el6z6 tétel értelmében
letezik s € R™ nemnulla vektor: sTx < 0 tetszéleges x € C-re. lIgy sTx < sTy tetszéleges
x € Ch-re és y € Cy-re. O
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9.2. Konvex fiiggvények

9.9. Definici6 (Konvex fiiggvény). Legyen C' € R™ konvex halmaz. Az f: C' — R fiiggvény
konvex, ha tetszéleges x,y € C és 0 < X < 1l-re f(Ax + (1 — N)y) < Af(z) + (1 — N f(y).

9.3. Megjegyzés. Mivel C konvex, ezért Ax 4+ (1 — \)y € C.

9.6. Tétel (Jensen egyenlGtlenség). Legyen C konvex halmaz, f : C — R konvex fiigguény,
tovdbbd 1, ..., x, € C, N >0, i=1,....k, S N =1. Bkkor f(30 hay) < 0% Nif(24).

Bizonyitas. Indukcié k-ra; k = 2-re j6, mert f konvex.

Tegyiik fel, hogy & > 2. Legyen A\ = Zf;ll Ni, * = Zf:f% ;. Mivel x C-beli pon-
tok konvex kombindcioja, ezért x € C. Ekkor f(X2F, A\xi) = fO\r + Maw) = fOr +
(1= Nae) < Af@)+ (1= Nf(e) = M5 Fo) + Mfae) <0 S5 M (@) +

f konvex ndukcio

Ak f(zy) = Zf:l Aif (@) [
9.10. Definici6 (Szinthalmaz). D,(f) = {x € C : f(z) < a} az f fiiggvény a-hoz tartozo
szinthalmaza.

9.7. Lemma. Ha f konvex, akkor D, konver tetszdleges a-ra.

Bizonyitas. Legyen z,y € D,, 0 < a < 1.
Ekkor f(Ax +(1—=XNy) < Af(z )+(1—-a)f( v ) <Aa+(l—-Na=a. O
f konvex ~ €Pe €Da

9.4. Megjegyzés. A lemma forditottja nem igaz: Ha egy fliggvény minden szinthalmaza kon-
vex # a fliggvény konvex.

Példa

9.11. Definici6 (Kvazi-konvex fiiggvény). Ha egy fiiggvény minden szinthalmaza konvex, akkor
a fliggvényt kvazi-konvexnek nevezziik.

9.8. Lemma. Legyen C' konvex halmaz, f : C — R. f konvexr & tetszéleges x,y € C-re,
x #y-ra a p(N) = f(x + ANy — x)) figguény konvex a [0, 1]-en.

Bizonyitas. <: z,y € C, 0 < XA < 1. Ekkor f(Az + (1 = ANy) =é(1 —A) =p(0-A+1-(1—
N) S A90)+(1= N ol1) = M) + (1= ()
® konver  —f(z) 1)
=:0<v <1, A\, A €]0,1]. Ekkor
oM+ (1 —v)h) = flx+ (WA + (1 —v)A)(y — x))
= fv(z+ My —2)) + (1 —v)(z+ Xa(y —2)))
\_</ vi(x+ My —2))+ 1 —v)f(z+ Xy —2))

f konvex

= vp(M) + (1 = v)d(A2).
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Tudjuk, hogy ha ¢ folytonosan differencialhato, akkor ¢ konvex < ¢'(x) monoton nove.

9.9. Tétel. Legyen C' konvex, nyilt halmaz, f: C — R folytonosan differencidlhatd fiiggvény.
Ekkor f konvex < tetszdleges v,y € C-re, v # y: Vf(x)T (y—z) < f(y)—f(z) < Vf(y) T (y—=).

Bizonyitas. = f(a: + (1 =Ny —=)=fAr+1-Ny) < AM(z)+ (1 - Nfly). Ekkor
[zt (- Al)(y/\ NI < f(y) — f(x). Ha A — 1, akkor a baloldal tart az iranymenti derivalthoz:

V() (y — z). A masik egyenldtlenséget szimmetrikusan bizonyitjuk z-et és y-t felcserélve.

«: Tetszoleges v,y € C-re Vf(x)T (y—x) < Vf(y)T (y—z). Ekkor tetszdleges 0 < \; < Ay < 1
szdmokra: Vf(Ax + (1 — X)y)T(z —y) < Vf(\x + (1 — X \)y)T(z —y) = ¢ '(\) monoton

névekeds = ¢ konvex = f konvex. U
9.12. Definicié (Hesse matrix). Legyen C' konvex és nyilt halmaz, f kétszer folytonosan dif-
ferencialhato fiiggvény a C halmazon. f Hesse métrixa: (V2f(z));; = gi{—ég.

9.10. Tétel. f konver & V2f(x) pozitiv szemidefinit minden x € C-re.

Bizonyitas. =: 2 € C, y € C, s = y — x. Ekkor s'V2f(z)s = ¢ "(0). ¢ "”(0) > 0, mert ¢’
monoton névs. C nyilt, igy tartalmaz o koriili gdmbot, ezért sTV2f(z)s > 0Vs € R* & V2f(2)
pozitiv szemidefinit.

<0< sV2if(x+As)s=¢"(N\). ¢” >0,VX € [0,1] = ¢’ monoton noévs = f konvex. O

9.3. Feltétel nélkiili optimalizalas

9.13. Definicié (Lokalis minimum). f : C — R, z € C lokélis minimum, ha 3 ¢ > 0 amire
fle) > f(x) Ve e C: ||z —z| <Le.

9.14. Definici6 (Globalis minimum). z € C globélis minimum, ha f(x) > f(z) Yz € C.
9.11. Tétel. Ha f konvex és T lokdlis minimum, akkor T globdlis minimum.

Bizonyitas. f(x) < f(Z) = fOx+ (1 = N)Z) < Af(z)+ (1 = N)f(Z) < f(ZT) tetszbleges
0 < X <1 esetén. Tehat x tetszbleges kornyezetében van kisebb értékd pont. 0]

9.12. Tétel. Legyen C' nyilt, konvexr halmaz, f konvex, folytonosan differencidlhato fiiggvény.
Ekkor z globdlis minimum < V f(z) = 0.

Bizonyitas. <: legyen z € C tetsz6leges. Ekkor

0=V/[(@) (z - 1) f(@) = f(2) = f(z) = f(2).

<
~
B9 tétel

=: tetszbleges s € R"-re: f(x+)\s) f(Z) ha X elég kicsi (Z+ As € C). Ekkor f(ir+/\s/:\)—f(i) >0
tart az iranymenti derivalthoz: V f(z)Ts-hez ha A — 0. Tehat Vf(z)Ts > 0 Vs € R* =
Vf(z)=0. O

9.15. Definici6é (Konvex halmaz relativ belseje). rint(C) = {x € C : tetszbleges © # y,y € C-
redzr’eCeées0<A<l:z=X\'~+(1- Ny}

9.16. Definici6 (Relativ nyilt halmaz). C' relativ nyilt, ha C' = rint(C).
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9.17. Definicié. lin(C): aff(C) lineéris eltoltja.
9.13. Tétel. Legyen C relativ nyilt, konver halmaz, [ konvez, folytonosan differencidlhato
fiigguény. Ekkor T globdlis minimum < V f(z)Ts = 0 Vs € lin(C).

Bizonyitas. <: legyen = € C tetsz6leges. Ekkor

fx) = f(z) = f(z) = f(7).

= tetszbleges s € lin(C)-re: ha A elég kicsi, akkor Z + As € C, tehat f(z + As) > f(z). Ekkor
w > 0 tart az irdnymenti derivalthoz, V f(Z)s-hez ha A — 0. Tehat Vf(z)s > 0
Vs € lin(C). O

9.4. Feltételes optimalizilas

A feladat a kovetkez6:
min f(x)
(CO) zeC
gi(z) <0Vi=1,....m

Tegyiik fel tovabba, hogy
i C konvex, C' C R"™;
ii f, g; konvexek, folytonosan differencialhatoak.
9.18. Definicié (Megengedett megoldasok halmaza). F':={z € C :¢;(x) <0,i=1,...,m}.

9.5. Megjegyzés. A megengedett megoldasok halmaza konvex, mivel konvex fiiggvény szint-
halmazai konvexek, és konvex fiiggvények metszete is konvex.

9.6. Megjegyzés. Altaldban F nem relativ nyilt. (ha az lenne, akkor az optimalitas sziikséges
és elégséges feltétele az lenne hogy a gradiens merdleges a linearis altérre).

Példa
1 .

)

(

=& |

R

be3

9.19. Definicié (Megengedett iranyok kipja). Legyen K(z) a megengedett iranyok kupja.

K(z):={se€R":3¢>0: tetszGleges 0 < A <e-rax+ \s € F}.
K () tulajdonsagai:

i K(x) konvex kip;

49



ii K(x) csucsos < z extremdlis pontja F-nek;
ili K(x) C lin(F);
iv K(z) =lin(F) < z € rint(F)
9.14. Tétel. = optimdlis megolddsa a CO feladatnak

0

V(@) 's>0Vse K(z)

Bizonyitas. {: Legyen T # z € F', s = x — z. Ekkor s € K ().
Tudjuk, h — f(z) > 7)Ts >0 > f(z).
udjuk, hogy f(z) — f(z) = V/f(@)'s 20 = f(z) > f(7)

f konvex seK(x)

JJ: Legyen s € K(z). Ekkor definici6 szerint 3 > 0: ) :=Z + As € F, V0 < A < e.
f(x)) > f(7) = {22/@ >,

Ha A — 0, akkor 0 < w s Vf(7)Ts. .
Szeretnénk jellemezni az optimumot a Vf, Vg, i = 1,..., m-mel. De ez altalaban nem jellemzi
az optimumokat.
Példa

C =R?

() (b)
A fenti példaban (a)-ban és (b)-ben a gradiensek 0-ban ugyanazok, mig (a)-nal —oo az infimum,
(b)-nél pedig F' = {0}, tehat az optimum 0.

9.20. Definicié (Slater pont). A CO feladatnak x Slater pontja, ha
i z € rint(C);
igi(x) <0i=1,...,m;
ili g;(x) <0 ha g; nemlinearis.
9.21. Definici6 (Slater-regularis feladat). A CO feladat Slater reguléris, ha van Slater pont.

Példa

Az el6z6 példanal (a) esetben tetszéleges (x1,0) pont Slater pont, tehat a feladat Slater regula-
ris, mig a (b) esetben nincs Slater pont, mert 0 az egyetlen megengedett pont, ami nem teljesiti
a (i17) tulajdonsagot: go(0) = 0, de go nemlinearis.
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9.15. Tétel (Karush-Kuhn-Tucker). Legyen C relativ nyit és CO Slater reguldris. Ekkor
T € F pontosan akkor optimdlis megolddisa CO-nak, ha

du; >0 (i=1,...,m):

Viz)+ Z w;Vg:(Z) merdleges lin(C)-re,
i=1
ha g;(z) < 0, akkor u; = 0.

Bizonyitas. {: Jelolés: I ={i e {1,...,m}:¢;(z) =0}.
Legyen s € K(z) = s € lin(C). Ekkor tudjuk, hogy

0=s"(Vf(z)+ Z 1 Vgi(z)) = sTVf(T) + Z s V(7).

De >0 jis™Vgi(z) < 0 mert D0 juis™Vgi(z) = Y, s’ V() és i € It s7Vgi(z) <0
mert s megengedett irdny és g;(z) = 0.

Tehéat 0 < sTV f(Z) = T optimalis megoldas.

|+ Indirekt tegyiik fel, hogy #u; > 0, i € I amire Vf(Z) + >_,; 1t:Vg:(Z) meréleges lin(C)-re.
A Farkas lemma szerint ekkor Jv € lin(C):

vIVgi(z) <0 (i=1,...,m) és
vIVf(z) <0

Legyen z* Slater pont. Ekkor g;(z°) < 0 Vi, igy

e haiel: gi(r")+¢g:(7) <0 = Vg(7)(z*—7) <0.
<0 -0 g; konvex

e ha i € [ és g; nemlineéris: g;(z°) < 0= Vg;(z)(z* — ) < 0.
Legyen s = v + 0(2® — &), § > 0. Ekkor tudjuk:
e icl: Vg(z)s" <0
e i € I és g; nemlineéris: Vg;(7)s? < 0;
e elég kicsi d-ra V f(z)s? < 0 mert Vf(z)v! <0
e Ha ¢ olyan kicsi mint az el6z6 feltételben, akkor s = v + §(z® — z) € lin(C).

Ennek segitségével taldlhatunk egy z-nél kisebb értéki megengedett pontot:

e (' relativ nyilt = elég kicsi ¢ > 0-ra x +¢es € C}
e clég kicsi e-re: f(T +es) < f(Z)

— i € 1, g; nemlinearis: ¢;(z +es) < g;(z) =0
— i€ I, g; linearis: g;(T+¢es) < gi(z) =0

o i ¢ I: elég kis e-re: ¢;(T +es) < 0 mert g;(z) < 0 és g; folytonos fiiggvény.
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Tehét T +es € F és f(T +es) < f(T), azaz T nem optimalis. O

9.22. Definicié (Lagrange fiiggvény). « € C-re és p € R-re
L(z,p) o= f(z) + > pigi(z)
i=1

A Lagrange fiiggvény tulajdonsagai:
i Ha o € F akkor L(z,u) < f(z);
ii Ha x € C'\ F akkor Ju: L(x,pn) > f(z);
Adott p-re: L(p) :=inf{L(z,p): z € C}.
9.7. Megjegyzés. Ez egy konvex optimalizalasi feladat.

9.8. Megjegyzés. Az els§ tulajdonsiaghol kovetkezik, hogy L(p) < inf,cp f(2).
9.23. Definici6é (Langrange duélis feladat).

sup L(p)
MERZ"_"

9.9. Megjegyzés. Ez a feladat is egy konvex optimalizalési feladat.

9.16. Tétel (Gyenge dualitas). Ha L(fi) = f(z), i € R, T € F', akkor T optimdlis megolddsa
a (CO)-nak, i optimdlis megolddsa a Lagrange dudlis feladatnak.

Bizonyitas. L(p) < f(z) = L(p) < f(z) tetszéleges p-re és z-re. O

9.17. Tétel (Erés dualitas). Ha (CO) Slater reguldris és T optimdlis megoldds, akkor 311 € R,
amire L(p) = f(Z).

Bizonyitas. Ha T optimalis, akkor a Karush-Kuhn-Tucker tétel szerint i € R, amire

(1) V(@) + >, 1;Vg;(Z) merdleges lin(C')-re;
(2) ha g;(z) < 0, akkor fi; = 0.

9.12. Allitas. Z optimdlis megolddsa a mingec L(x, i) feladatnak.

Bizonyitas. min,cc L(z, i) : konvex fliggvény minimalizalasa relativ nyilt halmazon. Tudjuk,
hogy Z optimalis < V,_z L(x, i) merdleges lin(C')-re.

Vo L(x, 1) = Voez(f(2) + ) iugi(x)) = VF(2) + Y 1V :(%)
i=1 i=1
ami meréleges lin(C')-re (1) szerint.
9.13. Allitas. L(z, 1) = f(7).

Bizonyitas. L(z, ) = f(Z) + > [1igi(Z). De > [igi(Z) = 0, mert
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e (2) szerint: ha g¢;(z) < 0, akkor i; = 0;
e 1€ F=g(z)<0Vie{l,...,m}.
A
Tehat L(p) = L(z, i) = f(Z). O

9.24. Definicié (Megengedett csokkenési irdny). Az s vektor megengedett csokkenési irany
2%-ban, ha Je > 0, hogy tetszéleges 0 < A < e-ra f(2° + As) < f(2°) és 2° + A\s € F.

Megengedett cs6kkenési iranyok keresése r°-ban (LP feladat)

max u

Via®)s+u<0

Vgi(2°)Ts +u <0, ha g;(2°) = 0 és g;nem linearis
Vgi(2°)Ts <0, ha g;(2°) = 0 és g;lineéris

u>0

-1<s5;<1j5=1,...,n

s € lin(C)

9.14. Allitas. Ha 3(s,u) megoldds, ahol u > 0, akkor s megengedett csokkenési irdny.

Bizonyitas. Vf(z°)Ts < 0, tehat s csokkenési irdny. Masrészt Vg;(2°)Ts < 0, ha ¢;(z°) = 0
és Vgi(29)Ts < 0, ha g; nemlinearis, tehat s megengedett irany. O

9.15. Allitas. Ha a feladat Slater requldris, akkor ha z° nem optimdlis, akkor (s, u) megoldds,
amire u > 0.

Bizonyitas. Ha z° nem optimalis, akkor Jv € lin(C):

Legyen x* Slater pont. Ekkor g;(z°) < 0 Vi, igy

e ha g;(z) = 0: g;(z”) +@ <0 = Vgi(@)(a* —z) < 0.

<0 —0 gi konvex
e ha ¢;(z) = 0 és g; nemlinedris: g;(z*) < 0= Vg;(z)(z* — ) < 0.
Legyen s = v + 0(x® — &), § > 0. Ekkor tudjuk:
e gi(7)=0: Vg (7)s" <0;
e ¢;(7) = 0 és g; nemlineéris: Vg;(7)sT < 0;
e clég kicsi d-ra V f(z)s? < 0 mert Vf(z)v! <0

e Ha § olyan kicsi mint az el6z6 feltételben, akkor s = v+ §(z® — z) € lin(C).

Szorozzuk meg s-t egy skalarral tigy, hogy —1 < s; < 1. Ehhez az s-hez valaszthatunk megfelels
u > 0-t. U
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9.5. Gradiens modszer

Legyen f : R® — R konvex, folytonosan differencialhato fiiggvény. Tegyiik fel, hogy 2° € R"
pontban vagyunk.

9.16. Allitas. 2°-ban az irdnymenti derivdlt a —V f(2°) irdnyban a legkisebb (azonos normdji
vektorok kozil).

Bizonyitas. s iranyban az irdanymenti derivalt: V f(z°)Ts.

TVIEYVIE) = i, VI
Tehat —V f(2°) a legmeredekebb csokkenési irany. O
Algoritmus
2 e R, k=0.

1. Kiszamoljuk s = —V f(2*)-t. Ha s = 0, akkor kész vagyunk.
2. Legyen \¥ = argmin, g f(z* + Xs).
3. Legyen z¥+! = 2F + \bs,
4. k:=k+ 1, és tovabb az 1. lépésre.
9.17. Allitas. f(z"*1) < f(a¥)

Bizonyitas. s irdnyban az iranymenti derivalt: —V f(z*)TV f(2*) < 0. O

9.18. Tétel. Ha D = {z € R" : f(x) < f(2°)} kompakt, akkor az z°,x' 2% ... tetszéleges T
torloddsi pontjdara T optimdlis megolddsa a feladatnak.

Bizonyitas. Vegyiik 2/!,272,-.. — T konvergens részsorozatot. Mivel f folytonos, ezért
lim; o f(27) = f(T) és lim;_,oo Vf(27) = Vf(Z). Legyen s = —V f(z). Ekkor Vf(z)Ts <0
és =0« s5=0.

Masrészt: tetszéleges A > O-ra és i-re f(z/i+1) < f(x/itl) < f(29 — AV f(2%)). Az i — oo
hataratmenet mutatja, hogy f(z) < f(Z + As) tetszéleges A > 0-ra. Tehat w > 0. Ha
A — 0, akkor azt kapjuk, hogy Vf(z)Ts > 0= s=0= Vf(z) =0 = T optimalis. d

9.6. Aranymetszés mdédszer

A fenti modszerben a \* = argmin, g Vi (2% 4+ \s) kiszamolasdhoz meg kell oldanunk egy egy-
dimenzios konvex fliggvény minimalizalasi feladatot. Persze ezt is csak kozelit6leg tudjuk meg-
oldani. Egy lehetséges megoldasi modszer az Aranymetszés modszer, ami nem csak differenci-
alhato fliggvényekre alkalmazhato.

Legyen f konvex fiiggvény R™-en. Az algoritmus egyre csokkens méretii intervallumokat ad,
amik garantaltan tartalmaznak optimaélis megoldast. Minden lépésben adott lesz a; < 3; <

i < 6;, amikre f(a;) > f(B:), f(v:) < f(di), és
Yi—a 0 — [ V5 —1

(Si—CMi_(Si—O(i:q:: 2 .
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Kiindulasként ¢ = 0O-ra taldlunk ilyeneket. A konvexitasbol kovetkezik, hogy van optimélis
megoldas az [«;, 0;] intervallumban.

Az aranymetszés szabalya miatt az is teljesiil, hogy

Bi—a;  0i—v
%—@i_(si—ﬁi_q

Az altalanos lépésben Gsszehasonlitjuk az f(5;) és f(7;) értékeket. Két eset van:

e Ha f(58) < f(7i): legyen

Qi1 = Q4
Biv1 = qo; + (1 — q)vi
Yi+1 = Bi
5i+1 =%
e Ha f(B3) > f(7): legyen
Qip1 = 51
5z‘+1 =%
Yir1 = q; + (1 —q)5;
diy1 = 0;

Koénnyen ellendrizhets, hogy az 6j pontok is teljesitik a feltételeket, az [y, dx] intervallum hossza
g-szorosara csokken, és csak egy 1j fliiggvényértéket kell kiszamolni.

9.7. Newton modszer

Tegyiik fel, hogy f : R™ — R kétszer folytonosan differencialhatd konvex fiiggvény.

Legyen f méasodrendi kozelitése:
1
o) = [(a%) + V(@) (@ = 2°) + 5 (o = )V 0) (o - ).

Ekkor V2q,0(z) = V2 f(2°) pozitiv szemidefinit, mert f konvex = q,o(x) konvex.
Minimalizaljuk g,o(x)-et.

T optimalis < V.0 () =0

——
=V f(20)+V2f(z0)(z—a0)
Tegyiik fel, hogy V2f(2°) invertalhato:

T optimalis < 7 = 2% — (V2f(2°)) 'V f(2°).

Algoritmus. Tegyiik fel, hogy f szigorian konvex (tehat V2f(x) pozitiv definit). 2° € R",
k= 0.
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1. Kiszamoljuk V f(2*)-t és V2f(2*)-t. Ha V f(2*) = 0, akkor kész vagyunk.
2. Pt =gk — (V2f (%)) IV f(2).
3. k:=k+1 és tovabb az 1. 1épésre.

9.10. Megjegyzés. 1-dimenzioban rF1 = zF — Jf,//((ﬁ)).

9.11. Megjegyzés. Ha V2f(2*) nem invertalhato, akkor vegyiik helyette V2f(a*) + al-t
valamilyen megfelelGen valasztott a-ra.
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