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1. fejezet

Linearis programozas

1.1. TU matrixok: kerekités és szinezés

1.1.1. Emlékeztetd

Egy matrix teljesen unimodularis (TU), ha minden aldeterminansa 0, 1, vagy -1 értékq.
Néhéany egyszert tulajdonsag:

e TU matrix transzponaltja is TU,
e Ha A TU, akkor [A, —A] és [A, ] is TU,

e Paros graf incidencia-méatrixa és iranyitott graf incidencia-matrixa TU.
1.1.1. Tétel. Ha A € R™ "™ TU mdtriz és b € Z™, akkor a max{cx : Az < b} fel-
adatnak, ha megoldhatd, van egész optimdlis megolddsa, hiszen minden erds bdzismegoldds
egészértéki.
1.1.2. Tétel (Farkas Lemma TU matrixokra). Ha A € R™*" TU mdtriz és b € Z™, akkor
a kiovetkezd két allitas kozil pontosan az eqyik igaz:

1. Az Ax < b egyenldtlenség-rendszernek van egész megolddsa.

2. AzyA =0,y >0, yb <0 rendszernek van y € {0,1}™-beli megolddsa.

Legyen D = (V, F) egy iranyitott graf, és A az incidencia-matrixa. Tudjuk, hogy A TU
matrix. Legyen b € ZV tetsz6leges. Az Ax = b,z > 0 rendszer masképp gy irhato, hogy
0:(v) — 8,(v) = b, minden v € V-re, és > 0. A TU Farkas Lemma erre a feladatra a
kévetkez6t adja:

1.1.3. Tétel. Legyen D = (V, E) egy irdnyitott grdf, ésb € 7V tetsz6leges. Pontosan akkor
van olyan x nemnegativ egész vektor az éleken, amire 0,(v) —6,(v) = b, minden v € V -re,
ha nincs olyan U C 'V (esetleg idires) halmaz, amire op(U) =0 és 3,1, bu > 32,41 bo-
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1.1.2. Kerekités és egyenletes szinezés

1.1.4. Tétel. Legyen A € R™" TU mdtriz és z € R™. Ekkor z kerekithetd gy (minden
komponensét alsé vagy felsd egészrészre vdltoztatva), hogy Az minden komponense kevesebb
mant 1-gyel valtozik.

Bizonyitas. Tekintsiik a kévetkezd egyenlStlenség-rendszert:

[2] <@ <[7]
|Az] < Az < [Az]

Ennek az egyenlGtlenség-rendszernek a matrixa TU. Tudjuk, hogy van megoldasa (maga
z), tehat van egész megoldésa is, ami pont a tételnek megfelels kerekitést ad. O

Ennek a tételnek példaul kovetkezménye, hogy tetszéleges M € R¥*! valos matrix elemeit
lehet gy kerekiteni, hogy minden sorosszeg és oszloposszeg kevesebb mint 1-gyel valtozzon.
Legyen ugyanis A € Z" a K}, teljes paros graf incidencia-matrixa (ahol n = kl), és legyen
z € R™ az M matrix elemei altal alkotott vektor (a méatrix elemeit természetes modon
megfeleltethetjiik a graf éleinek). Mivel A TU matrix, alkalmazhatjuk a fenti tételt, ami
pont olyan kerekitést ad, ahol a sor- és oszloposszegek kevesebb mint 1-gyel valtoznak.

1.1.5. Tétel. Legyen A € R™* "™ TU mdtriz, b € Z™, és k pozitiv egész szam. Legyen
z € Z™ olyan egész vektor, amire Az < kb. Ekkor z elddll z = 2 + 2% + - - + 2* alakban,
ahol 2" € Z" és A2" < b (i=1,....k).

Bizonyitas. A tételt k szerinti indukciéval bizonyitjuk. k& = 1-re az Aallitas trividlis.
Tehat tegyiik fel, hogy a tétel (k — 1)-re igaz, és legyen z € Z" olyan egész vektor, amire
Az < kb. Az {xr € R": Az — (k — 1)b < Az < b} poliéder nemiires, hiszen z/k benne
van. Mivel az egyenlétlenség-rendszer matrixa TU, létezik egész megoldas is; legyen ez 2.
Ekkor AzF < b, és A(z — 2¥) < (k — 1)b, tehat a z — 2* vektorra és (k — 1)-re hasznalva

az indukciot kész vagyunk. O

A tétel segitségével megmutatjuk, hogy egy TU matrix oszlopainak mindig van egyenletes
szinezése.

1.1.6. Tétel. Legyen A € R™*"™ TU madtriz, és k pozitiv egész szam. Ekkor A oszlopait k
csoportra lehet osztani ugy, hogy minden sorban az eqyes csoportokban az elemek dsszege
legfeljebb 1-gyel tér el eqymdstol.

Bizonyitas. Legyen d € Z™ az A oszlopainak Gsszege, és legyen by = |d/k], by = [d/k].
Ekkor az {z € R™ : kb < Az < kby,x > 0} poliéderben benne van az 1 vektor (az
azonosan 1 vektor). Az el6z6 tétel szerint léteznek 21, ..., 2% nemnegativ egész vektorok,
amikre z' + -4+ 25 =1, és by < Az* < by. Alljon az oszlopok i-edik csoportja azokbol az
oszlopokbdl, ahol z* megfelelé komponense 1. Ez pont jo csoportokra osztast ad. O

Alkalmazzuk ezt a tételt egy paros graf incidencia matrixara!
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1.1.7. Kovetkezmény. Adott eqy G = (V, E) pdros graf. Tetszdleges k pozitiv egész
szamra ki lehet szinezni G éleit k szinnel gy, hogy minden v csicsra minden szinosztdlybol

vagy |dg(v)/k| vagy [dg(v)/k| él illeszkedik.
Ennek specialis esete két ismert tétel:

e Ha k£ = A (a maximalis fokszam): Konig élszinezési tételét kapjuk, miszerint F
felbonthatdé A darab péarositasra.

e Ha k = (a minimalis fokszam): Gupta tételét kapjuk, ami szerint E felbonthato §
részre Ugy, hogy minden rész fedi az Gsszes csicsot.

1.2. Szimplex médszer

Tekintsiik a kovetkezd primal feladatot:

Az =10
x>0

max cz,

ahol A € Q™" b e Q™,c € Q" és a valtozok vektora € Q". Ha az A matrix rangja
r(A) < m, akkor vagy mar az Ax = b egyenletrendszer sem oldhaté meg, vagy valamelyik
egyenlet redundans. Tehéat feltehetjiik, hogy r(A) = m. A dualis feladat:

yA >c

min yb,

ahol y € QY™ azaz minden egyenlethez egy dual valtozo tartozik. Idézziik fel az ilyen
alaku feladatokra vonatkozo dualitas tételeket.

1.2.1. Tétel (Gyenge dualitas tétel). Legyen x primdl megengedett megoldds és y dudl
megengedetl megoldds. Fkkor teljesiil

cr < yb.

Az ) = yb. O
~—~—~~
x>0,yA>c =b

Bizonyitas. cx < Ax =
y <  (yA)z =y(

1.2.2. Tétel (Er6s dualitéas tétel). Ha a primdl feladat megoldhato, és az optimuma kor-
ldtos (azaz cx nem lehet tetszdlegesen nagy), akkor

max cx = min yb.
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1.2.3. Tétel (Ekvivalens alak — komplementaritasi feltétel). Ha x* optimdlis primdl meg-
oldds, akkor 3 y* dudl megoldds, amire cx* = y*b, azaz ha x > 0, akkor (y*A); = ¢;.

Definicié (Bazis, bazismegoldas). A priméal feladat bazismegoldasa egy olyan x meg-
oldés, amire A-nak az x; > 0-khoz tartozo6 oszlopai linearisan fiiggetlenek. Az A-nak egy
m X m-es nemszingularis részmatrixat bazisnak nevezziik. Formaélisan ebbe beleértjiik,
hogy a részmatrix oszlopainak egy sorrendje is adott.

Rogzitett B bazis esetén egy x € R™ vektort © = (zp,zy) alakban irhatunk, ahol zp-
vel jeloljiik a bazishoz tartoz6 koordinatakat, xn-nel pedig a tébbit, azaz a nem-bazis
koordinatakat. A B-hez tartozé primél vektor: 7 € R™ zp = B7'0, 7y = 0. Ha
B~'b > 0, akkor Z primal megoldas, azaz a B bazis primal megengedett.

Megjegyzés. Ha x bazismegoldas, akkor az x; > 0-khoz tartoz6 oszlopokat kiegészitve
m db linearisan fiiggetlen oszloppa bazist kapunk. Ehhez a B bazishoz pedig pont z lesz
a hozzarendelt bazismegoldas, mivel tudjuk, hogy Bx = b-nek egyetlen megoldésa van.
Egy béazismegoldas viszont nem csak egy bazishoz lehet hozzarendelve: ha m-nél kevesebb
helyen pozitiv, akkor ezeket barhogy kiegészithetjiik m lineédrisan fiiggetlen oszloppa, igy
tobb, egyméstol kiilonbozé bazist kaphatunk. Két bazist kiilonbozének tekintiink akkor
is, ha ugyanaz a bazismegoldas tartozik hozzajuk.

Definici6é (Bazishoz tartozo duélis vektor). A B bazishoz tartozé dudlis vektor: § =
cgB™!, ahol cp a c célfiiggvény B bazishoz tartozé része.

B

CB
Az y vektor nem feltétleniil megoldasa a dual feladatnak.

Eszrevétel. Az & és § vektorok teljesitik a komplementaritdsi feltételeket.

Nézziik yA — c-t. Err6l annyit tudunk, hogy a B-hez tartozé koordinatéai nullak.
(§JA —c)p = (yB —cp) = cgB~'B—cp =0

Ha yA — ¢ > 0, akkor y dual megoldas. Mivel a komplementaritési feltételek teljesiilnek,
Z a primal feladatnak és y a dual feladatnak optimalis megoldasa.

Definici6. A B bézishoz tartozo redukalt koltség: ¢ = yA — c. A bazis dual megen-
gedett ha ¢ > 0, és optimalis ha primal és duil megengedett.

El6szor a szimplex modszernek azt az egyszertibb valtozatat targyaljuk, ahol kiindulasként
rendelkezésre all egy primal megengedett bazis, és a cél egy optimalis bazis megtalalasa.
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1.2.1. A szimplex médszer tulajdonsagai

e primal megengedett bazisokon lépked

e minden lépésben egy oszlopot cseréliink ki B-ben.

e a primal célfiiggvényérték folyamatosan né (azaz nem csokken)
e véges sok lépésben eljutunk egy optimalis bazishoz.

Eszrevétel. A szimplex mddszer sordn mindig teljesil, hogy ¢ = gb.

Tegyiik fel, hogy B primal megengedett bézis. Tartozik hozza egy T béazismegoldas és
egy i dual vektor. Figyeljiik meg, hogy a B~'Az = B~'b egyenletrendszer ekvivalens az
eredeti, Ar = b egyenletrendszerrel. Vezessiik be a kovetkezs jeloléseket:

A=B7'4
b=B""
c=yA—c — a bazishoz tartoz6 redukalt koltség.

A B bazis pontosan akkor primal megengedett, ha b > 0, és pontosan akkor dual megen-
gedett, ha ¢ > 0. Az itt bevezetett matrixokat és vektorokat szokas egyetlen tablazatban
abréazolni, amit a B bazishoz tartoz6 szimplex tablanak neveziink:

A

| c |
Megjegyzés. A-ban B helyén egységmatrix V&Il,j? pedig Tp értékeit tartalmazza. Tehat
ha pl. Zp = (%7, T3, T9), akkor by = Ty, by = T3, +b3 = Ty, és az A matrixban igy néz ki a
megfelel§ rész:

T3 7 X9
x7 0 1] |0
T3 1 0} |0
T 0 0] |1

A ¢ vektort nem véletleniil nevezziik redukalt koltségnek. Irjuk at a kovetkezs alakra:
c=JA—c=cgB'A—c=cgAd—c

Jelolje N a bazisban nem szerepl indexek halmazat. Mi torténik akkor, ha egy adott
p € N-re z,-t noveljiik 0-val, és kdzben zp-t Ggy valtoztatjuk, hogy Az = b tovabbra is
teljesiiljon?
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T3 Lq X7 Ty
T 0] [= 1 0
x3 1l [=| 0] |O
Tg 0] [=| |0 1

1. egyenletnél: x,-et valtoztatjuk
2. egyenletnél: rs-at valtoztatjuk

3. egyenletnél: Tg-et valtoztatjuk

Jelolés. Az A méatrix i-edik sorat a; vagy A, jeldli, j-edik oszlopéat pedig a; vagy A ;.

T, =Tp +0

Ty =Ip —da,

ct' =ck + 0c, — dcpa,.
Tehat a célfiiggvény-érték cskkenésének mértéke: §(cpA — c), = 0¢,. Azaz az x, véiltozo
redukalt koltsége azt adja meg, hogy lokalisan mi a koltsége a valtozd egységnyi noévelé-
sének. A szimplex modszer sordn olyan p-t valasztunk, amire ¢, < 0, igy ez a csokkenés

negativ, azaz a célfiiggvény értéke n6 (pontosabban nem csokken, mert majd latjuk, hogy
d = 0is el6fordulhat), igy minden 1épésben az el6z6nél jobb (azaz nem rosszabb) megoldast

kapunk.

1.2.2. A szimplex médszer egy lépése

Feltessziik, hogy kiindulasként adott egy B primal megengedett bazis.

0. ha ¢ > 0, akkor kész vagyunk, hiszen a bazis optimalis.
1. ha nem, valasszunk egy p € N-t, amire ¢, < 0. Ezt tobbféleképpen megtehetjiik:

e Bland szabaly: valasszuk a legkisebb ilyen p-t. FEz a valasztasi modszer garan-
talja, hogy az algoritmusunk véges lesz (bizonyitas késGbb).

o valasszuk a legkisebb ¢, értéket. Ez nem garantdlja a végességet, de a gyakor-
latban sokszor gyorsabb.

Az igy vélasztott x, keriil majd a bazisba.

2. Haa, <0, akkor
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1.2.4. Allitas. Ilyenkor a célfiigguény nem korldtos.

Bizonyitas.
—/ =
T,=T,+0
—r = —
T =2p—0a,

ami tetszbleges 0 > 0-ra megengedett megoldast ad, mivel a, < 0. A célfiiggvényér-
ték tehat szigortan né (—dc,-vel), azaz tetszélegesen nagy lehet. O

3. Haa, £ 0, akkor ki kell valasztani a bazisbol kikeriils valtozot. Azt az r-et valasszuk,
amire a

T . bz
= min —
rp 1:a;p>0 az'p

|®|

l

Ekkor a szimplex tabla r. sordhoz tartozé bazisvaltozo keriil ki a bazishol.

Ha t6bb 4 is minimaélis, akkor alkalmazzuk a Bland szabalyt: az a bazisvaltozé keriil
ki, amelyiknek az indexe a legkisebb.

4. Uj szimplex tabla kiszdmitasa (pivotalds): a szimplex tébla r. soranak tobbszéroseit
adjuk hozza a tobbi sorhoz. (b, is hozzatartozik a sorhoz, és a redukalt koltség sorat
is modositjuk.)

C_L/ o ELrj [—)/ o br
ry a r a
Tp rp
a - - a
I = _ U ’ ip
iFETr Qi = Aij — Qrj— b; =b; — b,—
rp rp
C
~ = _ D
Cj =Cj — Qpj =
Qrp
ZIZ'p o ,fl?p o
0
0 |
T —r 1
0
] 0 L]
| | [ [0] |

1.2.5. Tétel. A Bland szabdlyt haszndlva a szimplex mddszer véges sok lépésben véget ér.

Bizonyitas. Ha egy lépésnél valtozik =, akkor ¢z szigorian né. Ezért csak abbol lehetne
probléma, hogy végtelen ciklusba keriiliink, mikézben z nem valtozik. Tegyiik fel indirekt,
hogy van egy ilyen ciklus, aminek tehat az elején és a végén ugyanaz a bazis van.
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Egy indexet mozgoénak neveziink, ha a hozza tartozé valtozé a ciklus soran ki- illetve
bekeriil a bazisba. A nem mozg6 indexek tehat a ciklus sordn vagy végig a bézisban
vannak, vagy végig a bazison kiviil.

Legyen p a legnagyobb mozg6 index, és legyen #; egy olyan lépés, amikor bekeriil, és ¢5 egy
olyan lépés, ahol kikeriil. Feltehetjiik, hogy ¢1 < 2. Jeldlés: a ¢y lépés el6tt: B, B,¢ A; a
ty lépés elstt: B', B’ ¢, A'.

Mivel p keriil be a t;-edik lépésben, ¢, < 0 és j < p esetén ¢; > 0.

Nézziik most a to-edik 1épést: legyen r az x, bazisvaltozohoz tartozo sor, és legyen ¢ az az
index, ami bekeriil a bézisba. Ekkor ¢, < 0, a,, > 0, és a;, < 0 az Gsszes olyan é-re, ami
mozg6 bazisvaltozohoz tartozik. Az utébbi azért igaz, mert ezekre az i-kre b, = 0, és az
ezekhez a sorokhoz tartozo valtozoknak p-nél kisebb az indexiik.

A fent elmondottakbol
0<é —ep =cpBlay—cp(B) 'ay= (BB —cp)d, = cpid,.

De ha a jobb oldalon szerepld skalarszorzatot tagonként nézziik, a c,a;, tag szigordan
kisebb mint nulla, a tobbi mozgd indexhez tartozé tag legfeljebb 0, mig a nem mozgd
indexekhez tartozo tagok értéke O (hiszen ha egy ilyen j index benne van B’-ben, akkor
B-ben is benne van, tehat ¢; = 0).

Azt kaptuk, hogy cpa’, <0, ellentmondas. m

1.2.3. Erzékenységvizsgalat

Legyen B optimalis bazis. A gyakorlatban el6fordulé feladatoknél sokszor hasznos tudni,
hogy a megoldasunk mennyire érzékeny a bemeneti adatok valtozasaira. Ebben a részben
azt vizsgaljuk, hogy mennyire valtoztathatjuk meg a c-nek vagy b-nek egy adott koordi-
natajat, hogy B optimalis maradjon.

Tudjuk, hogy B pontosan akkor optimélis, ha b > 0 (primal megengedett) és ¢ > 0 (dual
megengedett).

Nem-bézis valtozé silydnak valtoztatdsa: p € N-re: ¢, = ¢, + ¢ valamilyen valos
o-ra.

e b nem valtozik, ezért B primal megengedett marad

o I =yA-d= cpA — d
nem valtozik csak ez valtozik

Tehét ¢; = ¢; ha j # p és ¢, = ¢, — , vagyis B akkor és csak akkor marad optimélis bézis,
ha 0 <¢,.
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Bazisvaltozo silyanak valtoztatasa: Az r sorhoz tartozé bazisvaltozo silyat noveljiik
o-val.

e b nem valtozik, ezért B primal megengedett marad

o & =cyA— . Ekkor &3 = 0 (ez mindig igaz), &y = ¢y + (0a,.)n. Azaz j € N esetén
=

¢; = ¢j + 0a,;. Ez mikor marad nemnegativ?
— Ha a,; = 0, akkor mindig.
— Ha a,; > 0, akkor sziikséges, hogy 6 > —%
rj
— Ha a,; < 0, akkor sziikséges, hogy § < —;—7
rj
Tehat

cj . : Cj . _
d>0e max{——=:j€ N,a,; >0} <§ <min{——:j € N,a,; <0}.
am- arj
Latjuk, hogy az als6 korlat egy nempozitiv szam, a fels§ korlat egy nemnegativ szam, de
mindkett6 lehet nulla is. Tovabba ha iireshalmazon maximalizidlunk, akkor —oo az als6
korlat, és ha iireshalmazon minimalizalunk, akkor +oo a felsé korlat.

Jobboldal valtoztatasa: Legyen b/ = b, + 6. Ekkor

e ¢ nem valtozik, ezért B dudl megengedett marad.
o V' = B, tehdt b, = B; 'V = b; + 0B;,".

Hasonloan az eléz8 esethez:

_ b b
b/20<:>max{—B—il:bi > 0} §5§min{—B—11:bi < 0}.

ir ir

Ha a feladatunkat egyenlGtlenség-rendszerbél kaptuk kiegészité valtozok hozzavételével,
akkor B~! és ¢ is konnyen kiolvashato a szimplex tablabol:

A: z A: B!

| [0...0] c: | | 4 |

Nézziik meg, hogyan valtozik a célfiiggvényérték a fenti valtoztatas soran, ha B optimélis
bézis marad:
7 =qyb =z + 0y,

Definici6. A y vektort Arnyékar vektornak is nevezziik, mivel 3, meghatarozza, hogy —
élve a termelési feladat példajéval — milyen egységaron érdemes az r-edik alapanyaghol
vasarolni (feltéve, hogy a véasarolt mennyiség a fenti hatéarokon beliil marad).
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1.2.4. Moédositott szimplex médszer

A szimplex modszer szamitogépes implementaciojakor nem érdemes a teljes szimplex tab-
lat nyilvantartani. Vegyiik észre, hogy a bazisba belép6 x, valtozo kivalasztasihoz csak a
¢ vektorra van sziikség. Ha ez megvan, a kilép6 valtozot a b vektor és az a, oszlop segitsé-
gével hatarozzuk meg. Ez Osszesen 2m +n adat az (m+ 1) x (n+ 1)-es szimplex tablabol!
Kérdés, hogy ezeket ki tudjuk-e szamolni anélkiil, hogy az egész tablat nyilvantartanank.

A véalasz az, hogy igen, feltéve hogy ismerjiik az aktualis bazis inverzét. Valoban, az ismert
képletek alapjan

c :CBBilA —C
b=B""
a.,p :B_la,p

A médositott szimplex moédszer 1ényege, hogy a szimplex tabla fenntartasa helyett
mindig csak az aktualis bazis inverzét szamoljuk ki, és ennek segitségével szamoljuk a fenti
mennyiségeket. Az el6z6 részben lattuk, hogy ha a feladatunkat egyenlétlenség-rendszerbél
kaptuk kiegészité valtozok hozzavételével, akkor B! nem mas, mint a szimplex tablanak
a kiegészits valtozokhoz tartozo része.

A: z A B!

Tehét elég a tablanak ezt az m X m-es részét fenntartani; cserébe viszont a ¢, b, a, vek-
torok kiszamolasdhoz matrix-szorzas kell. Ha n joval nagyobb mint m, akkor ez jelentds
idémegtakaritast eredményez.

Altalanos esetben a modositott szimplex modszer az tgynevezett LU-felbontas segitségével
valosithatdo meg hatékonyan.

1.3. Dual szimplex modszer

Ha kezdetben nem ismeriink primél megengedett bazist, de duil megengedettet igen, akkor
hasznalhatjuk a duél szimplex moédszert. Mint késébb latni fogjuk, ez a helyzet példaul
akkor, amikor egy megoldott feladatnal kideriil, hogy tjabb feltételeket kell hozzavenni.

1.3.1. A dual szimplex médszer tulajdonsagai

e dual megengedett bazisokon lépked

e minden lépésben egy oszlopot cseréliink ki B-ben.
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e ugyanazt a szimplex tablat hasznaljuk, mint a primal szimplex modszernél
e ¢z folyamatosan csokken (azaz nem nd)
e véges sok lépésben eljutunk egy primél megengedett bazishoz.

A {6 kiilonbség a primal szimplex moddszerhez képest, hogy elGszor a bazisbol kiléps val-
tozot hatarozzuk meg, és csak utdna a belépdét.

1.3.2. A dual szimplex médszer egy lépése

0. Ha b > 0, akkor kész vagyunk. Priméal megengedett bazisunk van, azaz optimalis
bazist talaltunk.

1. Ha nem, valasszunk egy r-et, amire b, < 0. Ezt tobbféleképpen megtehetjiik:

e Bland szabaly: valasszuk azt az r-et, amihez a legkisebb indext bézisvaltozo
tartozik. Ez a valasztasi modszer garantilja, hogy az algoritmusunk véges lesz.

e Vailasszuk a legkisebb b, értéket. Ez nem garantélja a végességet, de a gyakor-
latban gyorsabb.

Az igy valasztott r-hez tartozo béazisvaltozé 1ép ki a bazisbol.
2. Ha a, > 0, akkor

1.3.1. Allitas. A primdl feladatnak nincs megolddsa.

Bizonyitas.
Qp, X = br
~— =~
>0 <0
egy érvényes egyenlet lenne, ami nem lehetséges. O]

3. Haa, % 0, akkor ki kell valasztani a bazisba bekeriils valtozot. Azt az x,-t valasszuk,
amire a,, < 0 és
Ep

. ¢ . _
= min{——:j € N,a,; <0}
Grp Crj
Megjegyzés. Ha ez a minimum nulla, akkor degeneracio lép fel, tehat ¢ nem valtozik
a béziscsere soran.

Ha tobb p is minimalis, akkor alkalmazzuk a Bland szabalyt: valasszuk a minimalis
ilyen p-t. Az x, valtoz6 keriil a béazisba.

Miért pont igy kell vilasztani a bemend valtozot? Arra van sziikségiink, hogy ¢ > 0
maradjon. Béziscsere utan: ¢; = ¢; — a,j== nemnegativ marad, ha
TP
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e a,; > 0, mivel ¢;-t ekkor noveljiik

® a,; <0,de —;j_ >

T35 Qrp

4. A baziscsere ugyantgy torténik, mint a primal szimplex modszernél.

1.3.3. Alkalmazas: 0j feltétel hozzavétele

Tegyiik fel, hogy méar megoldottunk egy feladatot, és kideriil, hogy hozza kell venniink
még a rendszerhez egy ax < [ feltételt.

Vegylink egy 1j kiegészits valtozot: s > 0 gy, hogy ax + s = . Irjuk 4t a feltételt
ekvivalensen: ax + s = 3, ahol ag = 0. Azaz:

s
s
A 7 _
WA: I
o 1 5,
El a an 0 --- 0] [1] 3]
c: | 10]

Megjegyzés. c-on nem kell valtoztatni, ugyanis a kiegészits valtozohoz 0 tartozik ¢-ban.

A béazist kibdvitjiik s-sel, igy az 4j feladatra egy dudl megengedett béazist kapunk, és in-
nentél fogva hasznalhatjuk a dual szimplex modszert, mivel kaptunk egy kiindulési tablat.
1.3.4. Alkalmazas: primail megengedett bazis keresése

A dual szimplex moédszert hasznalhatjuk egy primél megengedett bazis megkeresésére is.
Nézziik a kovetkez6 primal feladatot és a hozza tartozé dualt:

Az =0 yA >0
(P) x>0 (D)
max Oz min yb

A (P) feladatnak minden megengedett megoldasa optimalis, mikézben a (D) feladatnak
a (0...0) egy megengedett megoldasa.

Ebben a feladatban ¢ = cgA — ¢ = 0, tehat minden bazis duil-megengedett.
0
=0 =
Induljunk ki tetszéleges bazisbol, és hasznaljuk a duél szimplex modszert. Ekkor vagy
kapunk egy primal megengedett bazist, vagy kapunk egy bizonyitékot arra, hogy a feladat
nem megoldhaté. (Ez a bizonyiték pont a Farkas lemmabol kovetkezik.)
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1.4. Kétfazist szimplex modszer

A gyakorlatban, ha nem &ll rendelkezésre kezdeti primal megengedett bazis, az ugynevezett
kétfazisa szimplex modszert szoktuk hasznalni. Ennek els6 fazisaban primél megengedett
bazist keresiink, mig a mésodik fazisban ebbdl a bazisbol kiindulva alkalmazzuk a primal
szimplex moddszert.

Nézziik az els6 fazist. Legyen a feladat: max{cx : Az = b,z > 0}. Feltehets, hogy b > 0,
mert egyenleteket szorozhatunk (—1)-gyel. Vezessiink be minden sorhoz Gj mesterséges
valtozokat: u; (i =1...m).

Az +ITu=2>
(z,u) =0

A fenti rendszer nem ekvivalens az eredetivel. Ahhoz, hogy az eredeti feladat megoldasat
kapjuk, olyan megoldast kell keresni, ahol © = 0. Ennek megtalalasahoz az els§ fazisban
legyen a célfiiggvény max — > " u;.

e Ha ennek a feladatnak 0 az optimuma, akkor az eredeti feladat egy megoldasat
kaptuk.

e Ha ennek a feladatnak < 0 az optimuma, akkor az eredeti feladatnak nincs megol-
désa.

Legyen B a mesterséges valtozok oszlopaibdl all6 béazis. Ekkor B primél megengedett,
tehat hasznalhato az els§ fazisban kiindulasi bazisként.

Al A z

o [0 OFT=T]
Al Al
bo—b
El ].BA]._C].

Tudjuk, hogy ¢ =0, és ¢y = — > " a;..

A kiindulasi szimplex tabla tehat:
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&l —>.a. [0---0]

Erre a szimplex tablara kell alkalmazni a priméal szimplex moédszert.

e Ha az optimum < 0, akkor nincs megoldés.

e Ha az optimum = 0, de marad mesterséges valtozé a béazisban (azaz a feladatunk
degeneralt volt), akkor tegyiik a kovetkezSt a mesterséges valtozdk kikiiszobolése
érdekében:

U;

(7. sor) u;

Legyen a megmaradt valtoz6 a szimplex tébla r-edik sordban. Ez a sor nem lehet
azonosan 0, mert A sorai linedrisan fiiggetlenek. Valasszunk tehat egy tetszéleges
nemnulla elemet egy nem-mesterséges valtozé oszlopaban, és ott pivotaljunk:

U;

(7. sor) u; £ ()
Al

Mivel a jobboldalon 0 van, ezért a priméal megoldés nem valtozik, és a célfiiggvény-
érték sem valtozik.

e Ha az optimum = 0 és nincs mesterséges valtozo a bazisban (azaz az eredeti feladatra
kaptunk egy megengedett bazist), akkor attérhetiink a méasodik fazisra: elhagy-
juk a mesterséges valtozokat, és az eredeti ¢ célfiiggvényre alkalmazzuk a szimplex
modszert.
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1.5. Halozati szimplex moédszer

Adott egy D = (V, E) iranyitott, gyengén Osszefiiggs graf, ¢ : E — R élstlyokkal. Ezen tul
adott egy b : V — Z igényfiiggvény, amelyik minden csicsra el6irja, hogy mennyi legyen
a bemend és a kimeng folyam kiilonbsége. Feltessziik, hogy > . b, = 0.

Legyen x : EF — R a valtozok vektora.

Jelolés (Bemend folyam). o.(v) jeloli a v cstcsba belépé éleken az x-ek Gsszegét.

Jelolés (Kimend folyam). 6,(v) jeloli a v cstcsbol kiléps éleken az z-ek Gsszegét.

A kovetkezd alaku feladatot szeretnénk megoldani:

0:(v) — 8. (v) = b, YveV
z>0

max E Cele

eeE

Megjegyzés. Ha > b, = 0 nem lenne igaz, akkor a feladatnak nem lenne megoldasa.

Legyen vy egy kijelolt csucs. Ha g, (v) — 0,(v) = b, minden v € V' \ {vg}-ra teljesiil, akkor
vo-ra is teljesiil. Vezessiik be tehat az eredeti egyenlgségrendszer helyett a kovetkezGt:
0:(v) — 6, (v) = b, Yv € V \ {wo}. Igy a sorok linearisan fiiggetlenek lesznek, ezaltal a
feladatra alkalmazhatjuk a szimplex modszert: Ax = b, x > 0, ahol A sorai linearisan
fiiggetlenek. Az A matrixunk a kévetkezs lesz:

V =A{vo,v1,...,0n}, E={e1,...,en}

Aezntm
—1 ha v; tove ej-nek
a;j = +1 hav; feje ej-nek
0 kiilonben

Megjegyzés. Az A matrix minden oszlopaban legfeljebb egy +1-es és legfeljebb egy —1-es
talalhato, ezért halézati méatrix.

Jel6lés. A tovabbiakban kontextustél fliggéen a kdvetkezs ekvivalens jelSléseket fogjuk
hasznéalni:

bvi ~ bl
Cej ~ C
yvi ~ Y
Ly, ~ T

A feladatunk tehat felirhaté max{cz, Ax = b,x > 0} alakban.
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1.5.1. Allitas. B bdzis < {e; : j € B} feszitdfa (irdnyitds nélkiil).

Bizonyitas. <: Belatjuk, hogy Bx = b egyértelmiien megoldhaté. Keressiink a fan olyan
folyamot, ami minden igényt kielégit, azaz élre adjunk olyan értéket, ahol o, (v) — d,.(v) =
b,. A fa leveleire egy-egy él illeszkedik. Ezekre egyértelmiien meg tudjuk adni a valtozo
értéket.

Ha a leveleket elhagyjuk, akkor tjabb fat kapunk, amely fa leveleire illeszked6 élekre
ugyancsak egyértelmiien meghatarozhato a valtozo értéke, és igy tovabb.

= Indirekt bebizonyitjuk, hogy ha a B-hez tartozo élek nem alkotnak feszitGfat, akkor B
nem béazis. Adott tehat n darab él, ami nem alkot feszit6fat. Ekkor a részgraf tartalmaz
kort. Legyen ez a kor C, és legyen

+1 , hae e C el6re-él

. =< —1 , hae e C hatra-él
0 ,hae¢C
Ekkor a Bz = 0 és x # 0, tehat B szingularis, azaz B nem bazis. m

Az alabbiakban ismertetett halozati szimplex médszer tulajdonképpen egyszeriien a szimp-
lex modszer alkalmazasa a feladatunkra, de matrixok helyett grafelméleti fogalmakkal el-
mondva. Amint latni fogjuk, ennek elénye, hogy az algoritmus soran nem kell szorzast és
osztast végezni, csak Gsszeadést és kivonast, ezért nem meriilhetnek fel numerikus pontat-
lansagok.

Legyen z a Bx = b egyértelmt megoldasa és legyen y a kovetkezs: 4y = 0 lesz a vg-hoz
tartozo dudlis valtozo. Ha uv € B, akkor legyen ¢, — 4, = cu»; €z egyértelmiien meghaté-
rozza y-t (vo-bol kiindulva kiszamolhatd). A tovdbbiakban az egyszeriiség kedvéért B-vel
jeloljiik az {e; : j € B} feszitofat is.

Az uv él redukélt koltsége: Cu, = Yp — Yu — Cun- A kordbbiaknak megfelelen a B bazis
primal megengedett, ha > 0, és dudl megengedett, ha ¢ > 0.
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1.5.1. Primal halézati szimplex moédszer 1épései

Tegyiik fel, hogy B primal megengedett bazis. Az alabbi lépéssorozatnal nem kell az A
értékeivel miiveleteket végezni, csak az z, ¥y, ¢ vektorokkal.

0. Ha ¢ > 0, akkor kész vagyunk (a bazisunk primal és dual megengedett).

1. Ha nem, akkor valasszunk egy olyan e, élt, amire ¢, < 0. Az igy valasztott e, él
keriil majd a béazisba.

2. Vegyiik hozza a B feszit6fahoz az e, élt. Ekkor egy egyértelmd C kort kapunk,
aminek e, éle. Nevezziik a C-ben e,-vel egyiranyt éleket eléreéleknek, a tobbi C-
beli élt pedig hatraélnek.

Ha C-ben nincsenek hatraélek, akkor tetszéleges § > O-ra

o, | ze+d,haeecC
¥ 7 Z., kiilonben

megengedett megoldas.

1.5.2. Allitas. Ebben az esetben a célfiiggvény nem korldtos.
Bizonyitas. >, o Cuw = Y uwecUo — Yu — Cuv) = — D pvec Cuv, tehat

c.i”:ci’—i—ég cw:c:i—ég Cuy = €T — 0Cp) —> +00
d—00
uveC uveC

[]

3. Ha van C-ben hatraél, akkor legyen e, az a hatraél, amire 7, minimalis. Ez az él fog
kikeriilni a bazisbol.

4. Vegyiik hozza a B bazishoz az e, élt, és hagyjuk el a bazisbol az e, élt: B’ =
B+ {p} —{a}-

Zj + Z4, ha e; eléreél C-ben
T, = § Z; — T4, ha e; hatraél C-ben
ij, ha €; ¢ C

Szamoljuk ki az y/'-t:
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Megjegyzés. Ha b és c egészek, akkor y, T és ¢ végig egészek maradnak. SG6t, ha a
koltségek (stlyok) egészek, a dudl végig egész lesz, és ha az igények egészek, a primal végig
egész lesz. Tehét egész igények esetén a hélozati feladatnak mindig van egész optimaélis
megoldasa, ha egyaltalan megoldhato. A ciklizalas elkertilése érdekében hasznalhatjuk a

Ha az e, élt kihagyjuk a fabol, akkor a fa két komponensre esik: S és T'. Valasszuk

S-t és T-t ugy, hogy e, a T-be lépjen.

Ekkor

e Ha v, € S, akkor

i {yv,haveS

Yy — Cp, hav eT
e Ha v, € T, akkor

v —

| Yyt havesS
Uv, ha v €T

A fenti megkiilonboztetés azért sziikséges, hogy yo = 0 maradjon.

Bland szabalyt.

1.5.2. Dual halézati szimplex médszer

Természetesen a hélézati szimplex moddszernek is van dudl valtozata. Tegyiik fel, hogy
kezdetben van egy B dual megengedett béazis (azaz ¢ > 0). Az altalanos 1épés a kovetkezo:

0. Ha z > 0, akkor kész vagyunk (a béazisunk priméal és duil megengedett).

1. Ha nem, akkor legyen ¢ € B olyan, hogy 7, < 0. Ha tobb alternativank van,
alkalmazzuk a Bland szabélyt: valasszuk a legkisebb indexi ilyet. Az igy valasztott

valtozo6 keriil majd ki a bazishol.

Ha elhagyjuk az e, élt, akkor a fa két részre esik: S és T'. Valasszuk S-t és T-t ugy,

hogy e, a T-be lépjen.
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1.5.3. Allitas. Ha nincs T-bél S-be vezetd €l, akkor a primdl feladatnak nincs meg-
olddsa.

Bizonyitas. Az z aktuélis primal vektor a g,(v) — d,(v) = b,, Yo € V feladat
megoldasa. Az e, élen: z < 0. A tobbi S-b6l T-be vezets élen £ = 0, mivel ezek
nincsenek a bazisban.

Emiatt S igénye nagyobb T igényénél, hiszen
va - va = Z(Qi(“) —0z(v)) — Z(Qf(”) — 0z(v)) =2 Z Te < 0.
veT veS veT veS e:S—T

Nemnegativ folyammal 7" — S élek hijan nem lehet az igényeket kielégiteni, tehat
nincs megoldas. O]

3. Ha van T-bél S-be él, akkor valasszuk ki azt az e, T' — S élt, amire ¢, =
min{¢é., ahol e : T'— S él}. Ez az él fog bekeriilni a bazisba.

4. Hagyjuk el a B bazisbdl az e, élt, és vegyiik hozza az e, élt: B’ = B — {q} + {p}.

Az 7’ kiszamolaséhoz legyen C'a BU{e, } egyetlen kiére. Nevezziik az e)-vel egyiranyt
éleket elGreéleknek, a vele ellentétes irdnyu éleket pedig hatraéleknek. Ekkor

T, — T4, ha e el6reél C-ben
; Te + T4, ha e hatraél C-ben
Te, haed C

Sl
Il

Szamoljuk ki az y/-t:

e Ha v, € S, akkor

v

| Gy,haves
Yy + Cp, hav eT



26 1. fejezet. Linearis programozas

e Ha v, € T, akkor
—/ ﬂv—ép,haUES
Yo = Uy, hav eT

1.5.3. Kezdeti primal bazis keresése

Tobb modszert is ismertetiink:

1. A ¢ = 0 sualyfiiggvényre alkalmazzuk a dual halozati szimplex moédszert. Ilyenkor
tetsz6leges B bazisra y = 0, ¢ = 0. A gyakorlatban ez lassi modszer, és csak azért
nem ciklizal, mert a Bland szabalyt alkalmazzuk.

2. Legyen B tetszéleges bazis. Ha ez a béazis se nem primél-, se nem dual megengedett,
akkor modositsuk c-t gy, hogy duil megengedett legyen:

O Cuv, DA Cypy >0
| Yo — Yu, ha cuy <0

uv

Ezzel a ¢-vel B dual megengedett lesz. Most alkalmazzuk a dual halozati szimplex
modszert, ezéltal B’ optiméalis bazist kapunk ¢-re, ami primal megengedett bazis
az eredeti ¢ célfiiggvényre. Ezzel a B'-vel kezdve alkalmazzuk a primal szimplex
modszert az eredeti ¢ célfiiggvényre.

3. Kétfazisu halézati szimplex moédszer

Vegyiik hozzé az eredeti grathoz a kovetkezé aj éleket: E' = EU{vgv : b, > 0}U{vwy :
v, < 0}. Legyen

C

, | —lL,haec E'\E
¢ 1 0,haecE.

Vo
[ ]

b<0 b>0

Az 4j élek primal megengedett bazist hatdroznak meg, mivel ., = b, és Zyy,, = —by,
tehat £ > 0. Alkalmazzuk a primal halézati szimplex modszert. Ekkor

e Ha az optimum negativ, akkor az eredeti feladatnak nincs megoldésa.
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e ha az optimum nulla, akkor hagyjuk el az E"\ E-beli éleket, és az igy keletkezett
részfakat egészitsiik ki feszitofava 0-as éleket hozzavéve. Ez lehetséges, mert
az eredeti graf gyengén Gsszefiiggs. Igy primal megengedett bazist kapunk az
eredeti feladatra.

Masodik fazis: alkalmazzuk ezzel a kiindulo feszitéfaval a halézati szimplex
modszert az eredeti célfiiggvényre.

Megjegyzés. A halozati szimplex modszer kis modositassal hasznalhatd arra az altalano-
sabb feladatra is, ahol minden élre adott egy also és egy fels6 korlat az él értékére. Fz mar
magaban foglalja a minimalis koltségli maximélis folyam és a minimalis koltségl aram
feladatot. Forditva is igaz, hogy a javit6 utas minimalis koltségi folyam algoritmus is
hasznalhato a jelen fejezetben vizsgalt feladat megoldasara. A tapasztalatok azonban azt
mutatjak, hogy a gyakorlatban felmeriil6 silyozott folyam feladatoknal sokszor a halozati
szimplex modszer kiilonféle valtozatai koziil keriil ki a leghatékonyabb algoritmus.

1.5.4. Er6sen megengedett bazisok

A halozati szimplex modszer esetében van a Bland szabalynal természetesebb és hatéko-
nyabb pivotalasi szabdly, ami garantalja az algoritmus végességét. Ehhez azonban be kell
vezetni az erésen megengedett béazis fogalmat.

Definici6. Egy primél megengedett B bazis er6sen megengedett, ha a feszits fa dsszes
olyan uv élére, amire z,, = 0, v kozelebb van a faban vg-hoz mint u.

1.5.4. Allitas. Ha a hdldzati feladatnak van megolddsa, de nincs erdsen megengedett
bdzisa, akkor szétbonthato két részfeladatra.

Bizonyitas. Adott bazisnal nevezziink egy wv élt tiltottnak, ha z,, = 0, és u kozelebb
van a faban vg-hoz mint v. Vegyiik azt a B primal megengedett bazist, ahol irdnyitatlan
értelemben a legtobb cstcs elérhetd vyp-bol nem tiltott élen, és legyen U az elérhetd pontok
halmaza. Ha U-ba belépne D-nek egy e éle, akkor e-t hozzavéve a bazishoz, és egy U-bol
kiléps, B + e korén 1évé tiltott élt kihagyva olyan bazist kapnank, ahol U-nal nagyobb
halmaz érhetd el vy-bol nem tiltott élen. Mivel ez nem lehet, U-ba nem 1ép be él D-ben,
és az Osszes kilépd élre ., = 0. FEz viszont azt jelenti, hogy tesz6leges © megengedett
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megoldasban z. = 0 az Gsszes U-bol kilépd élen, tehat a feladat szétbonthato a D[U] és a
D[V \ U] digrafokon értelmezett feladatra. O

Tegyiik fel tehat, hogy kiindulasként adott egy erGsen megengedett bazis. A primal ha-
lozati szimplex modszer lépését a kovetkezGképpen valtoztatjuk meg. Tegyiik fel, hogy
e, = uv 1ép be a bazisba, és C a keletkezé kor. Legyen ve a kor vp-hoz legkozelebbi
pontja. Legyen e, = u'v’ az a hatra-él, amin 7, minimalis, és ezek koziil az, ami vc-t6l
elére-irdnyba elindulva a legutols6 a koron.

1.5.5. Allitas. A B' = B+ {p} — {q} bdzis erdsen megengedett.

Bizonyitas. Két esetet kiilonboztetiink meg.

1. eset: z, = 0. Ekkor, mivel B erdsen megengedett, e, a vcu szakaszon van, és ezen a
szakaszon az utolso olyan hatra-él, amire . = 0. Ezért a baziscsere utan sem keletkezik
tiltott él, hiszen az csak az u'u szakaszon 1év§ 0-as hatra-élekbdl keletkezhetne.

2. eset: , > 0. Ekkor a koron 1évé 0-4s élek a baziscsere utdn mar nem 0-asak, tehat csak
olyan e hatra-él valhat tiltotta, amire . = z,. Az ilyen hatra-élek a vov' szakaszon vannak.
Ha e, a vou szakaszon van, akkor ezek az élek a béziscsere utan is vy fele mutatnak. Ha
pedig e, a vuc szakaszon van, akkor a baziscsere soran pontosan akkor fordulnak meg, ha
el6tte nem vy fele mutattak, tehat a baziscsere utan vy fele mutatnak. O

Most belatjuk, hogy ezzel a valasztassal nem lehet ciklizélas.

1.5.6. Allitas. Ha a fenti biziscsere sordn Tq =0, akkor ) .\, ., szigorian csikken.

Bizonyitas. Ebben az esetben e, a vou szakaszon van, tehat g, az u'u szakasz pontjaiban
(és a beldlitk indulo részfakon) valtozik, mégpedig ¢,-vel n6, azaz szigortan csokken. [

Mivel ) 7, szigortian csokken ha a célfiiggvényérték nem nd, az algoritmus soran nem
térhetiink vissza ugyanahhoz a bazishoz, tehat nem lehet ciklizalas.



2. fejezet

Egészértéki linearis programozas

2.1. Bevezetés

A kovetkezd alapfeladattal foglalkozunk:

max cx
Ax <b
T ez

A fenti feladat LP-relaxaltja:
max cx
Az <b
reR"

Specialis eset: binaris programozasi feladat:

max{cz : Az < b,z € {0,1}"}

Példa: Binaris hatizsak feladat

Adott n db targy. A j-edik targy értéke legyen c¢; > 0, stlya pedig a; > 0. Adott tovabba
egy hatizsédk, melynek teherbir6 képessége b > 0. A lehets legnagyobb Osszértékii targyat
akarunk a hatizsdkba pakolni gy, hogy az még elbirja 6ket. Azaz:

max{z CjT; Z ajr; <b, v e{0,1}"}
j=1 j=1

A feladat NP-nehéz, tehat nem varhaté ra polinom ideji algoritmus. Az LP relaxaltja
konnyen megoldhato: az érték/stly arany szerint helyezziik csokkend sorrendbe a targya-
kat. Sorra tegyiik be ket a hatizsdkba, amig a hatizsak be nem telik (az utolsod betett
targy lehet hogy csak részben fér be, de a relaxalt feladatnal ez nem bayj).
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2.1.1. Allitas. Ez a mohd algoritmus optimdlisan megoldja az LP relazdltat.

Bizonyitas. Az algoritmus teljesen megtolti a hatizsakot. Mivel érték /suly arany szerinti
csOkkend sorrendben vettiik a targyakat, nyilvanvalo, hogy minden olyan targynak, ami
(egészen vagy részben) kimaradt, legfeljebb annyi az érték/stly ardnya, mint barminek,
ami (egészen vagy részben) bekeriilt. Ezért semmilyen bent 16v6 rész kicserélésésével nem
jarhatunk jobban, tehat a megoldas optimalis. O

Az egészértékii programozasi feladatnal kicsit adltalanosabb a vegyes programozasi fel-
adat, ahol nem feltétleniil az Osszes valtozonak kell egészértékiinek lenni:

max{cx +dz: Ax+ Bz <b,x € Z™, z € R™}.

Példa: Szolgaltato-elhelyezési feladat

Adott m db tigyfél, és n db lehetséges szolgaltatohely. Minden ligyfélnek egységnyi igénye
van, ezt megoszthatjuk tobb szolgaltatohely koézott.

cij: i-edik tigyfél kiszolgalasanak koltsége a j-edik szolgaltatohelyrdl.
fj: j-edik szolgéltatohely megnyitasanak koltsége

u;: j-edik szolgéaltatohely kapacitasa

Ez a feladat is NP-nehéz. Vegyes programozasi feladatként dgy tudjuk felirni, hogy
minden szolgaltatohelyhez bevezetiink egy binaris valtozot (y;), ami azt .donti el”, hogy
megnyitjuk-e a szolgaltatohelyet:

min Z(ijj + Z Cijxij)
j=1 =1

OSZEUSyJ iE{l,...,m},jE{l,...,n}
y; € {0,1} jed{l,....,n}

» ay =1 ie{l,...,m}
j=1
injgujyj je{l,,n}
i=1

Eszrevétel. Ha rigzitjiik, hogy melyik szolgdltatohelyeket nyitjuk meg, akkor az optimdlis
tgyfél-hozzarendelés feladatdban a feltételi mdtriz TU, tehdt egész kapacitisok esetén a
szolgdltato-elhelyezési feladatnak van olyan optimdlis megolddsa, ahol minden tgyfelet 1
szolgdltatohoz rendeltiink.
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Ha egy egészértéki programozasi feladatot meg akarunk oldani, akkor tulajdonképpen egy
poliéder egész pontjainak konvex burkan akarunk egy lineéris célfiiggvényt maximalizalni.

Definici6. Legyen P poliéder, P C R". Ekkor P; = conv(P NZ") a P egész pontjainak
konvex burka.

Megjegyzés. Ha P leirdsadban irraciondlis egyiitthatok is szerepelhetnek, akkor az egész
pontok konvex burka nem lesz mindig poliéder. Példaul 2-dimenziéban: Legyen P =
{(z1,29) : &1 > 1,29 > v/521}. Ekkor az egész pontok konvex burkanak végtelen sok
csucsa lesz. Példaul: (1,3), (4,9), (8,18), stb.

Az irracionélis meredekségii egyeneshez tetszélegesen kozel tudunk egész pontot talalni.
(4,9) kozelebb van, mint (1,3), de (8,18) méar kozelebb van, mint (4,9), és igy tovabb,
egyre kozelebb keriiliink, és kozben mindig 1j csticsokat definidlunk, ezaltal végtelen sok
csucsot kapunk. Méarpedig egy poliédernek csak véges sok csiicsa lehet.

1

2.1.2. Tétel (Meyer). Ha P raciondlis poliéder (azaz megadhatd raciondlis egyiitthatds
linedris egyenldtlenségrendszerrel), akkor Py poliéder.

Bizonyitas. Ha P korlatos, akkor P; véges sok pont konvex burka, tehat poliéder. Az
tehét az érdekes eset, amikor P nem korlatos. Ekkor Motzkin tétel szerint P = QQ+C', ahol
() egy raciondlis politop (korlatos poliéder), és C' egy végesen generalt racionélis kap. A C
kipot véges sok egész vektor is generalja, legyenek ezek gy, ..., gx. Tekintsiik a kévetkezd
ponthalmazt, ami politop, hiszen k darab szakasz vektor-0sszege:

k

i=1
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Belatjuk, hogy P; = (Q+ D);+ C. Ez elég a tétel bizonyitasahoz, hiszen @ + D korlatos,
tehat (Q + D); poliéder, és igy (Q + D); + C is.

Egyik irany: P; C (Q+ D)+ C. Mivel (Q + D); + C konvex halmaz, elég belatni, hogy
P minden egész p pontja benne van. Legyen tehat p € PN Z".

Motzkin tétele szerint p felirhaté g + ¢ alakban, ahol ¢ € @), c € C. Ekkor léteznek olyan
nemnegativ p; egylitthatok, melyekkel:

k k k

p:q-l-CZQ-i—Zuigi = (Q+Z(Mi — [i])g:) +ZLM¢Jgi =:(q+d)+c.

=1 i=1 i=1

Itt d € D és ¢ € C nyilvanvaloan teljesiil, tovabba g + d egész, mivel ¢+ d = p — ¢, azaz
elgall két egész vektor kiilonbségeként. Igy p tényleg benne van (QQ + D); + C-ben.

Masik irany: P; O (Q + D); + C. Nyilvan Q + D C P, igy
Q+D)+CCP+C=PFP+C.

Tetszbleges X és Y halmazokra igaz, hogy conv(X) 4 conv(Y) C conv(X + Y). Ezt
hasznalva:
Pr+C; Cconv(PNZ")+(CNZ™Y) C(P+C); = Pr.

]

Megjegyzés. Ugyan P; is poliéder, de lehet, hogy sokkal bonyolultabb, mint P, sokkal
tobb csucsa van. Példaul induljunk ki a kovetkezd kuapbol: {z; > 0,29 > 0}. Itt az
origd benne van Pj-ben. Valasszunk az x5 = 0 egyenesen tetszleges egész v; pontot,
majd ,forgassuk el” az x; > 0 félsikot a vy koriil dgy, hogy az origd benne legyen, de az
ujonnan bekeriilt részben ne legyenek egész pontok, és a meredekség racionalis maradjon.
Keressiink egy ujabb egész pontot az 0j hatarolé egyenesen, és folytassuk az eljarast.

Ezzel az eljaréssal tetszGleges N pozitiv egész szamra le tudunk gyartani olyan egy-csticsi
poliédert, ahol az egész pontok konvex burkanak N csicsa van, és mindezt méar 2 dimen-
zioban is megtehetjiik.

~® ~

A tovabbiakban olyan algoritmusokat ismertetiink, amikkel egészértékd programozéasi fel-
adatokat lehet tobbé-kevésbé hatékonyan megoldani.
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2.2. Vagosikos eljaras

Célunk a max{cz : Az < b,z € Z"} optimalizalasi feladat megoldasa. Legyen P = {x €
R : Az < b}.

Altalanos vagosikos algoritmus

1. Oldjuk meg a max{cx : x € P} feladatot (példaul szimplex modszerrel)
2. Ha az x* optimélis megoldés egész, akkor kész vagyunk.

3. Ha z* nem egész, akkor keressiink olyan ax < [ egyenl6tlenséget, amire az* > [,
de ax < fVre PNZ"

4. Legyen P := PN {x: ax < B}, és 1épjiink az 1. pontra.

SAN

Megjegyzés. A fenti algoritmus ebben a forméban nem feltétleniil véges, még két di-
menzioban sem. A masik probléma, hogy hogyan talalunk az algoritmus 3. pontjaban
egy megfelels ax < [ egyenl6tlenséget. Erre ad megoldast (kicsit méas alaka feladatnéal)
Gomory modszere.

2.2.1. Gomory-vagas

Legyen a feladat max{cz : Az = b,z > 0,2 € Z"}. Tudjuk, hogy max{cz : Ax = b,z > 0}
megoldhato szimplex médszerrel. Legyen B az igy kapott optimalis bazis. Hasznaljuk a
korabbi jelolést: z, A, b.

Tegyiik fel, hogy = nem egész: =, ¢ Z valamilyen ¢ € B indexre. Tudjuk, hogy ha z,

az r-edik sorhoz tartozd bazisvaltozo, akkor 7, = b,. Az r-edik sor egyenlete az Az = b
egyenletrendszerben:

Tq+ E arjx; = b, — érvényes egyenlet minden megoldésra.
JEN



34 2. fejezet. Egészértéki linedris programozas

Az egyenletbdl kaphatunk egy érvényes egyenl6tlenséget, kihasznalva, hogy minden meg-
oldas nemnegativ:

zq+ Z[drjjxj <b, - érvényes egyenlGtlenség minden megoldasra.
jEN

Egészértékd megoldas esetén a baloldal egész, tehat a jobboldalt is kerekithetjiik:

Ty + Ztamjxj < |b.] - érvényes egyenlStlenség minden egész megoldasra.
jEN

Eszrevétel. Az megolddsra nem teljesiil az eqgyenldtlenség, mert Ty = b, > |b.] és z;=0
V7 € N. Tehdt kaptunk egy olyan egyenldtlenséget, ami minden egész megoldasra érvényes,
de az x megolddsra nem, igy ezt hasznalhatjuk a vdgosikos algoritmus 3. pontjaban.

Megjegyzés. Megfelel§ megvalositas esetén a Gomory vagasokkal véges algoritmust ka-
punk. Azonban az algoritmus még igy is lehet nagyon lassi.

Egy lehetséges gyorsitas, ha olyan vagast probalunk taldlni, ami a ,lehetd legjobb” olyan
értelemben, hogy az egész pontok konvex burkénak egy lapjat hatarozza meg. A probléma
az, hogy ezt a konvex burkot nem ismerjiik, igy a lapjait sem tudjuk meghatarozni. Ez
azonban nem zarja ki, hogy néhany lapjat a feladat struktirajabol adédoan ismerjiik, és
azokkal probalkozzunk.

Tehat ha ismerjiik a konvex burok lapjainak egy részét, akkor amint az LP-re optimélis
megoldést taldlunk, megnézziik, hogy van-e a lapok kozott olyan, amit a talalt optimum
nem teljesit (ez persze nehéznek tiinik, ha exponencialisan sok lapot ismeriink, de néha
még akkor is megoldhat6!) Ha talalunk ilyet, akkor ezt a lapot hozzéavessziik a feladathoz,
és ismételjiik az eljarast.

Binaris hatizsak-feladat

Nézziink egy binaris hatizsadk-feladatot, ahol b > a; > ay > --- > a,. Vegyiink egy olyan
{j1,--.,jr} indexhalmazt (j; < jo < --- < ji), amire a kovetkezs négy feltétel teljesiil:

1. Ele aj, > b,
2. Z?:_ll Qj, S b,
3. Ha jl 7é 17 akkor a + 2513 aj;, S b,

4. Haj>jiésj & {ji,... Jk} akkor a; + S a; <b.

Feladat. Mutassuk meg, hogy ha nem fér be az dsszes tdargy a hdtizsdkba, akkor mindig
létezik ilyen indexhalmaz, és a Zj<j1 x; + Zle xj, < k —1 egyenldtlenség az egész meg-
olddsok konver burkdnak lapjat hatarozza meg. (Tipp: probdljunk n darab affin figgetlen
megolddst mutatni, ami ezt az eqyenldtlenséget egyenldséggel teljesiti!)
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Utazo6 ligynok feladat

Adott n varos, és barmely ketts kozott a tavolsdg. Az utazo tigynok szeretné a legrovi-
debb olyan korsétat megtaladlni, ami minden varost pontosan egyszer érint. Megengedett
megoldasai tehat az n ponta teljes graf Hamilton korei, és ezek koziil szeretné a legrovi-
debbet kivalasztani. Jelolje c(uv) az u és v varosok tavolsagat, és legyen V' az Gsszes varos
halmaza.

Els6 probéalkozasként tekintsiik a kovetkezG binaris feladatot:

min cx

d.(v) =2 YveV
z € {0, 1}(3)

A Hamilton-kérok ugyan megoldasok, de sajnos tobb diszjunkt kor unidja is lehet megol-
déas, ha egyiitt az Osszes varost tartalmazzak. Ezért még hozz4 kell venni az 6sszefiiggGséget
biztositd egyenlétlenségeket:

d(U)>2 YUCV, U#D.

Ennek a megoldasai mar kizarolag a Hamilton-korok. A feladat LP relaxéltja:

min cz (2.1)
d,(v)=2 YoeV (2.2)
0<z<1 (2.3)
d,(U)>2 YU CV, U=#0. (2.4)

Legyen P a (2.2), (2.3), (2.4) egyenltlenségeket kielégits vektorok halmaza. Ekkor Pr a
Hamilton korok karakterisztikus vektorainak a konvex burka.

Megjegyzés. A poliéder nem fiigg a sulyfliggvénytsl, minden n-re egy poliéderiink van.
A (2.2) egyenletek egy olyan hipersikot hataroznak meg, ami tartalmazza a P poliédert.

Ha a vagosikos eljarast akarjuk alkalmazni, méar az elején egy problémaba litkéziink: a
tipusi egyenl6tlenségekbdl exponencialisan sok van, ezért a szimplex mddszerben expo-
nencialis méretd matrixokkal kellene dolgozni, ami tal lassta. Ezért mar az LP relaxécio
megoldasihoz is egy vagosikos eljarast hasznalunk, a kovetkezéképpen:

Keressiik meg az optimalis olyan vektort, ami a (2.2)), (2.3) feltételeket teljesiti. Legyen
ez x*.

Feladat. Mutassuk meg, hogy n — 1 maximalis folyam kereséssel eldonthetd, hogy x*
teljesiti-e az 0sszes tipusi egyenldtleséget, és ha nem, taldlhatd eqy olyan, amit nem
teljesit.
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A feladat alapjan el tudjuk donteni, hogy z* optimalis megoldasa-e az LP relaxacionak,
és ha nem, taldlunk egy egyenl6tlenséget, amit nem teljesit. Ezt hozzavéve az eddigiekhez
ajra megoldjuk az LP-t, és ezt addig folytatjuk, amig a (2.4)) feltételek nem teljesiilnek.

Megjegyzés. Ha a végén kapott megoldas nem egész, akkor alkalmazhatunk Gomory
vagast, vagy korlatozas és szétvalasztast (lasd késsbb).

2.3. Dinamikus programozasi algoritmusok

Dinamikus programozast olyan feldatok megoldasanal hasznalhatunk, ahol a megoldas
elgallithato egyszertibb részfeladatok megoldésa segitségével. A dinamikus programozas
lényege, hogy egy bizonyos részfeladatot csak egyszer oldunk meg, és a megoldast taroljuk,
igy ezt a megoldast a nagyobb részfeladatok megoldédsdhoz mar tovabbi szamolas nélkiil
hasznalhatjuk.

2.3.1. Binaris hatizsakfeladat

Legyen k € {1,...,n}, d €{0,...,b}. Definialjuk a kivetkezé fiiggvényt:
k k
fr(d) = max{z CjT; Zajxj <d, v € {0,1}*}.
j=1 j=1

Latjuk, hogy f,(b) lesz az eredeti binaris hatizsakfeladat optimumeértéke.

Legyen fy(d) = 0 minden d € {0,...,b} értékre. Irjunk fel rekurziv képletet fi(d) értékére,
ha k£ > 1:
fk(d) _ { fkfl(d), ha a;, > d
max{ fx_1(d), fe_1(d — ax) + cx}, ha ap, < d

Algoritmus

for k=1...n
for d=0...b
do { szémoljuk ki fr(d) -t a fenti képlettel}

Ez a dinamikus programozasi algoritmus O(nb) lépésben kiszamolja az optimumértéket.
Megjegyzendd, hogy ez nem polinomidlis futasi id6, hiszen az input mérete O(nlogb).

Az optimalis megoldést a kovetkezéképpen kapjuk:

— { 0, ha fn(b) = fn—l(b) (1)
" 1, ha f,(b) = fu1(b—an) +cn (2)

Tn_1,.-.,T1-et pedig esetszétvalasztassal kapjuk:
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e Ha az (1) eset kovetkezik be, akkor

I { 0, ha f,,—1(b) = fn_2(b)
n—1 - 17 ha fn—l(b) — fn—Q(b — an—l) + Cn—1

e Ha a (2) eset kovetkezik be, akkor

Tp-1 =

07 ha fn—l(b - an) = fn—Q(b - an)
17 ha fn—l(b - an) = fn—?(b — ap — an—l) + Cp—1

Igy folytatjuk, amig z1-et el nem érjiik.

2.3.2. Nemnegativ matrixt egészértékii feladat

Most a fentihez hasonlé dinamikus programozasi algoritmust adunk tobb egyenlGtlenség
esetén. Legyen a feladatunk

max{cx: Az <b,x >0,z € Z"},

ahol A, b, c nemnegativ és egész.

Adott k € {1,...,n} szam és 0 < d < b egész vektor esetén legyen

k

k
fk(d) = maX{Z CiTj - Zaijxj < dl (Z = 1, ce ,m), T > 0}
j=1

Jj=1

Definialjuk ezen kiviil fy(d)-t 0-nak minden 0 < d < b-re. A kovetkezd rekurzidval le-
het £ > 1-re és 0 < d < b-re kiszamolni a fiiggvényértékeket (fontos eltérés a binéris
hatizsakfeladathoz képest, hogy a maximumban fi(d — a ) szerepel):

fuld) fr_1(d) ha valamilyen i-re a;, > d;,

k p—

max{ fr_1(d), fe(d — ay) + cx} ha a, <d.

Az fi(d) értékeket k szerint névekvds sorrendben, azon belill d szerint lexikografikusan
novekvs sorrendben szamoljuk ki. Az optimumértéket f,(b) adja meg. A lépésszam

O(n][;~,(b; + 1)), ami sajnos a legtobb feladatnal nagyon lassi algoritmust ad, de ha
b kicsi, akkor hasznélhato.

2.4. Korlatozas és szétvalasztas

Tekintsiik a kovetkezd alaki feladatot:
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max cx (2.5)
Az <b (2.6)
T egesz, (2.

ahol A, b, c egészek. A korldtozds és szétvdlasztds modszerének alapgondolata az, hogy a fel-
adatot szétvalasztjuk részfeladatokra gy, hogy az eredeti feladat megengedett megoldasa-
inak halmaza a részfeladatok megengedett megoldés-halmazainak diszjunkt uni6ja legyen.
Ekkor az eredeti feladat optimum-értéke megegyezik a részfeladatok optimum-értékeinek
maximumaval. Az egyes részfeladatokat tovabbi részfeladatokra lehet szétbontani, igy a
vizsgalt feladatok egy fat alkotnak, aminek gyokerében az eredeti feladat talalhato.

A részfeladatok relevancidjanak vizsgalatdhoz van sziikség a korldtozdsra. A korlatozas azt
jelenti, hogy minden részfeladatnal felsG (és esetleg als6) korlatot szamolunk az optimum
értékére. Amennyiben egy részfeladatra vonatkozo felsé korlat kisebb mint egy méar ismert
also korlat, akkor azzal a részfeladattal nem kell tovabb foglalkozni, térélhetjiik a fabol.

LP alapi korldtozds és szétvdlasztdsrol akkor beszéliink, ha a felsd korlatokat az LP relaxélt
optimuma adja, a szétvalasztas pedig linearis egyenl&tlenségek hozzdadasaval torténik.

Az algoritmus miikodése:

A részfeladatokra osztas soran kihagyunk részeket a feladat terébdl, de csak olyanokat,
amikben nincsenek egész pontok. A tovabbiakban a legegyszeriibb LP alapu altalanos
algoritmust irjuk le. Legyen P = {x € R" : Az < b}. A részfeladataink mindig max{cz :
xr € P'NZ"} alakuak lesznek, ahol P’ C P poliéder. Jelolések:

e u(P') =max{cz: x € P'}. Ez fels6 korlat a részfeladat optimumértékére.

e *(P') amax{cx : = € P'} feladat egy optimalis bazismegoldésa. Ez kiszamolhato
szimplex modszerrel.

e 1*: az eddig talalt legjobb egész megoldas

e [: az eddig talalt legjobb egész megoldas célfiiggvényértéke, illetve —oo ha még nem
talaltunk egész megoldast.
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e F: A feldolgozandé poliéderek listaja.
Az algoritmus inicializdlasa: F = {P}, és L = —oo. Egy altalanos lépés a kovetkezs:

1. Ha F iires: kész vagyunk. Kiilonben az F listarol kivalasztunk egy P’ feladatot, és
kiszamoljuk az u(P’) értéket.

2. Ha u(P’) nem létezik, mert az LP relaxéalt nem megoldhato: tordljiikk P'-t F-bal.
Ha u(P') < L: toroljiikk P'-t F-bol.
Ha w(P') > L és x*(P') egész: z* := a*(P'), és L := u(P"). Toroljik P'-t F-bol.

AN

Ha u(P') > L és x*(P’) nem egész: valasszunk egy olyan j indexet, amire z*(P’)
j-edik komponense egy nem egész a szam. Legyen P{ = P'N{z € R": z; < |a]},
és P =P N{z e R": x; > [a|}. Torsljik P'-t F-bol, és adjuk hozza Pj-et és
Pi-t F-hez.

2.4.1. Allitas. Ha P korldtos, akkor az algoritmus véges sok lépésben taldl eqy optimdlis
megolddst.

Bizonyitas. Mivel P korlatos, 1étezik olyan N szam, hogy tetszGleges x € P-re és j €
{1,...,n}-re |z;| < N. Az algoritmus futasa alapjan felépithetiink egy gyokeres binaris
fat, amelynek minden csucsa egy feldolgozott poliédernek felel meg (a gyokér P-nek) és az
egyes elagazasok a szétvalasztasoknak.

Tekintslink a fiban egy tetszéleges utat a gyokérbdl egy levélbe! Egy adott x; valtozd
szerint ezen az tton legfeljebb 2N szétvalasztés lehet, mert minden szétvalasztasnal egy
1 hossza nyilt intervallum kimarad az x; lehetséges értékei koziil. Igy minden ilyen ut
legfeljebb 2n N hosszi, amib6l kévetkezik, hogy az algoritmus véges sok lépésben véget ér.

Az optimélis megoldas P-ben van, és ha az algoritmus egy adott szétvalasztasi lépésénél P'-
ben ott van, akkor vagy P/-ben vagy Pj-ben is ott van. Tehat a fenti fa valamelyik leveléhez
tartozo poliéderben van az optimaélis megoldas. Mivel egy levélben nem valasztunk szét,
ezért ott meg is talaljuk. Tehéat az algoritmus mindenképpen megtalalja az optimélis
megoldést. [
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Korlatozas és szétvalasztas algoritmusa a binaris hatizsak feladatra

Ha binaris hatizsakfeladatra futtatjuk a fenti algoritmust, az algoritmusban szerepls poli-
éderek mindig a kovetkezg alaktuak lesznek:

P(Jo,Jl):{OSZL'Sl:ZCL]’x]’Sb, .I'j:OhajEJo, szlhajGJl}.

j=1
A max{cx : x € P(Jy, J;)} feladat nagyon egyszertien megoldhaté a moho algoritmussal:

e Rakjuk a nem (Jy U Jy)-beli valtozokat Z—; szerint csokkend sorrendbe.

e Azelején d=0b— )., a; - ennyi még belefér a hatizsakba.

j€N

e Ha j; az els6 index a fenti sorrendben, akkor legyen x;, = min{1, ai_}, és legyen
J1
d:=d—aj; z;. Majd vegyiik a kovetkez6t a sorrend szerint, és ugyanigy folytassuk.

Megjegyzés. Ha egy valtozo értéke nem 1, hanem %, akkor az utana kovetkezs Osszes

J
tobbi valtozo értéke 0 lesz, hiszen a hatizsak megtelt. Tehat legfeljebb egyetlen nem egész
érték lesz. Ezért mindig egyértelmi, melyik valtozé szerint kell szétvalasztani.

Az algoritmust érdemes kiegésziteni azzal, hogy ha egy adott 1épésben az x; valtozo6 szerint
valasztunk szét, akkor az optimélis tort megoldasban x;-t 0-ra modositva egy megengedett
egész megoldast kapunk. Ha ez jobb, mint az eddig talalt legjobb z* megoldas, akkor
lecserélhetjiik x*-ot erre.

2.5. Kozelité algoritmusok

2.5.1. Minimalis lefog6 csticshalmaz

Adott egy G = (V, E) iranyitatlan graf. Cstcsok egy U C V' halmaza lefogé cstuicshal-
maz, ha minden élnek legalabb egyik végpontjat tartalmazza. A miniméalis méretd lefo-
g6 cstucshalmaz megkeresése NP-nehéz feladat. Most két algoritmust ismertetiink lefogo

csucshalmaz keresésére, amik nagyon gyorsak, de nem feltétleniil szolgéltatnak optimélis
megoldast.

1. Algoritmus (moho)

Kezdetben legyen U = ().

1. Vélasszunk maximaélis foku cstcsot a grafban. Legyen ez v.
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2. Legyen U := UU{v}, és a G grathbol hagyjuk ki a v csucsot és az Gsszes ra illeszkedd
élt.

3. Ha nem marad él, akkor kész vagyunk, U a lefogd csticshalmaz. Kiilonben lépjiink
az 1. pontra.

Megjegyzés. A fenti algoritmus nem feltétleniil talal optimalis megoldast. Példaul:

Az algoritmusunk egy lehetésges futasa viszont a kévetkezd:
I l l : J, l : R
| | | | |
Wgz . @ g @W@ ®®
\% NV /7 N
© @“ ©

2. Algoritmus (parositd)

Kezdetben legyen U = ().

1. Véalasszunk egy tetszéleges uv élt a grafban.
2. Legyen U := U U{u} U {v}
3. A G gratbol hagyjuk ki ezt a két csicsot, és az Osszes rajuk illeszkedd élt.

4. Ha nem marad él, akkor kész vagyunk. U a lefogo csticshalmaz. Kiilénben 1épjiink
az 1. pontra.

Megjegyzés. A parosité algoritmus nem tiinik tdl jo6 megoldasnak, mivel feleslegesen
két cstcsot is bevesz 1épésenként a lefogd csicshalmazba. Az elébbi példara rosszabban
teljesit, mint a moho algoritmus:

® @ © ©0
W ple ol e

Els6re nem is konnyt olyan példat talalni, ahol a parositoé algoritmus jobban teljesit, mint
a mohd. Azonban megmutatjuk, hogy bizonyos szempontbdl a parosité szamit a jobb
algoritmusnak. Ehhez bevezetjiik az a-kozelités fogalmat:
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Definicié. Egy minimalizalasi feladatra egy algoritmus a-kozelitd, ha tetszéleges inputra
az output értéke legfeljebb a-szorosa az optimalisnak.

2.5.1. Allitas. A pdrosité algoritmus 2-kizelitd.

Bizonyitas. Legyen F az algoritmus soran kivalasztott élek halmaza. F fiiggetlen élekbdl
all, tehat egy parositas. Ekkor |U,,| > |F|, mivel az optimélis lefog6 csticshalmaz lefogja
F éleit. Masrészt: |U| = 2|F|. Tehat |Uyy| > 3|U|. O

2.5.2. Allitas. A mohd algoritmus nem 2-kézelitd.

Bizonyitas. Definidlunk egy G = (A, B; E) paros grafot. Az A osztalyban 60 cstcs van,
mind 5 foka. A B osztalyban 12 db 5 foka, 15 db 4 foka, 20 db 3 fokd, 30 db 2 foka, és

« .0,

“, e,

A moho algoritmus lefuthat tgy, hogy a teljes B halmazt véalasztja ki lefogd csucshal-
maznak. Mésrészt A is lefogd csicshalmaz, tehat mivel |B| > 2|A|, ez nem 2-kozelits
algoritmus. (Hasonlo konstrukcioval az is belathato, hogy a moho algoritmus semmilyen
a-ra nem lesz a-kozelité. ) O

Megjegyzés. Erdekes modon nem ismert a < 2-re a-kézelité polinomidlis futasi ideji
algoritmus erre a feladatra, tehat ilyen értelemben a parosito algoritmus a ,legjobb ismert”.
Persze az algoritmus nyilvanvaléan javithato, példdul ha a végén a felesleges csiicsokat
toroljiik, de ett6l nem kapunk garantaltan 2-nél jobb kozelitést.

2.5.3. Tétel (Dinur és Safra, 2005). Ha P # NP, akkor semmilyen a < 1.3607-re nincs
a-kozelitd polinomidlis algoritmus a minimdlis lefogd csicshalmaz feladatra. (Bizonyitds
nélkiil)

2.5.2. Minimalis koltségi lefogd csticshalmaz

Legyen G = (V, E) iranyitatlan graf, és ¢ € RY koltségfiiggvény. A minimélis koltsé-
gii lefogo csticshalmaz feladatban olyan U lefogé csiicshalmazt keresiink, amire > ., ¢,
minimalis.

A kovetkezGkben erre a feladatra adunk egy 2-kozelitd algoritmust, ami a parosito algorit-

mus altalanositasanak tekinthets. Irjuk fel a feladatot egészértéki programozasi feladat-
ként:

min cz
Ty +x, 2> 1 Yuv € B
z € {0,1}V
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A feladat LP-relaxaltja:

min cx

Ty +x, >1 Yuv € B
1%
r e R}

Megjegyzés. Azért nem vettiik hozza az x < 1 feltételt, mert felesleges: az 1-nél nagyobb
értékek lecsokkenthetSk 1-re a feltételek megsértése nélkiil, és a kdltség csak csokkenhet.

Nézziik az LP-relaxalt dualisat:

max Z Ye

eeE

Z Yuo < Cy YvoeV

wuUveEE

E
y € RY

Primal-dual algoritmus

Minden lépésben lesz egy U C V csicshalmazunk, egy y duélis megoldas. Kezdetben
legyen U =0,y =0, E' = E.

1. Valasszunk tetsz6leges uv € E’ élt.

2. Emeljiik meg 1,,-t annyira, hogy u-néal vagy v-nél a duél egyenl6tlenség teljesiiljon
egyenlGséggel — el6fordulhat, hogy az egyenlGség mindkettére teljesiil.

3. U-hoz vegyiik hozza u és v koziil azt, amelyiknél egyenléség van — ha mindketténél
egyenlGség van, akkor mindkettst. Toroljik E’-bdl a lefogott éleket.

4. Ha E' = (), akkor kész vagyunk, U a lefogo csticshalmaz. Kiilonben lépjiink az 1.
pontra.

Megjegyzés. Az y,, emelése csak az u-hoz és v-hez tartoz6 dual egyenlGtlenségek tel-
jesiilését befolyasolja, a tobbit nem. Ezért y végig dual megengedett megoldas marad.
Konnyen lathato, hogy ha minden cstcs koltsége 1, akkor pont a parositd algoritmust
kapjuk.

2.5.4. Allitas. A fenti primdl-dudl algoritmus 2-kézelitd.

Bizonyitas. Vezessiink be 7 € RK segédvaltozokat. Kezdetben legyen 0. Az
algoritmus soran, amikor y,,-t megemeljiik d-val, noveljiik meg 7(u)-t és 7(v)-t is d-val.



44 2. fejezet. Egészértéki linearis programozas

Az algoritmus befejezésekor > _, m(v) = 2> _pye. Masrészt, amikor v bekeriil U-ba,
akkor 7(v) = ¢(v), és ez kés6bb sem valtozik. Tehat >, c, <>, o 7(v), amibél

Y ocwu<2y ye <, 20PTp<20PTp

uel e€E  gvenge dualitis

]

Megjegyzés. Valojaban tébbet bizonyitottunk, mint amit a tétel allit: a kapott megoldas
koltsége legfeljebb kétszerese az LP-relaxalt optimum-értékének.



3. fejezet

Jatékelmeélet

3.1. Bevezet6 és alapfogalmak

.0,

A jatékelméleten beliil szamos kiilonb6z6 megkozelités létezik a ,,jaték” definicidjara, asze-
rint hogy mit feltételeziink a jatékosok tudasarol és viselkedésérsl. FEzen az elGadason
az ugynevezett stratégiai alaki jatékok elméletébe nyujtunk bepillantast. Ezekben a ja-
tékokban véges sok jatékos egymastol fiiggetleniil valaszt stratégiat a rendelkezésre allo
stratégidk halmazabdl. Ismerik a tébbiek lehet&ségeit, de nem ismerik a tobbiek dontését.
A jatékosok hasznat az Osszes jatékos dontése egyiitt hatarozza meg.

A tovabbiakban példakon keresztiil mutatjuk be az alapfogalmakat.

3.1.1. Fogoly-dilemma

Egy btinténynek két gyanusitottja van, de a rend6rség nem tudja eldénteni, hogy melyikiik
a tettes, nekik kell vallani. Ha az egyik gyanusitott a masikra vall, akkor az elébbi 1 évre
keriil bortonbe, a masik viszont 4 évre. Ha egyikiik sem vall, akkor mindkett&jiiket 2 év
bérton varja, ha mindkettejiik vallanak, akkor mindkettGjiik 3 év bortonbiintetést kap.

A feladatban a két jatékos haszna a kiilonféle stratégidk esetén az tgynevezett hasznos-
sagi matrix segitségével irhato fel. Jelen esetben a hasznossagok negativak:

1.\ 2. vall | nem vall
-3 -4

vall 3 1
nem vall 4 -1 9 -2

Nézziik meg, mi lenne a jo stratégia a jatékosok szamara? Az elsé jatékosnak mindenkép-
pen jobb, ha vall, barmit is valaszt a masodik jatékos. Ugyanez mondhat6 el a masodik
jatékosrol is. Ezt nevezziik (szigortian) dominans stratégianak.
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Ha mindkét jatékos onzd, akkor mindketten vallani fognak, ami az 6 szempontjukbol a
legjobbnak tiinik. De a dominans stratégia rosszabb mindkettejiiknek, mint ha egyikiik
sem vall.

3.1.2. Szennyezési jaték

Ebben a jatékban n orszdg mindegyike dontést hoz, hogy keveset vagy sokat kolt kor-
nyezetvédelemre. Ha egy orszag sokat kolt, az 3 egységgel megnoveli az orszag koltségét,
viszont ha keveset kolt, az a szennyezés miatt mindenkit érint — 1-gyel noveli minden
orszag koltségét. Az 1. orszag koltségét felirhatjuk tehéat igy:

i orszie kiltséee — 3 + keveset kolts orszagok szama ha sokat kolt
' & 897 keveset kolts orszagok szadma ha keveset kolt

Van dominans stratégia?

Tegyiik fel, hogy az orszag, aminek a stratégiajat el akarjuk donteni tudja, hogy mit
valasztott a tobbi orszag. Ekkor ha az orszig sokat kolt, akkor 3-mal névelné a koltségét,
ha viszont keveset koltene, akkor csak 1-gyel.

A dominans stratégia tehat az, hogy mindenki keveset kolt kornyezetvédelemre. Ha héa-
romnal tobb orszag vesz részt a jatékban, akkor a dominans stratégia rosszabb, mint ha
minden orszag sokat koltene.

Jelblés. Legyen n a jatékosok szama, és legyen S; az i-edik jatékos stratégidinak halmaza
(ezek lehetnek végtelen halmazok is — ha végesek, akkor véges jatékrol beszéliink). Egy
s = (s1,892,...,8,) vektort, ahol s; € S; (i = 1,...,n), stratégia-vektornak neveziink.
Ha s € S, akkor legyen s_; az i-edik jatékos kivételével a tobbiek stratégiaja.

Legyen S = 51 x Sy x --- x S, a stratégiavektorok halmaza. Az i-edik jatékos hasznossagi
fiiggvénye u; : S — R.

Definicié. Az s € S stratégiavektor dominans, ha minden s’ € S és i € {1,2,...,n}
esetén u;(s;, s ;) > u;(s'), ahol (s;,s" ;) jeloli azt, hogy az i-edik jatékos az s; stratégiat
vélasztotta, mindenki més pedig az s’ szerinti stratégiat.

Az s € S stratégiavektor szigoriian dominéns, ha minden i € {1,2,...,n} és s € S :
sh # s; esetén w; (s, 87;) > wi(s).

Megjegyzés. Dominans stratégiavektor akar tobb is lehet egy jatéknal, de szigortian
dominéans legfeljebb egy lehet. A fogoly-dilemma és a szennyezési jaték esetében van
szigorian dominans stratégia.
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3.1.3. Vickrey arverés

Az n jatékos egy adott targyra licitalhat. Az i-edik jatékosnak v;-t ér a targy. A licita-
las abbol all, hogy mindenki mond egymaéstol fliggetleniil egy nemnegativ valds Osszeget.
Formaélisan, S; = R, minden i-re. A legnagyobb &sszeget licitdlé kapja meg a targyat
(dontetlen esetén a kisebb indext jatékos), de csak a masodik legnagyobb Gsszeget kell
kifizetnie.

3.1.1. Allitas. Az s; = v; (i =1,...,n) domindns stratégiavektor, azaz a Vickrey drve-
résen mindenkinek érdemes a valodi értéket licitdlnia.

Bizonyitas. Azt kell belatnunk, hogy minden s’ € S-re és minden i-re w;(s;, ;) > u;(s').
Két esetet kiilonboztetiink meg.

e Ha max{s}: j#i} > s;, akkor u;(s;,s";) = 0 és u;(s’) <0.

e Ha max{s) : j # i} < s; = v;, akkor u;(s;,s" ;) = v; —max{s} : j # i} > 0¢és
u;(s') € {0,v; — max{s} : j#i}}.

Tehat mindkét esetben teljesiil a dominancia feltétele. O]

3.1.4. Kozos 16 jatek

Van n jatékosunk, akik ugyanazt a kozos erGforrast szeretnék hasznélni. Mindegyik jatékos
eldontheti, hogy mennyire szeretné kihasznalni az er6forrast, de az eréforras annél kevésbé
hatékony, minél tobbet hasznaljak.

A jatékosoknak végtelen sok stratégidjuk van: S; =1[0,1],7 € {1,...,n}.

()_ 0, ha Z;L:lSjZ]_
wils) = si(1 =327, s;) egyébként

Hogyan valasszunk stratégiat az i-edik jatékosnak, ha a tobbi jatékos stratégidja rogzitett?
Tegyiik fel, hogy >_,,;s; =t < 1. Ekkor u;(s) = s;(1 —t — s;). Ennek a maximuma: L

Megjegyzés. A fenti feladatban nincs dominans stratégia, mivel tetszéleges s; € S; stra-
tégidhoz tudunk olyan s stratégiavektort mondani, amire u;(s;, s" ;) < u;(s).

Beszélhetiink viszont egyensilyi stratégiavektorrol: ilyenkor egyik jatékosnak sem érdemes

valtoztatnia a jelenlegi stratégiajan. Ha van olyan s, ahol s; = I_ZT#‘% minden i-re, akkor

c s

Felirhato tehat a kovetkez6 egyenlGtlenség-rendszer: s; + Z;;l s; = 1 Vi. Osszeadva,
ket azt kapjuk, hogy (n +1)> 7 s; = n, tehit Y7 s; = =5, Visszahelyettesitve, az

egyensily s; = n+r1, Vi=(1,...,n).
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Van azonban olyan stratégiavektor, aminél minden jatékosnak sokkal tébb a haszna, mint
az egyensulynél. Az egyensulyi stratégiavektor esetében egy jatékos hasznossaga

1 n 1
ui(s) n+1( n—i—l) (n+1)2
Legyen s’ = (%, %, e %) Ennek hasznossaga:
1 1 1
/
ui(s) Qn( 2) 4dn

Definici6é. Az s € S stratégiavektor tiszta Nash-egyenstly, ha ha minden i €
{1,2,...,n} és s}, € S; esetén w;(s) > u;(s;, s-;).

3.1.2. Allitas. Minden domindns stratégiavektor Nash-eqyensily. Ha van szigorian do-
mandns stratégiavektor, akkor nincs mds Nash-egyensily.

Bizonyitas. A definiciobol latszik, hogy minden dominéns stratégiavektor Nash-
egyensily. Legyen s szigoruan dominéans stratégia. Tegyiik fel, hogy s’ Nash-egyenstly.
Ekkor ha sj # s, akkor ug(sg, s ) > uk(s’), mert s szigortan dominéns, de ugyanakkor
s’ Nash-egyensily, emiatt ug(sg, s ;) < ug(s’). Ez ellentmondas, igy csak az lehetséges,
hogy s = ¢'. ]

3.1.5. Fej vagy iras jaték

Két jatékos a kovetkezGképpen jatszik: az elsG jatékosnal van egy érme, azt elrejti fejjel
vagy iréssal. A mésodik jatékosnak ki kell talalnia, hogy az elsG jatékos fejet vagy irast
valasztott. Ha a mésodik jatékos eltalalja, akkor 1 pontot kap, és az els6 jatékos 1 pontot
veszit, ha nem talalja el, akkor forditva — az els6 jatékos kap 1 pontot, a masodik pedig
veszit egyet. A hasznossagi matrix:

1.\ 2. | fe iras
) 1 -1
fej 1 1
iras -1 1
1 -1

Definici6 (0 sszegi jaték). Tetszoleges s € S-re > - u;(s) = 0. Ilyen példaul a fej vagy
iras jaték, de nem ilyen a fogolydilemma vagy a kozos 16 jaték.

Nincs tiszta Nash-egyenstly, mert

e Ha s; = s, akkor az els6 jatékos jobban jar, ha valtoztat

e Ha s; # s, akkor a masodik jatékos jar jobban, ha valtoztat.
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Azonban ha az els6 jatékos 50 — 50% valoszintiséggel valasztja a fej- vagy irast, a masodik
jatékos pedig 50 — 50% valoszintiséggel tippel fej- vagy irasra, akkor teljesiil az, hogy
egyikiiknek sem érdemes valtoztatnia ezen a stratégidjan. Az ilyen, véletlent is hasznélé
stratégiat kevert stratégianak nevezziik.

Definici6. Az i-edik jatékosnak egy kevert stratégidja egy m; valosziniiségi eloszlas az
S; halmazon. Azm = (my, ..., m,) egy kevert stratégiavektor, ha m; kevert stratégiaja
az i-edik jatékosnak (i = 1,...,n). Az m;-ket egymastol fiiggetleneknek tekintve m-re tgy
tekinthetiink, mint egy valosziniiségi eloszlasra S-en.

Egy kevert stratégia-vektorhoz tartozé hasznossagok: u;(m) az u;(s) varhato értéke az m
valoszintiségi eloszlés szerint.

Definici6. Az m kevert stratégiavektor kevert Nash-egyenstly, ha minden ¢ €
{1,2,...,n} és s}, € S; esetén w;(m) > u;(s;, m_;).

A jatékelmélet egyik alaptétele John Nash 1951-es tétele a kevert Nash-egyenstly létezé-
sér6l. Ezt csak két jatékos esetére fogjuk késébb bebizonyitani.

3.1.3. Tétel (Nash, 1951). Véges sok jdtékos és véges stratégia-halmazok esetén mindig
van kevert Nash-egyensuly.

Nézziink példat olyan jatékra, ahol nincs kevert Nash-egyensiily:

Arazasi jaték

Van két elado, akik ugyanazt a terméket &ruljdk, de meghatérozhatjdk a termék &arat:
s; € [0,1], so € [0,1]. Tovabba van harom vevs: A, B, C, akik a kovetkezSképpen
dontenek:

o A csak az els6 elad6tol hajlando vasérolni

e B az olcsobb art terméket vasarolja meg (ha a két eladonal ugyanaz az ar, akkor az
els6tdl vasarol)

e (' csak a masodik eladotol hajlandd vasarolni.

Feladat. Mustassuk meg, hogy az drazdsi jatékban nincs kevert Nash-egyensily.

A tovabbiakban csak olyan jatékokkal foglalkozunk, ahol minden jatékosnak véges sok
stratégidja van. Ekkor a kevert stratégia definicioja is egyszertisithetd.

Definicié. Az i-edik jatékos kevert stratégiaja egy olyan m; : S; — [0, 1] fiiggvény, amire
Zziesi ml<xl> = 1.
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Jelolés. Legyen az i-edik jatékos kevert stratégidinak halmaza: M;, és jeloljik M-mel
a kevert stratégiavektorok halmazat. Ezeket eloszlasként is tekintjiik, azaz s € S-re és
m € M-re legyen m(s) =[]\, m;(s;).

3.1.4. Allitas. Y _om(s) =1, azaz m € M tényleg eloszldst ad S-en.

Bizonyitas. Jatékosok szamara vett indukcioval:

Zm(s): Z Z m(Sp, S—p) = Z M (Sn) Z m_n(S_n)

seS SnESn S—n€ES_n Sn€Sn S_nES_n
= E mp(sn) =, L.
indukcio s7€5n definicio

]

Definici6. Az i-edik jatékos varhaté haszna m € M kevert stratégia esetén:

u;(m) == Zm(s)ul(s) = Z m(s;)ui(si,m_;).

s€S 8,€S5;

Legyen m € M. Az m; kevert stratégia az i-edik jatékos legjobb valasza m_;-re, ha
tetszGleges m; € M; esetén u;(m) > w;(m}, m_;).

Példa. Nézziik a fej vagy iras jatékot. Hasznossagi matrixa:

1.\ 2. | fej iras
) 1 -1
fej 1 1
iras -1 1
1 -1

Legyen a kevert stratégia a kovetkezs:

L my(iras) =

ma(irds) =

my (fej) =
mo(fej) =

NN

3
3
i
(my,ma) € M kevert stratégia-vektor. Osszesen négy stratégia-vektorunk van:
S = {(fej, fej), (fej, iras), (iras, fej), (irds, irds) }.

Ezek valoszintiségei:

m(fej, fej) =

RN == > =
L\J|’_‘

m(fej, iras) =

m(irés, fej) =

WIN W MO W| — W] —
NS N ST N Y ¢

m(irés, irds) =
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Ha ezeket Gsszeadjuk, az 6sszegiik: 1. Most nézziik az els6 jatékos varhatd hozamét:

1 1 1 1 1
uy(m) =--(—1 — 14+ =--1+=-(-1)= -
im) =7+ e ttg g =g
A maésodik jatékos hozamat is hasonléan kiszamithatnank, de figyeljiik meg, hogy ebben a
jatékban minden jatékos haszna ugyanaz mint a mésik jatékos vesztesége, azaz 0—0osszegi
jatekrol beszéliink, ezért ug(m) = —u;(m) = —3.
Figyeljiik meg, hogy a masodik jatékos aktuélis stratégiaja nem a legjobb vélasz az els6
s 2 valoszintiséggel eltaldlja,
hogy mit valasztott az els6 jatékos.
Definici6 (Legjobb tiszta valasz). Legyen m_; € M_; kevert stratégia az i-n kiviil. Ekkor
s; € S; az i-edik jatékos legjobb tiszta valasza m_;-re, ha tetszéleges m; € M, kevert

stratégia esetén w;(s;, m—;) > w;(mi, m_;).

3.1.5. Allitas. Legyen m_; € M_;. Ekkor m; € M; a legjobb vdlasz m_;-re < minden
s; € Si-re, amire m;(s;) > 0, s; legjobb tiszta vdlasz m_;-re.

Bizonyitas. <: Legyen « az i-edik jatékos legjobb véalaszénak haszna. Ekkor u;(m) =
> s,es, Mi(si)u(si,m—;) = a, mivel ha s; a legjobb tiszta vélasz, akkor u(s;, m_;) = a.

= ui(m) = D, s mi(si)u(si,m—;) < a, és csak akkor lesz egyenld a-val, ha m;(s;) > 0
esetén u(s;, m_;) = a. O

3.1.6. Kovetkezmény. m € M kevert Nash-egyensuly < tetszdleges i1-re és letszdleges
s; € S; tiszta stratégidra igaz, hogy m;(s;) > 0 esetén s; legjobb tiszta vdlasz m_;-re.

3.1.6. K&-papir-oll6 jaték

Nézziik a hasznossagi-matrixot:

1.\ 2. ké papir | ollo
" 0 1 -1
K6 1 1
apir -1 0 1
paptt 0 -1
. 1 -1 0
ollo 1 1 0
Definicié (Szimmetrikus jaték). Egy jaték szimmetrikus, ha S} = Sy = -+ = S, és
tetsz6leges 7 permutaciora és sy € Si, ..., 5, € Sp-T€ Ur() (51, .., Sn) = Ui(Sx()s - - -5 Sn(n))-

Példaul a ké-papir-ollo szimmetrikus, de a fej-vagy-irds jaték nem szimmetrikus.

Keressiink Nash-egyensulyt a kG-papir-oll6 jatékban:
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Tegyiik fel, hogy m = (mq, my) kevert Nash-egyensuly. Mivel a jaték szimmetrikus, ezért
ugyanazok a hasznossagok, ha felcseréljiik a jatékosokat. Tegyiik fel tovabba, hogy m;
nem azonosan %, és mq(k6) a legkisebb valoszintiség. Ekkor a mésodik jatékos szaméara a
papir nem legjobb tiszta valasz és a kovetkezmény miatt: mq(papir) = 0. Emiatt az els6
jatékos szaméara az oll6 nem legjobb tiszta vilasz, és a kovetkezmény miatt: m;(ollo) = 0.
Emiatt a masodik jatékos szaméra a k& nem legjobb tiszta valasz, és a kovetkezmény
miatt: mo(ks) = 0. Emiatt az els§ jatékos szamara a papir nem legjobb tiszta valasz, és
a kovetkezmény miatt: m,(papir) = 0.

Azt kaptuk tehat, hogy az elsé jatékosra m;(ks) a legkisebb, de my(papir) = 0 és

m1(ollo) = 0, ami ellentmondés. Tehat a Nash-egyensily: m; = 3, my = 3. Ez tény-

leg Nash-egyensily, mivel ha az els6 jatékos % valoszintséggel valaszt, akkor a masodik

jatékosnak minden stratégia legjobb vélasz.

3.2. Nash-egyensitly 0-0sszegii kétszemélyes jatékokra

Definicié. Az m; € M; kevert stratégia legjobb nyilvanos stratégia az i-edik jatékos
szamara, ha

. . /
min  w;(m;,m_;) = max min u;(m;, m_;).
m_;eEM_; mlieM; m_;EM_;

0 Osszeg( jaték esetén elég az els jatékos hasznossdgi matrixat megadni, mert ebbdl adodik
a masodik jatékos haszna. A tobabbiakban A € R**! jelsli az elsG jatékos hasznossigi
matrixat.

Az els jatékos égy my kevert stratégiaja egy (p1,pe, ..., pr) vektorral reprezentalhato. A
pA vektor j-edik eleme nem més, mint uy(mq, j) = —ug(my, j).

Ezért a masodik jatékos legjobb tiszta valasza p—re: a pA egy legkisebb elemének indexe.
Tehat az elsG jatékos legjobb nyilvanos stratégidja: olyan p , amire pA legkisebb eleme a
lehet6 legnagyobb.

A fenti feladat egy LP feladat:

max w
p=>0

Zf:lpi =1
pA > wl

(P)

Az LP feladat optimalis megoldasa megadja a legjobb nyilvanos stratégiat. Nézziik a (P)
feladat dualisat: .

min 2

Ag <1z

q=>0

1g=1

(D)
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3.2.1. Tétel (Neumann). Legyen (p*,w*) a (P) feladat, (¢*,z*) a (D) feladat optimuma.
Ekkor

i) w*=z*
ii) A (p*,q*) € M kevert stratégiavektor Nash-egyensily.

Bizonyitas. Az elsé allitas kovetkezik a dualitas-tételbSl. A di) bizonyitasahoz tekintsiik
a kovetkez6 allitast:

3.2.2. Allitas. ¢* legjobb vdlasz p*-ra.

Bizonyitas. A komplementaritasi feltételek miatt ahol ¢* > 0, ott p*A —w* = 0, azaz w*
a p*A vektor legkisebb eleme. Tehat ¢* legjobb tiszta valaszok konvex kombinacioja. [

Hasonlot allithatunk p*-ra: ahol p* > 0, ott A¢* = z, azaz z* az Aq* vektor legnagyobb
eleme. Tehat p* is legjobb valasz ¢*-ra. Azt kaptuk tehat, hogy (p*,¢*) kevert Nash-
egyensily. O]

Most nézziik meg mit tudunk mondani szimmetrikus 0-6sszegd jatékokrol:

Definici6 (Szimmetrikus stratégiavektor). Szimmetrikus jatéknal egy kevert stratégiavek-
tort szimmetrikusnak neveziink, ha minden jatékoshoz ugyanaz a kevert stratégia tartozik.
Egy kevert stratégia szimmetrikus Nash-egyensiily, ha a belSle kapott szimmetrikus stra-
tégiavektor Nash-egyensuly.

Szimmetrikus 0-0sszegii jaték esetén a fent szelepls (P) és (D) feladat ugyanaz, igy opti-
malis megoldasaik is ugyanazok. Ebbdl kdvetkezik, hogy szimmetrikus 0-6sszegti jatéknal
mindig van szimmetrikus Nash-egyensily. A kovetkez6 részben megmutatjuk, hogy ez
nem 0-0sszegl jatékokra is igaz.

3.3. Lemke-Howson algoritmus kétszemélyes szimmetri-
kus jatékra

El6szor megmutatjuk, hogy ha szimmetrikus jatékban tudunk szimmetrikus Nash-
egyensilyt talalni, akkor ennek segitségével tetszGleges jatékban megtalalhaté egy Nash-
egyensily.

3.3.1. Tétel. Tekintsiink eqy olyan jdtékot, ahol az elsd jdatékos hasznossdgi mdtriza A, a
mdsodik jdatékos hasznossdgi mdtriza B, és A és B dsszes eleme pozitiv (ez feltehetd, mert
A és B minden elemét ugyanannyival megnévelve ekvivalens jdatékot kapunk). Legyen C a
kévetkezd matriz:
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xr oy
C:(E?T’g) 20 A
y | BT 0

Ha o C mdtrizi jatéknak (x,y) szimmetrikus Nash-egyensilya, akkor mi = ﬁ, mo = ZLy
Nash-egyensily az eredeti jdatékban.

Bizonyitas. Mivel A és B minden eleme pozitiv, sem x, sem y nem lehet azonosan 0,
hiszen akkor (x,y) nem lenne legjobb valasz 6nmagara. Tehat m; = Zix és mo = ZLy
értelmes. Ha z; > 0, akkor s; legjobb tiszta valasz (z,y)-ra a szimmetrikus jatékban, ami
pont azt jelenti, hogy s; legjobb tiszta vilasz mo-re az eredeti jatékban. Forditva is, ha
y; > 0, akkor s; legjobb tiszta valasz (z,y)-ra a szimmetrikus jatékban, és igy s; legjobb
tiszta valasz mi-re az eredeti jatékban. Tehét a Kovetkezmény alapjan (mq,ms)
Nash-egyensiily. O]

A kovetkezGkben ismertetjiik a Lemke-Howson algoritmust, ami szimmetrikus kétszemé-
lyes jatékban talal egy szimmetrikus Nash-egyensilyt (m; = my). Ez egyben bizonyitja
Nash tételét a kétjatékosos esetre.

Tekintsiik az els§ jatékos A hasznossagi matrixat, és legyen x egy kevert stratégia. Jelolje

w az Ax maximalis elemét. Ekkor lesznek olyan koordinatak, amikre Ax < w, és lesznek
olyanok, amikre az Ax eléri a maximumat.

0 <w
: A

IQ <w

=w

L :.w

A B.1.6] Kovetkezmény alapjan az x vektor pontosan akkor szimmetrikus Nash-egyenstly,
ha (Az); < w esetén z; = 0. Vizsgaljuk most a kovetkezs poliédert: P = {z: Az <1,z >
0}. Feltehetd, hogy a;; > 0 minden 7, j-re, mert ha A minden elemhez ugyanazt az értéket
hozzaadhatjuk, akkor a varhato hasznot konstanssal toljuk csak el, a Nash-egyensuly nem
valtozik. Igy feltehets, hogy a P poliéder korlatos.

Jelblés. Jeloljiik a P cstucsainak halmazat V-vel. Vezessiik be tovabba minden z € V
csucsra a kdvetkezd indexhalmazokat:

NZ:{iIZiIO},

K,={i:(Az); =1}

Tudjuk, hogy (|N.|+|K.|) > n, mert egy csiicsnal legalabb n egyenl6tlenség egyenldséggel
teljestl.
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3.3.2. Lemma. Ha [N, UK,| = n és z # 0, akkor z = s egy szmmetrikus Nash-
J
eqyensuly.

Bizonyitas. Ha z; > 0, akkor (Az);, = maxi<;<,(Az);, tehat = legjobb tiszta valaszok
konvex kombinéacidja. O]

A tovabbiakban az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy P nem degeneralt, azaz minden
csucséban pontosan n db oldal taldlkozik (|V,| + |K.| = n). (Bizonyithato, hogy egy
degeneralt poliéderbdl nem degenerdltat kaphatunk az A méatrix kis perturbalasaval, és
elég kis perturbalas esetén az 1j jaték Nash-egyensilyanak az eredeti jatékban is Nash-
egyenstly felel meg.)

Eszrevétel. Ha P nem degenerdlt, akkor tetszéleges z csics a poliéder pontosan n élének
végpontja, és mindegyik €l mds-mds n — 1 feltételt teljesit eqyenldséggel a z egyenldséggel
teljesiild feltételei koziil.

Jelblés. Jelolje V,,_y az olyan z € V-ket, amelyekre N, UK, = {1,2,...,n— 1}, V, pedig
azokat, amelyekre |N, UK, | = n. Ha z € V,,_;, akkor jeldlje i, azt az indexet, ami N,-ben
és K ,-ben is szerepel (tudjuk, hogy pontosan egy ilyen i, € {1,2,...,n — 1} index van).

1, n

ze V1 | |

[ |

5= 0 o I
| II l
(Az)i =1 | I |

Nevezziik a z € V,,_; csics i,-szomszédainak a z-nek azt a két szomszédjat, amit az i.-
hez tartozo egy-egy feltétel elhagyasaval (pontosabban: az egyenlséggel valo megszoritas
elhagyasaval) kapunk.

Eszrevétel. A z csics i,-szomszédai (V,,—1 U V,)-ben vannak.

3.3.3. Allitas. Ha z € V,,_y és az eqyik i,-szomszédja 2’ € V,_1, akkor 2'-nek a z csics
1,1-Szomszédja.

Bizonyitas. Legyen F' az az egyértelmii feltétel, amit 2z’ egyenlséggel teljesit, de z nem.
Ekkor F vagy (Az), < 1 alaku, vagy z; > 0 alaka, de mindkét esetben k& = i.,, mert a
tobbi index nem szerepelhet N,,-ben is és K..-ben is. Tehat z’-nek i.-szomszédjat kapjuk,
ha az F feltételt nem koveteljiik meg egyenlGséggel. Ez pedig pont a z cstcsot adja. [

Vegyiik észre, hogy 0 € V,,, de ez sajnos nem ad Nash-egyensilyt. Az origénak viszont
van egy V,,_1 U V,-beli 2! szomszédja, amit a z, = 0 feltétel elhagyasiaval kapunk. Ha ez
Vp-beli, akkor talaltunk egy szimmetrikus Nash-egyensulyt a [3.3.2] Lemma szerint. Ha
nem, akkor lépjiink tovabb a 2! maésik i,1-szomszédjara. Ezt ismételjiik, egészen addig
amig egy V,,-beli csticsban nem ériink.

Figyeljiilk meg, hogy a lépések soran nem érhetiink koérbe: ha egy V,,_i-beli z csiicsha
érnénk vissza, akkor annak a [3.3.3] Allitas alapjan harom kiilonboz6 i.-szomszédja lenne,
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ami lehetetlen. A O cstcsba sem érhetiink vissza, hiszen neki egyetlen szomszédja van
V,_1-ben. Az algoritmus tehét a kovetkezd:

1

0. Legyen 2" az origonak a z, = 0 feltétel elhagyasaval kapott szomszédja, és legyen

j=1.
1. Ha 2/ € V,,, akkor kész vagyunk.

2. Ha nem, hagyjuk el azt az i,;-hez tartozé feltételt, amelyik nem az utols6 1épésnél
jott be, és legyen az igy kapott i,;-szomszéd 27+,

3. Legyen j := 7+ 1, és 1épjiink az 1. l1épésre.

3.3.4. Kovetkezmény (Nash). Véges stratégiahalmazi 2 személyes jatékban mindig van
Nash-egyensily.

Megjegyzés. A Lemke-Howson algoritmus véges, de lehet exponencialis futasi idejd az
A matrix méretében, hiszen a poliédernek lehet exponencialisan sok cstcsa.
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Konvex optimalizalas

4.1. Konvex halmazok

4.1.1. Alaptulajdonsagok

Definici6. Egy ¢ C R" halmaz konvex, ha tetszéleges z,y € C és 0 < A < 1-re
Ar + (1 — Ny € C. Azaz: ha egy szakasz két végpontja benne van C-ben, akkor a teljes
szakasz benne van.

Az xq,...,2;, € R” vektorok egy konvex kombinaci6ja egy olyan vektor, ami elGéll
SO Nz alakban, ahol 0 < A, <1 (i=1,...,k) és SF N\ =1,

Egy X C R” halmaz konvex burka az Osszes olyan vektorbol all, ami X véges sok
elemének konvex kombinacioja. Jelélése: conv(X).

4.1.1. Allitas (Konvex halmaz ekvivalens definicidja). C konver < conv(C) = C.

Bizonyitas. Nyilvanvalo, hogy ha conv(C) = C, akkor C' konvex. A maésik irany bizo-
nyitasdhoz legyen x = Zle Aix;. Indukciot haszndlink k-ra, k& = 2-re definicié szerint
xeC.

Tegyiik fel, hogy k — l-re igaz az &llitas. Feltehets, hogy A\; > 0 (i = 1,...,k). Legyen
A= Zf:_ll A, = Zf:_f AT:EZ Az 2’ konvex kombinaciéja k — 1 C-beli pontnak, igy
. ., . / k oy / _ / _

indukci6 szerint 2’ € C. Ekkor ) 7 Nz, = Ao’ + A\ o = A exc +(1=X) z €C. O

=1-) eC

4.1.2. Allitas. Konvex halmazok metszete konvez, akdr végtelen soké is.

Bizonyitas. Legyen C' = NC;, x,y € C. Ekkor x,y € C; minden i-re. Tehat 0 < \ < 1-re
A+ (1 =Ny e C; Vi=eC. O

Definici6. Az zq,...,x; € R” vektorok egy affin kombinaci6ja egy olyan vektor, ami
elgall Zle Aix; alakban, ahol Zle Ai = 1. Egy X C R" halmaz affin burka az 0sszes



58 4. fejezet. Konvex optimalizalas

olyan vektorbol all, ami X véges sok elemének affin kombinacidja. Ez egy affin altér,
jelolése: aff(X). Az affin burok lineéris eltoltjat lin(X) jeloli. Az X halmaz dimenzibja:
dim(X) := dim(lin(X)).

4.1.3. Allitas. Konvex C-re aff(C) = {ux + (1 — p)y : 2,y € C, u € R}.

Bizonyitas. Legyen xy,..., 2, € C, 2z = Zle wix;, ahol > p; = 1. Be kell latnunk, hogy
z el6all px + (1 — p)y alakban, ahol x,y € C. Ha pu; > 0 (i = 1,...,k), akkor 2z € C és
kész vagyunk.

Legyen pu = Zi:upo piy @ = pro %xl Ekkor z konvex kombinécio, tehat xz € C.
Legyen y = > Lig, € C. Ekkor z = px + (1 — p)y. O

;<0 1—p

Minden poliéder konvex halmaz, hiszen konvex halmazok (félterek) metszete. A kovet-
kez6kben azt vizsgaljuk, hogy poliéderek oldalainak mi a megfelelGje altalanos konvex
halmazok esetében.

Definici6. Egy ¥ C C halmaz extremdalis halmaza a C' konvex halmaznak, ha F
konvex, és teljesiil, hogy ha x,y € C-re és 0 < A\ < 1-re Az + (1 — \)y € E, akkor z € E
és y € E. Azaz: ha egy C-beli szakasz egy bels6 pontja benne van E-ben, akkor az egész
szakasz benne van.

4.1.4. Allitas. Ha max{wx : v € C'} megoldhatd, akkor az optimdlis megolddsok halmaza
extremdlis halmaz.

Bizonyitas. Legyen S az optimalis megoldasok halmaza, o pedig az optimumeérték.
Elgszor belatjuk, hogy S konvex: ha x,y € S, akkor wz = wy = «, tehat w(Az+(1-N)y) =
a.

Legyen most z € S, z = Ax+ (1 — Ay, ahol 0 < A < 1, és =,y € C. Be kell latnunk, hogy
x,y €8S.
— frnd — < — frd
a=wz=A\ tjx +(1 =X wy <Aa+(1—-XNa=a.
Sa <«

Egyenléség csak akkor lehet, ha wr = a és wy = «, azaz x,y € S. O

Példa. Henger extremalis halmazai:
0 dimenzi6s extremalis halmaz elemei (extremalis pontok): a két korlap hatarpontjai;
1 dimenzios extremélis halmazok: a henger alkotdi;
2 dimenzi6s extremélis halmazok: a két korlap;

3 dimenzids extremalis halmazok: az egész henger.

Tehat még kompakt konvex halmazokra sem teljesiil az a tulajdonsag, ami poliéderek
oldalaira igaz, hogy ¢ dimenziés extrém halmaz mindig része egy ¢ + 1 dimenzidsnak.
Azonban az oldalak néhany fontos tulajdonsiga altalanosithato extremalis halmazokra.
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4.1.5. Allitas. Ha E extremdlis halmaza C-nek, akkor E = aff(E) N C.

Bizonyitas. Legyen z € aff(E) N C. Ekkor z = px + (1 — p)y, ahol x,y € E. Ha

0 < wu <1, akkor az E konvexitdsa miatt z € E és kész vagyunk. Ha p > 1, akkor

r=1 2 —l—‘%l y . Mively € EF és £ C C, ezért y € C, tovabba mivel z € E, és F
~—

AN~
€C €E
extremalis halmaz, ezért z € E. O

Megjegyzés. Ha FE,, Fy extremalis C-ben és F; ;Ct Ly, akkor Fp extremadlis halmaza
FEs-nek.

4.1.6. Allitas. Ha E\, FEs extremdlis halmazai C-nek és E, ;Cé E,, akkor dim(E;) <

Bizonyitas. Mivel F; extremalis halmaza Es-nek, ezért F; = aff(E1)NE,, tehat aff(E;)

C
=
aff(Eg), emiatt dlm(El) < dlm(EQ) O

4.1.7. Allitas. Ha E, extremdlis halmaza C-nek, és Ey extremdlis halmaza Fr-nek, akkor
E, extremdlis halmaza C-nek.

Bizonyitas. Legyen z,y € C, 0 < A < 1, z = Az + (1 — \)y € E,. Ekkor z € E}, mert,
Es C Ey. Ey extremalis C-ben, emiatt x,y € E;. Tovabba z € E,, Ey extremalis E;-ben,
emiatt x,y € Ejs. O

4.1.8. Tétel (Minkowski, bizonyitas nélkiil). Ha C korldtos és zart konvex halmaz, akkor
C az extrém pontjainak konvexr burka.

Definici6. A C C R"™ halmaz konvex kip, ha konvex és tetszéleges v € C és A > 0
esetében A\x € C. Egy konvex kiip csticsos, ha a 0 extremélis pontja.

4.1.9. Allitas. C konvez kip csicsos < nem tartalmaz eqydimenzids linedris alteret.

Bizonyitas. =: Ha tartalmaz {uz : u € R} egyenest, akkor z € C, —z € C, tehat 0 nem
extremalis pontja.

<: Ha 0 nem extremaélis, akkor létezik z,y € C' és 0 < X\ < 1, amire Az + (1 — \)y = 0,
tehat az z-et és y-t 6sszekots egyenes egydimenzios lineéris altér C-ben. O

Definicié (Megengedett iranyok ktpja). Legyen C konvex halmaz, z € C. Ekkor a
megengedett iranyok kipja z-ben

KCz)y={zeR":3e>0,z2+dx € C V0 < <e}.

4.1.10. Allitas. K(C, z) konves kip.
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Bizonyitas. Legyen z,y € K(C,z). Az z-hez tartozo e-t jeldljiik e,-el, az y-hoz tartozot
pedig ¢,-al. Legyen ¢ = min{e,,¢,}. Legyen tovabba § < e. Ekkor

240+ (1=XNy)=ANez+dz)+ (1 —-N(z+dy) = 2+0(Ax+(1—-N)y) € C.
eC eC

4.1.11. Allitas. K(C, z) csiicsos < z extremdlis pontja C-nek.

Bizonyitas. Ha z nem extremalis pont, akkor bels6é pontja egy [z,y]| szakasznak, és
(x —2) € K(C,z), (y — z) € K(C, 2), tehat tartalmaz 0-n atmend egyenest. Ha viszont
K(C,z) tartalmaz 0-n atmend, {us : p € R} egyenest, akkor 30; : z 4+ 015 € C, J0, :
2z — 095 € C, tehat z nem extremalis. n

4.1.2. Konvex halmazok szeparaciéja

4.1.12. Tétel. Ha C zdart konvexr halmaz, és z ¢ C, akkor van eqy egyértelmd z-hez
legkdzelebbi pont C'-ben.

Bizonyitas. Legyen u = inf{|lz — z|| : = € C}. Ez véges, és létezik zF € C sorozat,
amire ||z® — z|| — p. Ennek van konvergens részsorozata, ami egy x € C ponthoz tart,
tehét ||z — z|| = p.

Ha y € C-re ||y — z|| = pu ,akkor g < |53 — 2| = p? — 1[jy — z|%, tehat y = x. O

Definici6 (Vetités konvex zart halmazra). A z ¢ C ponthoz legkozelebbi pontot C-ben a
z pont C-re valo vetitésének nevezziik, jeldlése mo(2).

Eszrevétel. Tetszileges v € C-re (v — 7o (2))7 (2 — ma(2)) < 0.

4.1.13. Tétel (Konvex szeparacios tétel). Legyen C zdrt konver halmaz, és z ¢ C. Ekkor
létezik s € R™ és € > 0: sTx < sTz — € tetszdleges x € C-re.

Bizonyitas. Legyen s = z — mo(2), és legyen € = ||s||?. Figyeljiik meg, hogy ha z € C,
akkor (z — mo(2))T (2 — mo(2)) < 0, hiszen kiilonben az [z, 7 (z)] szakaszon lenne olyan
pont, ami kizelebb van z-hez, mint 7o(z). Igy

sTe < sTmo(z) =sT 2+ st (me(2) —2) = 8Tz — e

Feladat. Bizonyitsuk be a konvexr szepardcids tétel segitségével a Farkas Lemmdt!

4.1.14. Tétel. Legyen C konver halmaz, és z ¢ C. Ekkor létezik s € R™ nemnulla vektor,
amire sTx < sTz tetszdleges x € C-re.
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Bizonyitas. Létezik z* — 2 sorozat, amire ¥ ¢ cl(C) semmilyen k-ra. Az el6z6 tétel
alapjan vannak s® nemnulla vektorok, amikre (s*)Tz < (s*)T2* tetszéleges z € C-re.
Feltehetjiik, hogy ||s*|| = 1 minden k ra. Legyen s az s* sorozat tetszéleges torlodasi
pontja; errre s'x < sTz tetszéleges v € C-re. O

4.1.15. Tétel. Legyenek C, és Cy diszjunkt konvex halmazok. Létezik s € R™ nemnulla
vektor, amire sTx < sTy tetszéleges v € Cy-re és y € Cy-re.

Bizonyitas. Legyen C' = () — Cy; ez konvex halmaz, és 0 ¢ C, tehat az el6z6 tétel
értelmében létezik s € R™ nemnulla vektor: sT2 < 0 tetszéleges x € C-re. Igy sTz < sTy
tetszéleges x € C-re és y € Cy-re. m

4.2. Konvex fiiggvények

Definicié (Konvex fiiggvény). Legyen C' C R" konvex halmaz. Az f: C' — R fiiggvény
konvex, ha tetszéleges z,y € C'és 0 < A < lesetén f(Ax+(1—N)y) < Af(x)+(1—=N)f(y).

Szemléletesen ezt tgy is mondhatjuk, hogy teszéleges x,y € C esetén az [z, y| szakaszon
a fliggvény grafikonja a két végpontot Osszekots szakasz alatt megy.

4.2.1. Tétel (Jensen egyenl6tlenség). Legyen C konvexr halmaz, f : C — R kon-

ver figgvény, tovdabbd xzi,...,x, € C, \; > 0, ¢+ = 1,... k, Zle N = 1. Ekkor
k k

i Aiwa) < 01 Aif (@i).

Bizonyitas. Indukci6 k-ra; k = 2-re igaz az allitas a konvexitas definicioja szerint. Tegyiik

fel, hogy k > 2. Legyen \ = Zf;ll Ni, = Zf;ll %xz Mivel x C-beli pontok konvex
kombinécidja, ezért x € C. Ekkor

FO37 ) = S0 + M) = fO + (1= Vo) < A(@)+ (1= W) f ()

f konvex

o

-1

\ k—1 k
=M Fw) + Mef(z) < Nif (@) + A f () = ) Nif ().
=1 A ' k i@ﬁo; k : ’Zl

O

Definici6 (Szinthalmaz). D,(f) = {z € C : f(z) < a} az [ figgvény a-hoz tartozo
szinthalmaza.

4.2.2. Lemma. Ha f konvez, akkor D, konvex tetszdleges a-ra.

Bizonyitas. Legyen z,y € D,, 0 < a < 1. Ekkor
fOr+(1=Ny) < M )+0-a)f(y)<ra+(l-Na=a

f konver  €Pe €Dq
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Megjegyzés. A lemma forditottja nem igaz: egy fliggvény minden szinthalmaza konvex
# a fiiggvény konvex. Az olyan fiiggvényt, aminek minden szinthalmaza konvex, kvazi-
konvexnek nevezziik. Példa:

4.2.3. Lemma. Legyen C konver halmaz, és f : C — R. Az [ fligguény konver <
tetszdleges x,y € C-re a ¢(N) := f(x + Ay — x)) figgvény konvez a [0, 1] intervallumon.

Bizonyitas. <: x,y € C, 0 < A < 1. Ekkor f(Ax+ (1 —=N)y) =d(1 —A) =op(0- A+ 1-

(1=0) £ AQO)+(1=X) 9(1) = Af() +(1 = V).
¢ honver = f(z) =)

=:0<v <1, A\, A €]0,1]. Ekkor

oA+ (1= v)Aa) = f(@+ (WA + (1 = v)A)(y — 7))
= fvlz+ My —2)+ (1 —v)(z+ Ay —2)))
= vi(x+ My —2) + (1 —v)f(z+ Xy —z))
f konvex

= vo(A) + (1 —v)p(A2).
[l

Analizis tanulmanyainkbol tudjuk, hogy egy nyilt [ intervallumon értelmezett, folytonosan
differencialhato ¢ : I — R fiiggvény pontosan akkor konvex, ha ¢'(x) monoton nové.
Ennek az allitdsnak egy tébbdimenzios valtozatat bizonyitjuk alabb.

Definicié. Ha f folytonosan differencidlhaté a C' konvex nyilt halmazon, akkor f gradi-
ense z-ben: Vf(z) = (2L (2),..., 2L (2)).

8131 ? axn

A gradiens segitségével kiszamolhatjuk az irAnymenti derivaltat tetszéleges s iranyban:

i S ) = f(@)

_ T
A—+0 A = V@)

4.2.4. Tétel. Legyen C konvez, nyilt halmaz, f : C — R folytonosan differencidlhato
fiigguény. Ekkor f konver < tetszéleges x,y € C-re Vf(x)'(y —x) < fly) — f(z) <
Vi (y - ).

Bizonyitas. =: f(z+ (1 =N (y—a)) = f(Az+ (1 = N)y) < Af(z) + (1 = N)f(y). Ekkor

fle+ (1 -N(y —x)) - f(z)

Y < fly) — f().
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Ha A — 1, akkor a baloldal tart az iranymenti derivalthoz az x pontban, azaz V f(z)7 (y —
x)-hez. A masik egyenlStlenséget ugyanigy bizonyithatjuk z-et és y-t felcserélve.

«: Tetszbleges z,y € C-re Vf(x)'(y —x) < Vf(y)'(y — x). Ekkor tetszéleges 0 < \; <
A2 < 1szamokra: V f( Aoz +(1—X)y)T (z—y) < VFf(AMz+(1—\)y)T (z—y) Ezek szerint
@' (\) monoton noéves, tehat ¢ konvex, és igy f konvex. O

Definicié (Hesse méatrix). Legyen C konvex és nyilt halmaz, f kétszer folytonosan diffe-

rencidlhato fiiggvény a C' halmazon. f Hesse matrixa: (V2f(z));; = 8izng (x).

4.2.5. Tétel. Ha f kétszer folytonosan differencidlhatd, akkor konver < V2 f(x) pozitiv

szemidefinit minden x € C-re.

Bizonyitas. =: 2 € C, y € C, s = y — x. Ekkor sTV2f(x)s = ¢”(0). A konvexitasbol
kovetkezik, hogy ¢”(0) > 0, hiszen ¢ monoton névé. A C halmaz nyilt, igy tartalmaz x
koriili gdmbét, ezért sTV2f(x)s > 0 Vs € R", tehat V2f(x) pozitiv szemidefinit.

<0 < sV2f(z+As)s = ¢"(N). Igy ¢” >0V € [0,1] = ¢ monoton novs = f konvex. [

4.3. Feltétel nélkiili optimalizalas

Definici6. Az f : C — R fiiggvénynek z € C' lokalis minimuma, ha 3 ¢ > 0 amire
f(z) > f(z) Vo € B(z,e) N C, ahol B(z,¢) az z koriili € sugara gémb.

T € C globalis minimum, ha f(z) > f(z) vz € C.

4.3.1. Tétel. Ha f konvex és T lokdlis minimuma f-nek, akkor globdlis minimuma is.
Bizonyitas. f(z) < f(Z) = f(Ax+ (1 —N)Z) < Af(z) + (1 =N f(Z) < f(T) tetszGleges
0 < X <1 esetén. Tehat x tetszbleges kornyezetében van kisebb értékd pont. O]
4.3.2. Tétel. Legyen C nyilt, konvex halmaz, és f konvex, folytonosan differencidlhato
figgvény C-n. Fkkor & globdlis minimum < V f(z) = 0.

Bizonyitas. <: legyen = € C tetszéleges. Ekkor

0=Vf@)(zr—1) S J@) = f@) = f@) 2 [(@).
E2.4 tétel

=: tetsz6leges s € R"re: f(Z + As) > f(Z) ha A elég kicsi (z + As € C). Ekkor
JERIIE) > () tart az iranymenti derivalthoz: V f(Z)Ts-hez ha A — 0. Tehat V f(z)7s >
0Vs € R* = Vf(z) = 0. O

Definici6é. A C konvex halmaz relativ belseje
rint(C) = {z € C': tetszbleges y € C-re a' € C és 0 < A < 1: x = A2/ + (1 — Ny}
A C halmaz relativ nyilt, ha C' = rint(C).
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4.3.3. Tétel. Legyen C' relativ nyilt, konvex halmaz, és f konvex, folytonosan differenci-
dlhaté fiigguény C-n. Ekkor T globdlis minimum < V f(Z)Ts = 0 Vs € lin(C).

Bizonyitas. <: legyen = € C tetsz6leges. Ekkor

0=Vi@' @ -2) < f@)-f@)=f@) =@
elin(c) EZ4 tétel

= tetszGleges s € lin(C)-re: ha A elég kicsi, akkor  + As € C, tehat f(z + \s) > f(Z).
Ekkor w > 0 tart az irAnymenti derivalthoz, V f(z)s-hez ha A — 0. Tehat
Vf(z)s > 0Vs € lin(C). O

4.4. Feltételes optimalizalas

A konvex optimalizalasi (KO) feladat a kévetkezd:

min f(x)
reC
gi(x) <0 (i=1,...,m),

ahol C' C R" konvex, és f, g; (i = 1,...,m) konvexek C-n és folytonosan differencialhatoak
C' egy nyilt kornyezetében.

Definicié. A megengedett megoldasok halmaza Cy = {x € C': g;(x) <0 (i=1,...,m)}.
A megengedett megoldasok halmaza konvex, mivel konvex fiiggvény szinthalmazai konve-
xek, és konvex halmazok metszete is konvex.

Megjegyzés. Altalaban C, nem relativ nyilt (ha az, akkor az optimalités sziikséges és
elégséges feltétele, hogy a gradiens meréleges a lineéris altérre). Példaul n =m = 1,

flx) = a?
g(z)=1-z
C=R

Definici6é. Az z pontban a megengedett iranyok kupja

K(z):={seR":3¢>0: tetszbleges 0 < XA < e-rax+ As € C,}.
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K () tulajdonsagai:

4.4.1. Tétel. T optimdlis megolddsa a (KO) feladatnak < V f(z)Ts > 0 Vs € K(T)

Bizonyitas. <: Legyen 7 # x € Cy, s = x — . Ekkor s € K(z). Tudjuk, hogy

fla) = f(@) = Vi@)'s 20 = f(z) > f(2).

= Legyen s € K(z). Ekkor definici6 szerint 3e > 0: zy ==z + As € C, VO < A < e.
fxy) > f(7) = {2000 > 0 Ha A — 0, akkor 0 < LER29TE) g ()7, O

4.4.1. A Karush-Kuhn-Tucker tétel

Feltételes optimalizalds esetén is hasznos lenne a globalis optimumot a gradiensekkel jel-
lemezni, azaz a Vf(z), Vg;(x) (i = 1,...,m) vektorok ismeretében eldénteni, hogy x
globélis optimum-e. Sajnos van arra példa, hogy két feladatban adott = pontra a V f(z),
Vygi(z) (i =1,...,m) értékek megegyeznek, de az egyikben x globalis optimum, a masik-
ban pedig nem.

A fenti példaban az (a) feladatnal és a (b) feladatnal a gradiensek 0-ban ugyanazok, de
mig (a)-ndl —oo az infimum, addig (b)-nél C, = {0}, tehat az optimum 0.
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Definici6é. A (KO) feladatnak x Slater pontja, ha

i) z € rint(C),
ii) gi(x) <0 (i=1,...,m),

iii) g;(z) < 0 ha g; nemlinearis.
A (KO) feladat Slater regularis, ha van Slater pont.

Az el6z6 példanal (a) esetben tetszdleges (x1,0) pont Slater pont, tehat a feladat Slater
regularis, mig a (b) esetben nincs Slater pont, mert 0 az egyetlen megengedett pont, ami
nem teljesiti a i) tulajdonsagot: g»(0) = 0, de go nemlinearis.

4.4.2. Tétel (Karush-Kuhn-Tucker). Legyen C relativ nyilt és (KO) Slater reguldris.
Ekkor & € C, optimdlis megolddsa a (KO) feladatnak < 3, >0 (i=1,...,m): ;=0
ha g;(Z) <0, és

Viz)+ Z 1;Vg:(Z) merdleges lin(C)-re.

i=1

Bizonyitas. <: Legyen I = {i € {1,...,m} : ¢;(x) = 0}. Vegyiink egy tetszGleges
s € K(z) vektort, ami persze lin(C')-ben van. Ekkor tudjuk, hogy

0=s"(Vf(z)+ Z Vg (7)) = sV f(z) + Z sV gi(Z).

De Y7 1is"Vgi(Z) < 0 mert > s Vgi(z) = > is’ Vgi(z), és i € I esetén
s'Vg;(z) < 0, mert s megengedett irdny és g;(7) = 0. Tehat 0 < sV f(Z) = 7 optimélis
megoldas.

=: Indirekt tegyiik fel, hogy Bp; > 0, i € I amire Vf(Z) + Y icr MiVgi(Z) merdleges
lin(C)-re. A Farkas lemma szerint ekkor Jv € lin(C):

v Vgi(7) <0 (1el),
IV F(z) < 0.

Legyen x* Slater pont. Ekkor g;(z°) < 0 Vi, igy

e haiel: gj(2*)—¢gi(z) <0 = Vg(z)(z*—17) <0,
—_— ~~

<0 -0 gi konvex

e ha i € [ és g; nemlinearis: g;(z°) < 0= Vg;(Z)(z* — ) < 0.

Legyen s = v + §(z® — &), 0 > 0. Ekkor tudjuk:
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e sclin(C),
o i €[ esetén Vg;(7)s? <0,
e ha i€ [ és g; nemlinedris: Vg;(7)s” <0,

e clég kicsi -ra Vf(z)s” < 0, mert Vf(z)v” <O0.

Valasszuk o-t ilyen kicsinek. Az igy kapott s segitségével talalhatunk egy Zz-nal kisebb
értékid megengedett pontot. Elég kis € > 0-ra a kovetkez6k mind teljesiilnek:

e 7 +es € C (mert C relativ nyilt),

o f(z+es) < [f(7),

e i € I, g; nemlinearis: ¢;(T +es) < ¢;(z) =0,
e i €[, g; linearis: g;(T +es) < g;(z) =0,

e hai¢ I: ¢;(T+es) <0 mert g;(Z) <0 és g; folytonos fiiggvény.

Tehat 2 +es € C, és f(T +es) < f(Z), azaz T nem optimalis. O

4.4.2. Lagrange duélis

A kovetkezGkben a linearis programozas dualitas-tételének konvex altalanositéasat fogjuk
bebizonyitani a Karush-Kuhn-Tucker tétel segitségével. Ehhez elGszor definiadljuk a Lag-
range fliggvényt, amit ugy is tekinthetiink, hogy a g;(xz) < 0 feltételek megsértését vala-
milyen szorzoval (linedrisan) biintetjitk. A linearitds miatt viszont jutalmazni kell, ha a
feltételek béven teljesiilnek.

Definicié (Lagrange fiiggvény). = € C-re és p € R7'-re
Lz, ) == f(2) + Y pigi(x)
i=1

A Lagrange fiiggvény tulajdonsagai:

i) Ha z € C, akkor L(x, ) < f(z);
ii) Ha x € C'\ Cy akkor 3u: L(x, 1) > f(z);
Adott p-re legyen L(p) := inf{L(x,pn) : z € C}. Az els6 tulajdonsagbol kévetkezik, hogy

L(p) <infiec, f(x). Az L(p) érték kiszdmolasa egy feltétel nélkiili konvex optimalizalasi
feladat.



68 4. fejezet. Konvex optimalizalas

Definici6. A SUD e L(p) feladatot Lagrange dualis feladatnak nevezziik.

Feladat. Mutassuk meg, hogy a Lagrange dudlis feladat is eqy konver optimalizdldsi fel-
adat.

4.4.3. Tétel (Gyenge dualitas). Ha L(p) = f(z), p € R}, z € Cy, akkor T optimdlis
megolddsa a (KO) feladatnak, és i optimdlis megolddsa a Lagrange dudlis feladatnak.
Bizonyitas. L(p) < f(z) = L(i) < f(x) tetszbleges u € RT-ra és x € Cy-re. O
4.4.4. Tétel (Er6s dualitas). Ha C relativ nyilt, o (KO) feladat Slater reguldris és
optimdlis megoldds, akkor 3 € RT, amire L(1) = f(Z).

Bizonyitas. Ha T optimalis, akkor a Karush-Kuhn-Tucker tétel szerint i € R, amire

(1) Vf(@)+ >, Vg (T) merdleges lin(C)-re;
(2) ha g;(z) < 0, akkor i, = 0.

Elgszor belatjuk, hogy T optiméalis megoldasa a min,cc L(z, i) feladatnak, azaz L(f) =
L(z, ).

A mingec L(z, 1) feladat konvex fliggvény minimalizalasa relativ nyilt halmazon. Tudjuk,
hogy = optimalis < V,_; L(z, i) merdleges lin(C)-re.

VeezL(2, i) = Voez(f(z) + Z figi(z)) = Vf(z) + Z 1V 9;(Z)

ami merdleges lin(C)-re (1) szerint.

Ezutan belatjuk, hogy L(z,fi) = f(Z). Definicio szerint L(Z, i) = f(Z) + > v, 1igi(T).
De Y~ fi;9;(z) = 0, mert

e (2) szerint: ha g;(z) < 0, akkor f1; = 0;
ezclF=g(z)<0Vie{l,...,m}.

Tehét belattuk, hogy L(i) = L(z, p) = f(Z). O
Megmutatjuk, hogy linearis programozasi feladat esetén ez a tétel tényleg az erés LP
dualitasnak felel meg. Tekintsiik az R := {z : Qz < b} nemiires poliédert, ahol ) € R"™*",
és legyen ¢ € R™ a maximalizalando célfiiggvény. A mostani jelsléseinkkel f(z) = —cTx

—o0 ha ﬂTQ 7& CT7
—pTbha pt'Q = ct.

z€ER™

L(p) = inf —c'z + p"(Qr —b) = {

A feladat Slater-regularis, mert R nemiires és minden g; linearis. Ha Z optimalis megoldas,
akkor a fenti tétel szerint létezik 1 € R, amire L(f1) = f(Z). Ez pont azt jelenti,
hogy 17'Q = ¢!, tehat i megoldasa a dudlis feladatnak, és ji’b = c''z.
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4.5. Megoldasi modszerek

Konvex programozasi feladatokat altaldban nem lehet a szimplex modszerhez hasonlé moé-
don megoldani, mert az optimum nem feltétleniil éretik el extremalis pontban, és ha igen,
akkor is lehet végtelen sok extremaélis pont. Ennek ellenére a konvexitas sokat segit a meg-
oldhatosagban, és fontos specialis eseteket (példaul a szemidefinit feladatokat) meg lehet
oldani polinom idében. Az alabbiakban néhany egyszert altalanos modszert ismertetiink,
amik konvergilnak az optimumhoz.

4.5.1. Megengedett csokkenési irany keresése

Definici6. Az s vektor megengedett csokkenési irany z°-ban, ha Je > 0, hogy tet-
sz6leges 0 < A < e-ra f(z + Xs) < f(2°) és 2° + As € F.

Megengedett csokkenési irdny z%-ban a kivetkezd LP feladat megoldasaval kereshetd:

max u
Vi) 's+u<0
Vgi(x") s +u <0 ha g;(2°) = 0 és g; nem linearis,
Vgi(x") s <0 ha g;(2°) = 0 és g; linearis,
u>0
-1<5s;<1 (j=1,...,n),
s € lin(C)

4.5.1. Allitas. Ha (s, u) megoldds, ahol u > 0, akkor s megengedett csikkenési irdny.

Bizonyitas. Vf(2°)Ts < 0, tehat s csokkenési irdny. Masrészt Vg;(2°)Ts < 0 ha g;(2°) =
0, és Vg;(2°)Ts < 0 ha g; nemlinearis, tehat s megengedett irany. O

4.5.2. Allitas. Ha a feladat Slater reguldris, akkor ha z° nem optimdlis, akkor (s, u)
megoldds, amire u > 0.

Bizonyitas. Ha z° nem optimalis, akkor Jv € lin(C):

v'Vgi(z) <0 (i=1,...,m),

IV f(z) < 0.
Legyen x*® Slater pont. Ekkor g;(x*) < 0 Vi, igy

e ha g;(z) =0: ¢g;(2°) —g:(7) <0 = Vg(z)(z*—7) <0.
<0 -0 gi konvex



70 4. fejezet. Konvex optimalizalas

e ha ¢;(z) = 0 és g; nemlinearis: g;(z*) < 0= Vg;(z)(z* — z) <0.
Legyen s = v + 0(x® — &), § > 0. Ekkor tudjuk:

o s lin(C);

e ha ¢;(z) = 0, akkor Vg;(7)sT < 0;

e ha ¢;(Z) = 0 és g; nemlinearis, akkor Vg;(z)s? < 0;

e elég kicsi d-ra V f(z)s? < 0, mert V f(z)vT < 0.
Valasszuk -t elég kicsinek az utolso feltételnek megfelelGen. Szorozzuk meg s-t egy ska-
larral ugy, hogy —1 < s; <1 Vj. Ehhez az s-hez valaszthatunk megfelels u > 0-t. ]
4.5.2. Gradiens modszer

Legyen f : R® — R konvex, folytonosan differencidlhato fliggvény. Ennek szeretnénk a
minimumét megtaldlni. Tegyiik fel, hogy 2° € R™ pontban vagyunk.

4.5.3. Allitas. 2°-ban az irdnymenti derivdlt a —V f(2°) irdnyban a legkisebb (azonos
normdji vektorok kéziil).

Bizonyitas. s iranyban az iranymenti derivalt: V f(z°)Ts.

TVIEYVA = i VD
Tehat —V f(2°) a legmeredekebb csokkenési irany. ]
Algoritmus
2 e R, k=0.

1. Kiszdmoljuk s = —V f(2%)-t. Ha s = 0, akkor kész vagyunk.
2. Legyen \* = argminy g, f(z* + Xs).
3. Legyen z**t! = oF + \Fs.
4. k:=k+ 1, és tovabb az 1. 1épésre.
4.5.4. Allitas. f(zF+1) < f(a¥)
Bizonyitas. s irdnyban az iranymenti derivilt: —V f(z*)TV f(2*) < 0. O

4.5.5. Tétel. Ha D = {x € R" : f(z) < f(z°)} kompakt, akkor az 2", x', x2, ... tetszéleges
Z torloddsi pontja optimdlis megolddsa a feladatnak.
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Bizonyitas. Vegyiink egy 291,272, ... — 7 konvergens részsorozatot. Mivel f folytonos,
ezért lim; o, f(27) = f(Z) és lim; o Vf(2%) = Vf(Z). Legyen s = —Vf(z). Ekkor
V Z)'s<0és =0« s=0.

Masrészt: tetsz6leges A > 0-ra és i-re f(z/i+1) < f(27th) < f(a¥i — AV f(2%)). Az i — oo
hataratmenet mutatja, hogy f(z) < f(Z+\s) tetszdleges A > 0-ra. Tehat w > 0.
Ha A\ — 0, akkor azt kapjuk, hogy Vf(Z)T's > 0= s =0 = Vf(Z) = 0 = T optimalis. [

4.5.3. Aranymetszés modszer

A fenti modszerben a N = argminycg, f (2 4+ \s) kiszdmolasahoz meg kell oldanunk
egy egydimenzios konvex fliggvény minimalizalasi feladatot. Persze ezt is csak kozelitéleg
tudjuk megoldani. Egy lehetséges megoldasi modszer az Aranymetszés modszer, ami nem
csak differencialhaté fiiggvényekre alkalmazhato.

Legyen f konvex fiiggvény R-en. Az algoritmus egyre csékkend méreti intervallumokat
ad, amik garantaltan tartalmaznak optimélis megoldast. Minden 1épésben adott lesz a; <

Bi < i < 6;, amikre f(oy) > f(5), f(vs) < f(05), és

51'—041' 52'—041'

Yi— a0 — S Vh—1

Kiindulasként ¢ = 0-ra talalunk ilyeneket. A konvexitasbol kovetkezik, hogy van optimalis
megoldas az [«;, d;] intervallumban.

Az aranymetszés szabalya miatt az is teljesiil, hogy

Bi — 0 — i

Vi — Oy 51—51_(1

Az altalanos lépésben osszehasonlitjuk az f(5;) és f(v;) értékeket. Két eset van:

e Ha f(5;) < f(v:): legyen

Ayl = Oy
Bit1 = qa; + (1 — @)y
Vit1 = i

div1 ="V
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e Ha f(8i) = f(7:): legyen

Qip1 = fi
Biv1 =i
Yiy1 = q0; + (1 — q)B;
dip1 = 0;

Konnyen ellendrizhetd, hogy az 4j pontok is teljesitik a feltételeket, az [ay, 0] intervallum
hossza g-szorosara csokken, és csak egy 1j fiiggvényértéket kell kiszadmolni.

4.5.4. Newton modszer

Tegyiik fel, hogy f : R™ — R kétszer folytonosan differencialhaté konvex fiiggvény.

Legyen f méasodrendd kozelitése:
1
gro(2) = f(2") + V(@) (2 = 2%) + (2 = 2") V2] (@) (@ = 2°).

Ekkor V2q,o(x) = V2f(2°) pozitiv szemidefinit, mert f konvex, tehat g,o(x) konvex.
Minimalizaljuk g,o(x)-et:

T optimalis < V.0 (Z) =0
———
V(20 V2 £ (9) (7—a0)
Tegyiik fel, hogy V?f(x°) invertalhato:
7 optimalis & 7 = 2° — (V2 f(2°)) 'V f(2).

Algoritmus. Tegyiik fel, hogy f szigortian konvex (tehat V2 f(x) pozitiv definit). 2° €
R" k= 0.

1. Kiszamoljuk V f(z%)-t és V2f(2*)-t. Ha Vf(2*) = 0, akkor kész vagyunk.
2. P =gk — (V2f(2%)) IV f(2).
3. k:=k+1 és tovabb az 1. 1épésre.

E_ f=h)

Megjegyzés. Az egydimenzios esetben xF1 = 2 — )

Megjegyzés. Ha V2 f(2%) nem invertalhato, akkor vegyiik helyette V2 f(2*) + al-t vala-
milyen megfelelGen valasztott a-ra.
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