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1. Minden metszetkip egyben generalt kup is

Ebben a fejezetben kicsit egyszeriibb bizonyitast adunk arra a tételre, hogy minden metszetkap el6all
generalt kupként. Felhasznaljuk a Farkas Lemmat, valamint azt a tételt, hogy minden generalt kup
el6all metszetkipként.

Egy A € R™*™ métrixra legyen My = {x € R" : Az < 0}, G4 pedig jelolje az A sorai altal
generalt kipot R™-ben. Tudjuk, hogy G4 el6all metszetkiipként, azaz van olyan k € Z szam és B €
€ RF*™ métrix, hogy G4 = Mp.

1.1. tétel. M4 = Gp.

Bizonyitas. Elészor a Gg C M4 tartalmazast bizonyitjuk. Mivel G4 = Mp, A minden sora benne
van Mp-ben, azaz BAT < 0. De ez ekvivalens azzal, hogy ABT < 0, vagyis B minden sora benne van
M 4-ban, amibdl kévetkezik, hogy Gg C M 4.

Az My C Gp tartalmazast indirekten latjuk be. Tegytk fel, hogy létezik z € M4 \ Gp. Mivel
z ¢ Gp, a Farkas Lemma szerint létezik olyan y” € R™ vektor, amire yB” > 0 és yz < 0. Legyen
r = —yT; ekkor Bx < 0 és 272z > 0. Az el6bbi azt jelenti, hogy @ € Mp, tehdt G4 = Mp miatt
r € Gy, azaz létezik AT € R™, hogy T = MA. Viszont z € My azt jelenti, hogy Az < 0, igy a
kovetkezo egyenlotlenséget kapjuk:

xT2 = (M\A)z = A(Az) <0,

ami ellentmond 27z > 0-nak. O

2. Minimalis koltségili k-nagysagu folyam

Ebben a fejezetben a jegyzetben szereplonél kicsit egyszertibben mutatjuk be a minimélis koltségl
folyam algoritmust, a min-max tétel bizonyitasa nélkiil. Legyen D = (V| E) egy irdnyitott graf, és
s € V egy kijelolt forras, t € V pedig egy kijelolt nyel6. Adottak g € Zf élkapacitasok, és ¢! € ]Rf
élkoltségek.

Az aldbbiakban fSleg egészértékii megengedett folyamokkal foglalkozunk, azaz olyan = € ZF vek-
torokkal, amikre g, (v) = d;(v) minden v € V'\ {s, ¢} cstcsra, és 0 < z. < g. minden e € F élre. Az x
folyam nagysdga 6,(s), a kéltsége pedig cx = 3 cp Cee.

2.1. definicié. Az x € ZF egészértékii megengedett folyam extrém, ha cx < cx’ minden olyan 2’
egészértékli megengedett folyamra, amire d,/(s) = d,(s). Méshogy fogalmazva, x minimalis koltségili a
vele azonos nagysigu egészértékii megengedett folyamok kozott.

Legyen K a maximdlis folyamnagysig. A célunk az, hogy minden k£ € {0,1,..., K} értékre ki-
szamoljunk egy k-nagysagu extrém folyamot. Ha k = 0, akkor ¢ nemnegativitdsa miatt az x = 0
folyam nyilvanvaléan extrém. Elég tehat azt a feladatot megoldanunk, hogy ha mar ismeriink egy
k-nagysagu extrém folyamot, ahol k < K, akkor ennek segitségével polinom idében szamoljunk ki egy
(k+1)-nagysagi extrém folyamot. Latni fogjuk, hogy ez a Ford-Fulkerson algoritmus kis médositasaval
megtehetd.



Legyen tehét x egy k-nagysdgu extrém folyam. A D, = (V, E,) segédgrifot a szokdsos mdédon
definialjuk:
Ey ={uwv:uw € B, Tyy < guoy U{uv : vu € B, Ty, > 0},
ahol az el6bbi tipusu éleket D, eldre-éleinek, az utobbi tipustakat D, hdtra-éleinek nevezziik. Vezessiik
be a kovetkez6 sulyozast D, élein:

, {cuv ha wv elére-él D, -ben, ()

—Cyu ha wv héatra-él D,-ben.

2.2. lemma. Ha x extrém, akkor ¢ konzervativ silyozds.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekt, hogy van egy C negativ irdnyitott kor D, -ben a ¢’ stlyozasra nézve.
Legyen o’ € ZF a kovetkezd:

Tyy +1  ha uv elére-él C-ben,
Tl =< Tuy —1 ha vu hatra-él C-ben,

T egyébként.

gedett folyam. A koltségére pedig azt kapjuk, hogy cax’ = cx + ¢/(C), ami szigortian kisebb mint cz,
hiszen ¢(C) < 0 a feltevésiink szerint. Ez azonban ellentmond annak, hogy = extrém. O

Tudjuk, hogy D, -ben létezik iranyitott s — ¢ t, hiszen k < K, tehat a Ford-Fulkerson algoritmus
talal javité utat. Mivel ¢ konzervativ, a Bellman-Ford algoritmussal polinom id6ben tudunk egy -
re nézve minimalis silyi s — ¢ utat taldlni Dg-ben. Az aldbbi lemma mutatja, hogy egy ilyen Ut
segitségével tudunk (k + 1)-nagysigi extrém folyamot konstrudlni.

2.3. lemma. Legyen P eqy ¢'-re nézve minimdlis silyi s — t 4t Dy-ben, és definidljuk az x' folyamot
a kovetkezdképpen :

Tyy +1  ha uv elore-él P-ben,
Ty =\ Tuw — 1 ha vu hdtra-él P-ben,

Toyw egyébként.
Ekkor x' extrém (k + 1)-nagysdgi folyam.

Bizonyitds. A definiciokbdl latszik, hogy 2’ egy (k+1)-nagysigi egészértékii megengedett folyam. Azt
kell tehat belatnunk, hogy az ilyen folyamok kozott a legolesébb. Legyen x* egy legolcsobb ilyen folyam;;
megmutatjuk, hogy ca’ < cx*. Ehhez definidlunk egy uj D* = (V, E*) segédgréfot a kovetkezSképpen:

E*={uwv:uv € E, xy, <z, } U{uv:vu € E, x4y, > z,,},

ahol az elébbi tipusu éleket D* eldre-éleinek, az utébbi tipustakat D* hdtra-éleinek nevezziik. Vegyiik
észre, hogy E* C FE,.

2.4. allitas. D*-ban van irdnyitott s — t 4it.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekt, hogy nincs, és legyen U az s-b6l D*-ban elérhetd csticsok halmaza.
Ekkor D*-ban nem 1ép ki él U-bdl, tehat D-ben minden U-bdl kilép6 uv élen x,, > x,, és minden

uv?
U-ba belép6 vu élen x,,, < x},. Ez azonban azt jelenti, hogy k = §,(U) — 02 (U) > 0,+(U) — 02+ (U) =
=k + 1, ami ellentmondés. (Az els6 és utolsé egyenléség azért teljesiil, mert s € U és t ¢ U, tehat az
U-bdl kilép6 és U-ba belépd folyam kiilonbsége egyenld a folyamnagysaggal.) O

Legyen Q egy irdnyitott s — ¢ it D*-ban. Definidljuk a kovetkezd egészértékii z” folyamot :

* ” ,
x5, —1 ha uv elére-él Q-ban,

= xr, +1 ha vu hitra-él Q-ban,

*

x’U/U

egyébként.



Megfigyelhetjiik, hogy ” megengedett folyam, hiszen ha uv elére-él Q-ban, akkor x, > y,+1 > 1, és

cx” = cx* — (Q). Az is vildgos, hogy =" egy egészértékii k-nagysigu folyam, tehat nem lehet olesbb,
mint z, ami extrém k-nagysagt folyam. Igy cx < ca’ = ca* — ¢(Q), azaz cx + ¢(Q) < cx*.

Masrészt Q C E* C E, és P egy /-re nézve minimélis stilyd s — ¢ Gt D, -ben, tehat ¢/ (P) < ¢(Q).
Az egyenl6tlenségeket felhaszndlva azt kapjuk, hogy

cr' =cx+(P) < cx+(Q) < cx*.

Ezzel a lemmaét bebizonyitottuk. O

A lemmat alkalmazva az azonosan 0 folyambol kiindulva minden k& € {0,1,..., K} értékre meg
tudunk talalni egy k-nagysagui extrém folyamot. A futdsi id6 O(K|V||E]), mivel K-szor kell a Bellman-
Ford algoritmust futtatni.

Felvetédik a kérdés, hogy egy extrém folyamndl lehete-e olcsObb egy ugyanolyan nagysidgi nem-
egészértéki folyam. A kiévetkezd tétel megmutatja, hogy ez lehetetlen.

2.5. tétel. Legyen x egy extrém k-nagysdgi folyam, és x' € R egy tetszéleges megengedett k-nagysdgi
folyam. Ekkor cx < cx’.

Bizonyitds. Definidljuk D, élein a ¢’ silyozast igy mint (1)-ben. A 2.2. Lemma szerint ¢’ konzervativ,

c sz

sége a kovetkezot jelenti a D iranyitott grafon:

Ty — Ty < Cyp ha uv € E és xyy < Gu,

Ty — Ty = Cyp ha uv € B és Ty, > 0.
Legyen z, = x, — x. (e € E); ekkor z dram, hiszen = és 2’ is k-nagységi folyam. Ha z,, > 0, akkor

Ty < Thyy < Guos tehdt m, — my < cyp. Mésrészt ha zy,,, < 0, akkor @y, > 2, > 0, tehdt 7, — 7, > cy-
Igy a kovetkezot kapjuk:

cr' —exr =cz = Z CeZe + Z CeZe > Z (Ty — Tu) Zuw + Z (Ty — Tw) Zuw

ecF:z.>0 ecF:z.<0 UVEFE:24,>0 UWVEF: 244, <0
= Z (o = Tu) 2up = Z To(0:(v) — 02(v)) =0,
uwel veV
Azaz cx < cx’, bizonyitva a tételt. O

3. Konvex optimalizalas

3.1. Konvex halmazok

Egy C C R™ halmaz konver, ha tetszéleges x € C, y € C pontokra és 0 < A < 1 szdmra Az + (1 —
— ANy € C. A definiciobdl kovetkezik, hogy tetszéleges szamu konvex halmaz metszete is konvex, és
minden féltér konvex, igy minden poliéder is konvex.

3.1. definicié. Az 2! € R",..., z* € R" vektorok egy affin kombindcidja egy olyan vektor, ami elall
S \iz? alakban, ahol 2F_| \; = 1. Egy X C R™ halmaz affin burka az Gsszes olyan vektorbél all, ami
X véges sok elemének affin kombinacidja. Ez egyben a legsziikebb affin altér, ami tartalmazza X-et;
jelolése: aff(X). Az affin burok linedris eltoltjat lin(X) jeloli. Az X halmaz dimenzidja: dim(X) =
= dim(lin(X)). Az X halmaz lezdrtjat ugy kapjuk, hogy X-hez hozzavessziik az X-beli pontsorozatok
torl6dési pontjait; ezt cl(X) jeloli. Az X halmaz zdrt, ha cl(X) = X, és nyilt, ha R™ \ X zart.



Konvex halmazok szeparacidja

Az aldbbiakban || - || a vektor hosszat, azaz a 2-normajat jeloli.

3.2. tétel. Ha C C R™ zdrt konvex halmaz és z ¢ C, akkor van egy egyértelmi z-hez legkozelebbi pont
C-ben.

Bizonyitds. Legyen o = inf {||x — z|| : x € C}, és legyen B = {x € R" : ||z — z|| < 2a}. Létezik
¥ € BNC (k=1,2,...) pontsorozat, amire ||z¥ — z|| — u, és mivel B N C korlatos és zart, ennek a
pontsorozatnak van konvergens részsorozata, ami egy z* € C ponthoz tart. Igy [|z* — z|| = p.

Ha 7' € C-re ||z’ — z|| = p, akkor £ € C' és Z52 — 2 meréleges o/ — z*1a, {gy p? < || 252 —
— z||> = pu? — |2’ — 2*||%, ami csak 2’ = 2* esetén lehetséges. O

3.3. definicié (Vetités konvex zart halmazra). Legyen C zéart konvex halmaz. A z ¢ C ponthoz
legkozelebbi pontot C-ben a z pont C-re val6 vetiiletének nevezziik, jelolése mo(2).

3.4. tétel (Konvex szepardcios tétel). Legyen C C R™ zdrt konver halmaz, és z ¢ C. Ekkor létezik
wl € R™ és e > 0, amire wr < wz — ¢ tetszéleges v € C-re.

Bizonyitds. Figyeljiikk meg, hogy ha = € C, akkor (z — nc(2))T (z — mo(z)) < 0, hiszen kiilénben az
[z, 7c(2)] szakaszon lenne olyan pont, ami kozelebb van z-hez, mint 7¢(z). Legyen w = (z — mo(2))7,

és legyen e = |w||?. Igy wz < wre(2) = wz — w(z — 1o(2)) = wz — €. O

A konvex szeparacids tétel segitségével alternativ bizonyitas adhaté a Farkas Lemmara.

3.5. tétel (Farkas Lemma). Legyen A € R™*™ és b € R". Az Az = b, x > 0 rendszer akkor és csak
akkor nem megoldhaté, ha JyT € R™: yA >0, yb < 0.

Bizonyitds. Csak a nemtrivialis irdnyt bizonyitjuk. Legyen K az A oszlopai altal generdlt kup R"-ben.
Ez konvex zart halmaz, és b ¢ K, igy a konvex szeparaciés tétel szerint 3w’ € R™: wx < wb minden
x € K-ra. Ez csak ugy lehet, hogy wx < 0 minden z € K-ra (specidlisan A minden oszlopéra), hiszen
tetszéleges A > O-ra Az is K-ban van. Igy wA < 0; mésrészt 0 € K miatt wb > 0. Tehat y = —w j6
valasztas. O

A kovetkez6 célunk nem feltétleniil zart halmazokra is belatni egy elvalasztasi tételt. Ehhez sziik-
ségiink van a kovetkezd lemmara.

3.6. lemma. Legyen C' C R"™ konvex halmaz, z ¢ C, és B egy z-t tartalmazé nyilt halmaz. Ekkor
BN C nem sirii B-ben.

Bizonyitds. Mivel B nyilt, 1étezik olyan S C B, |S| = n + 1 halmaz, amire z az S konvex burkdnak
belsejében van. Ha BN C siirti B-ben, akkor minden s € S ponthoz tetszélegesen kozel van B N C-beli
pont, tehdt létezik olyan S’ C BNC halmaz, amire |S'| = n+1, és z az S’ konvex burkdnak belsejében
van. Ez azonban ellentmond annak, hogy z nincs C-ben. O

3.7. tétel. Legyen C C R™ konvex halmaz, és z ¢ C. Ekkor létezik wT € R™ nemnulla vektor, amire
wr < wz tetszdleges x € C-re.

Bizonyitds. Jelolje cl(C) a C halmaz lezartjat. Mivel z ¢ C, a 3.6. lemma szerint z-nek minden
kérnyezetében van pont, ami nincs cl(C)-ben. Igy 1étezik z* — 2 pontsorozat, amire zF ¢ cl(C)
semmilyen k-ra. A 3.4 tétel alapjan léteznek w® nemnulla sorvektorok, amikre wFz < w*z" tetszéleges
x € C-re. Feltehetjiik, hogy ||w*|| = 1 minden k ra. Legyen w a w* sorozat tetszéleges torlédési pontja;
erre ||w|| = 1, tehat w # 0, és wx < wz tetszéleges x € C-re. O

3.8. megjegyzés. A 3.7. tételben az egyenlStlenséget nem cserélhetjiik le szigoru egyenlStlenségre.
Ha példaul C' = {(z1,x2) : 1 > 0 vagy (z1 = 0 és x2 > 0)}, akkor (0,0) ¢ C, de nincs olyan w amire
wz < 0 minden x € C-re.

3.9. tétel. Legyenek C; C R™ és Cy C R™ diszjunkt konvexr halmazok. Létezik wl € R™ nemnulla
vektor, amire wx < wy tetszdleges x € Ci-re és y € Co-re.

Bizonyitds. Legyen C' = C1 — Cq. Ez konvex halmaz, és 0 ¢ C, tehat a 3.7. tétel értelmében létezik
w? € R™ nemnulla vektor, amire wz < 0 tetsz6leges z € C-re. Igy wa — wy < 0 tetszéleges x € Cy-re
és y € Cy-re. O



3.2. Konvex fiiggvények

3.10. definicié (Konvex fiiggvény). Legyen C' C R™ konvex halmaz. Az f : C' — R fuggvény konvez,
ha tetsz6leges x,y € C' és 0 < A < 1esetén f(Azx+ (1 — N)y) < Af(x)+ (1 = N)f(y).

Szemléletesen ezt ugy is mondhatjuk, hogy tesz6leges x,y € C esetén az [z, y] szakaszon a fiiggvény
grafikonja a két végpontot 0sszekotd szakasz alatt megy.

3.11. definicié. Az f : C — R filiggvénynek z € C lokdlis minimuma, ha z-nek van olyan B nyilt
kornyezete, amire f(z) > f(z) minden z € BN C-re. A z € C pont f-nek globdlis minimuma, ha
f(z) > f(2) minden x € C-re.

3.12. tétel. Ha f konvex és z lokdlis minimuma f-nek, akkor globdlis minimuma 1s.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy z nem globdlis minimum, tehdt van x € C, amire f(x) < f(z). Legyen
B a z egy tetsz6leges nyilt kornyezete. Ekkor 1étezik 0 < A < 1, hogy Az 4+ (1 — A)z € BN C. Viszont
fOAz+ (1 —=XN)z) < Af(x)+ (1 =N f(2) < f(2), tehdt z nem lokalis minimum. O

A globalis minimumok jellemzéséhez vezessiik be a szubgradiens fogalmat.

3.13. definicié. A konvex C' C R™ halmazon értelmezett f fliggvénynek z € C pontban a w € R"
vektor szubgradiense, ha w! (x — z) < f(x) — f(2) minden = € C-re. A szubgradiensek halmazat 0f(z)
jeldli.

Figyeljiik meg, hogy z pontosan akkor globdlis minimuma f-nek, ha 0 € 0f(z). A kévetkezékben
bebizonyitjuk, hogy C nyilt halmazon értelmezett konvex fiiggvénynek mindenhol létezik szubgradi-

c sz

3.14. lemma. Legyen C C R™ konvexr halmaz, és f : C — R egy figguény. Vezessik be a H(f) =
= {(z,t) e R .t > f(x)} jelolést. Az f fiigguény pontosan akkor konver, ha H(f) konvex halmaz.

Bizonyitds. Ha f nem konvex, akkor 1étezik z,y € C' és 0 < X\ < 1, amire f(Ax + (1 — N)y) > \f(z) +
+ (1= X)f(y). Ekkor 1éteznek t; > f(z) és ta > f(y) szdmok, hogy f(Ax+ (1 —N)y) > M1+ (1 — A)ta.
Mivel (x,t1) € H(f) és (y,t2) € H(f) de (Ax + (1 — Ny, M1+ (1 — N)ta) ¢ H(f), azt kapjuk hogy
H(f) nem konvex.

A forditott irdnyhoz legyen f konvex fiiggvény, és legyen (z,t1) € H(f) és (y,t2) € H(f). Mivel
t1 > f(x) és to > f(y), az f konvexitdsa miatt Aty + (1 — N)ta > f(Azx + (1 — N)y), tehdt A(z,t1) +
T+ (=N ) € H ), .

3.15. tétel. Legyen C C R"™ nyilt konvex halmaz, és f : C — R konvex fligguény. Ekkor tetszdleges
z€ C-re 0f(2) # 0.

Bizonyitds. A 3.14. lemma szerint H(f) konvex halmaz, és a definici6ja szerint (z, f(z)) ¢ H(f).
A 3.7. tétel szerint létezik (w,\) € R"! nemnulla vektor, amire w?x + M < w?z + Af(z) minden
(x,t) € H(f) esetén. Mivel t > f(z) esetén (z,t) € H(f), A nem lehet pozitiv. Ha A = 0, akkor
w # 0, és w'z < w'z minden = € C-re; ez azonban ellentmond C' nyiltsaganak. Igy A negativ, és
atskaldzassal feltehetjiik, hogy A = —1. Tehat w’z —t < w’z — f(2) minden z € C-re és t > f(x)-re,
figy t — f(z) hatardtmenettel azt kapjuk, hogy w? (z — 2z) < f(x) — f(2) minden x € C-re, vagyis
w e If(z). O

A szubgradiensek a gyakorlatban rendkiviil fontos szerepet jatszanak a konvex optimalizalasi fel-
adatok megoldasaban, féleg abban az esetben, ha a minimalizdland6 f fiiggvény nem feltétleniil dif-
ferencidlhaté. A legegyszeriibb hasznalhaté algoritmus a kdvetkezé szubgradiens mddszer: kiindulunk
egy tetszbleges ¥ € C pontbdl, és minden iterdciéban az aktudlis pont egy szubgradiensével ellentétes
irdnyba tesziink egyre csokkend nagysagu lépéseket (és megallunk, ha 0 szubgradiens).

Formaélisan, legyen C' C R" nyilt konvex halmaz, és f : C — R konvex fiiggvény. Legyen emellett
T1,T2, ... pozitiv szdmoknak egy olyan monoton csokkend végtelen sorozata, amire > ;2 7; = oo, de

2,72 < 00. Legyen 2° € C tetsz6leges, és definidljuk a kovetkezd pontsorozatot :

pF = gk — min{y, Ak/Q}wk,



ahol w* € 0f(2*) egy tetszéleges nemnulla szubgradiens, és A\, = sup{\ € Ry : ¥ — Aw* € C}. Az
algoritmus megall, ha 0 € df(x*), azaz x* optimélis megoldés. Be lehet l4tni, hogy bizonyos technikai
feltételek mellett a szubgradiens mddszer konvergal egy olyan ponthoz, ami minimalizalja f-et.

A szubgradiens médszer érdekessége, hogy eléfordulhat, hogy f(z*+1) > f(«*), ugyanis a szubgra-
dienssel ellentétes irdnyban nem feltétleniil csokken a fiiggvényérték. A mddszer hatékonysaga inkdbb
a kovetkez6 tulajdonsdgnak koszonheto:

3.16. allitas. Legyen z € C tetszdleges, és w € Of(z) egy tetszéleges nemnulla szubgradiens. Ekkor
minden olyan x € C pont, amire f(z) < f(2), az {x € R" : wl'e < wl2} nyilt féltérben van.

Bizonyitds. Ha x nincs a fenti nyilt féltérben, akkor w’z > w’z, tehdt a szubgradiens definici6ja
szerint f(x) > f(2) +wl(z — 2) = f(2) +wlax —wlz > f(2). O

Az &llitds alapjan a szubgradiens mddszer ugy miikodik, hogy mindig az optimalis megoldast
tartalmazo nyilt féltérbe 1ép be a féltér hatararol, a hatarhipersikra meroleges irdanyban.
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