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Bevezetés

Az operaciokutatas (Operations Research) fogalma a II. vilaghabora soran alakult ki,
eredeti jelentése hadmiveleti kutatas. AlapvetGen nagy rendszerek (hadsereg, nagyval-
lalatok, halozatok) tervezési, iranyitasi, iizemeltetési probléméinak matematikai mod-
szereivel foglalkozik. Részét képezi az alkalmas matematikai modellek megtalalasa il-
letve kifejlesztése, e modellek matematikai vizsgalata beleértve hatékony algoritmusok
kidolgozasat és végiil az algoritmusok implementélasa, megfelel§ informatikai kornye-
zetbe dgyazasa, és az eredeti gyakorlati feladaton torténé alkalmazasa.

A jelen munka az ELTE TTK matematikus alapképzésben tartott két féléves Opera-
ciokutatas c. el6adas anyagat oOleli fel. Az el6adas elméleti és alkalmazott matematikus
szakiranyi hallgatoknak szol. Legf6bb célja a matematikai hattér bemutatasa valamint
azon gyakorlati problémak felvazolasa, amelyek alapvetfen motivaltak a szobanforgd
matematikai modellek kialakulasat és vizsgalatat.

Mindvégig azt a kettds célt tartottuk szem el6tt, hogy egyrészt megadjuk a szilard
alapokat azon hallgatoknak, akik kés6bb az Operéacidkutatas kiilonféle dgaival részle-
tekbe mengen akarnak majd foglalkozni, masrészt kell6képp tajékoztassuk azon hall-
gatokat is a matematikai alapkultirahoz tartozé legfontosabb operacidkutatési ered-
ményekr6l, akik kés6bbi tanulméanyaik sordn mas iranyban szakosodnak majd.

A jegyzet némileg bévebb, mint ami egy kurzus soran ténylegesen bemutatasra
keriil, de célunk volt, hogy az érdekl6dé hallgaté jobban el tudja helyezni az elhang-
zottakat, biztosabb alapokhoz és szélesebb kitekintéshez jusson.

Bar formalisan bevezetésre keriilnek, el6feltételként sziikség van olyan grafelméleti
alapfogalmakra, mint at, kor, fa, paros graf, aciklikus digraf, Euler graf, parositas,
kromatikus szam, tovabbé az sem bizonyul hatranyosnak, ha az olvasé talalkozott mar
olyan alaptételekkel, mint Menger és Kdénig tételei, vagy olyan algoritmusokkal, mint
Kruskal moh6 algoritmusa és a Dijkstra algoritmus. Hasonloképp tamaszkodunk a
linearis algebra olyan alapfogalmaira és eredményire, mint példaul vektortér, determi-
nans, linearis egyenletrendszer megoldhatosaga, Gauss eliminéci6. Amire valojaban itt
szitkséglink van, azt a Linearis egyenletrendszerek c. fejezetben Osszefoglaljuk. (Ez a
fejezet csak segédanyag és értelemszeriien nem szerepel a kurzuson.)

Végiil nélkiilozhetetlen valamiféle elgzetes tajékozottsag az algoritmusok mibenlété-
r6l illetve a hatékonysdguk fogalmérol, futasi idérél. A jegyzetben speciélis hangsilyt
fektetiink a polinomialis futéasideji algoritmusok bemutatasara. Céljainkhoz elegen-
d6, ha ezt a fogalmat, akarcsak az NP és NP-teljesség fogalméat, csak szemléletesen
vezetjiik be és hasznaljuk.

A jegyzet nem csupén definiciok, tételek, algoritmusok és bizonyitasok akkuratusan
Osszedllitott gytjteménye: igyekeztiink a motivaciokat, keresztkapcsolatokat, a fogal-
mak hatterét megvilagitani. Két olyan szakasz is van (az 1.1 és a 3.1.1), amely inkabb
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csak ,mesebeszéd” abban a tekintetben, hogy nem konkrét matematikai eredmények
ismertetését, mint inkdbb a szemlélet megalapozasat szolgaljak.

Nemegyszer el6fordul, hogy ugyanarra a tételre tobb bizonyitast is adunk, nem
mintha egyetlen bizonyitas nem volna kell6képp meggy6z6, hanem azért, mert a bizo-
nyitasi gondolatot legalabb olyan fontosnak tartjuk, mint a bizonyitasra keriils tételt
magat. Néha pedig egy kés6bb bizonyitasra keriilg tételt, allitdst korabban feladat-
ként kittiziink, mert az olvas6 gyakran jobban jar, ha sajat maga is megprobalkozik a
bizonyitassal.

Az anyag elsé fele az elmult kozel hisz esztendd oktatési tapasztalatain alapul. A II.
félév anyagat tartalmazza a jegyzet tovabbi harom fejezete. Miutdn az Operaciokutatés
IT. targy csak a BSc képzés indulasakor keriilt bevezetésre, a 6-8. fejezetek mogott
értelemszertien kevesebb oktatasi gyakorlat all.

Az 1. félév anyaga, amelyet az elsé ot fejezet dolgoz fel, tartalmilag harom részre
oszlik. Az Optimalizélas grafokon cimii fejezet attekinti a grafokra, héalézatokra vo-
natkoz6 alapvet optimalizalasi feladatokat, bemutatja az ezeket motivald gyakorlati
alkalmazasokat és ismerteti a legfontosabb megoldé algoritmusokat. Ezutan keriilnek
ismertetésre a linearis programozas alapfogalmai és eredményei, beleértve a Farkas
lemmat és a dualitas tételt. Végiil a harmadik részben elmagyarazzuk, hogy a gréafra
vonatkozo alaptételek (Gallai, Egervary, Hoffman tételei) és ezek kiterjesztései miként
kovetkeznek a teljesen unimoduléris méatrixok egy elegans tulajdonsagat hasznalva a
Farkas lemmabdl illetve a Dualitas tételbdl.

Az utols6 harom fejezet a II. félév anyagénak nagy részét tartalmazza. Kimaradt
a jatékelmélet alapjainak ismertetése, mivel ez megtaldlhato a Jatékelmélet c. online
jegyzetben. A hatodik fejezet a szimplex modszer kiilonféle valtozatait mutatja be,
koztiik a folyam feladatok megoldasara szolgald halozati szimplex modszert. Ezutan
az egészértékid linearis programozés alapvetd modszereit ismertets fejezet kovetkezik,
végiil pedig a konvex optimalizalas elméletének alapjait (Karush-Kuhn-Tucker tétel,
Lagrange dudlis) és a legegyszertibb megoldasi modszereket ismerheti meg az olvaso.

Ezaton mondunk koszonetet Szeszlér Davidnak a rendkiviil alapos lektori munka-
jaért, hasznos megjegyzéseiért és tanicsaiért, valamint Papp Olganak, aki a méasodik
féléves anyagot Kiradly Tamas el6adasai alapjan lejegyzetelte; a 6-8. fejezetek az altala
leirtak tovabbfejlesztéseként jottek létre. Végiil felhivjuk a figyelmet az Operdcidkuta-
tds példatar jegyzetre, amely feladatgytijteményként szolgél a jelen anyaghoz.

Budapest, 2013. augusztus

Frank Andras és Kiraly Tamas
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1. fejezet

Optimalizalas grafokon

Ebben a fejezetben grafokra vonatkozo optimalizélasi problémakat vizsgalunk, bemu-
tatva a megoldasukra szolgal6 algoritmusokat. Feltételezziik, hogy az olvas6 méar talal-
kozott a grafelmélet olyan alapfogalmaival, mint cstcs, él, pArhuzamos élek, kor, vagas,
fa, erds, iranyitott és iranyitatlan graf, stb.

1.1. Algoritmusok hatékonysagarol

Bevezetésképp az algoritmus fogalmarol, algoritmusok hatékonysigardl illetve leallasi
feltételekrsl adunk roviden szemléletes tajékoztatast. Az itt szerepld tételek és bizo-
nyitasok csupéan a felvet6ds fogalmak, gondolatok illusztralasara szolgélnak.

Az algoritmus szemléletes fogalma mara mar a koznyelvbe is beszivargott: vala-
miféle utasitas sorozatot, forgatokonyvet jelent, amely egy inputnak nevezett kiindulé
helyzetbdl elemi lépések megadott sorozataval javasol eljutast egy megcélzott véghely-
zetbe. Egy szakdcskonyv algoritmusok gyijteménye. Két szam Osszeszorzasa éppugy
algoritmussal torténik, mint mondjuk egy haromszég megszerkesztése a hdrom suly-
vonalabol. Algoritmust ad meg Karinthy, amikor leirja miképp lehet eljutni a Cs6mori
uttol egészen a Filatori gatig.

Kérdés persze, hogy mit is értiink elemi 1épésen. Ez rajtunk illetve a szituacion
mulik. Amikor rantottat készitiink, a tojas feltdrése, vagy a hagyma felszeletelése te-
kinthet6 elemi miiveletnek. Ha egy hotel séfjeként egy szaz f6s tarsasagnak kell gondos-
kodni a reggelijérél, akkor maga a rantotta készités tekintheté elemi miiveletnek. Ez
az egymasba agyazasi szemlélet jellemz6 az algoritmikus gondolkodasmodra: koréb-
ban elkészitett egyszeriibb algoritmusokat gyakran hasznalunk kész segédeszkozként
—szubrutinként— egy Osszetettebb algoritmus készitésekor.

Egy algoritmustol elsésorban azt varjuk, hogy véges legyen, de ez valojaban még
édeskevés, hiszen ha az alapstruktira véges, akkor tobbnyire nem okoz lekiizdhetetlen
nehézséget a véges sok lehetGséget mind szamba venni, legalabbis elvben. Ugyanakkor
a lehetGségek szama tipikusan olyan nagy, hogy még viszonylag kis példakon is kilé-
tastalan a teljes attekintés akar a legjobb szamitogépet hasznalva. Tekintsiik példaul
azt a feladatot, amelyben egy n ponti G = (V, E) grafrol el kell dénteniink, hogy a
pontjait meg lehet-e szinezni k szinnel tgy, hogy egy szinosztalyon beliil nem vezet
él. (Ezt nevezhetjiik jo szinezésnek.) Ha a grafban barmely két pont szomszédos, agy
pontosan akkor létezik jo szinezés, ha k > n. Ha van két nem-szomszédos cstcs, akkor
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1. fejezet. Optimalizalés grafokon 5

a feladatot kétfelé vaghatjuk, annak megfelelGen, hogy a két cstics azonos szint kap-e
majd vagy kiilonbozét.

1.1.1. Allitas. Amennyiben u és v nem-szomszédos csicsok, gy G-nek pontosan akkor
létezik jo szinezése, ha a G' és G" grifok kozil legaldbb az eqyiknek létezik, ahol G' az
u és v cstucsok dsszehizdsaval keletkezik G-bdl, mig G az uj uwv €l hozzdaddsdval.

Biz. Ha G-nek 1étezik jo szinezése, Ggy az u és v szine vagy megegyezik vagy kiilonbo6z6.
Az els§ esetben G'-nek kapjuk egy jo szinezését, a masodikban G”-nek. Megforditva,
mind G'-nek, mind G”-nek egy jo szinezése természetesen Kiterjesztheté G jo szinezé-
sévé. e

Az allitas kozvetleniil megad egy rekurziv algoritmust, ami nyilvan véges. Ugyan-
akkor az eljards a gyakorlatban hasznalhatatlan méar viszonylag kis grafok esetén is
(n > 30), mert minden lépésben megduplazodik a grafok szama. Ez az algoritmus te-
héat exponencialis 1épésszamu a bemend graf méretének fiiggvényében. (Egy graf vagy
egész szam mérete szemléletesen a szamitogépes tarolasukhoz sziikséges bitek szdma.)
Altalanos tapasztalat, hogy exponencialis vagy nagyobb lépésszamu algoritmusok a
gyakorlat szamara gyakran hasznalhatatlanok. Ennek hatterére vilagit ra a kdvetkezd
Osszehasonlito tablazatocska. Feltéve, hogy a szamitogépiink masodpecenként egymillio
elemi utasitést képes végrehajtani, a futasi id§ az input n-nel jeldlt méretének fiiggve-

nyében a kovetkezSképp alakul egy n’-es, n3-os, 2"-es és egy n! lépésszami algoritmus
esetén.
Lépésszam: n? n? on n!

n=10 <Imp <Imp <1Imp 4mp

n=30 <lmp <1lmp 18p 10% év

n=50 <1Imp <I1Imp 36év rengeteg év

n=100 <1lmp 1mp 107 év rengeteg év

n=1000 1 mp 18 p rengeteg év  rengeteg év

n =10000 2p 12nap rengeteg év rengeteg év

Akkor tekintiink hatékonynak egy algoritmust, ha a lépésszama a bemend adatok
méretének egy hatvanyaval korlatozhato. Az ilyen algoritmust polinomialis futaside;jii-
nek nevezik (szemben az exponencialis vagy még nagyobb futasidejii algoritmusokkal).
A tovabbiakban a lépésszam és futasidé szavakat egymaés szinonimaiként hasznaljuk.
Egy tulajdonsagrol vagy a tulajdonsag meglétét firtaté problémardl azt mondjuk, hogy
P-ben van, ha létezik polinomialis futasidej algoritmus a tulajdonsag meglétének az el-

lenérzésére. Kozismert példaul, és alabb latni is fogjuk, hogy egy graf 2-szinezhetGsége
P-ben van.

A f6nok elv avagy a leallasi szabaly

Miel6tt azonban konkrét hatékony algoritmusok tervezésérdl szot ejtenénk, fontos ki-
hangstulyozni, hogy megfogalmazhaté egy kozbeiktatott kérdés, éspedig az, hogy meg
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lehet-e adni valamiféle eszkozt annak ellenérzésére, hogy az (egyeldre esetleg ismeret-
len) algoritmus altal szolgaltatott végeredmény vajon helyes-e, anélkiil, hogy az algo-
ritmust nekiink ujra futtatnunk kéne. Ez a kérdés tokéletesen filiggetlen magatol az
algoritmustol, vagyis attol, hogy a keresett eredményt miképp is kaptuk meg.

Kis szines illusztracioként a kérdést a kovetkezd alakban szoktak megfogalmazni.
Munkahelyi fénokiink kiad egy megoldandé feladatot, példaul egy nagyméretdi Ax = b
linearis egyenletrendszer egy megoldasat kell meghataroznunk. Két napon at éjjel-
nappal dolgozunk a probléman, és végiil megtaldlunk egy megoldast, amit boldogan
visziink a fonoknek. O természetesen kivancsi arra, hogy a megoldasunk helyes-e.
Joszerencse, hogy ehhez egyaltalan nem kell a mi szamitasainkat ellenériznie, hanem
egyszerl behelyettesitéssel gyorsan el tudja dénteni a helyességet. De mi van akkor, ha
a konkrét rendszernek éppenséggel nincsen megoldasa? Ekkor abban a kényelmetlen
helyzetben taladljuk magunkat, hogy hidba dolgoztunk éjjel-nappal, azt vagyunk kény-
telenek féndkiinknek jelenteni, hogy nem talaltunk megoldast. Kérds arckifejezésére
semmi jobbal nem tudunk valaszolni, minthogy el6vessziik a 25 oldalnyi szamitast és
elkezdjiik a részleteket magyarazgatni, amire a fénok joggal valaszolja azt, hogy neki
nincs ideje két napi munka minden részletét lépésrél lépésre ellendriznie. A kérdés
tehat az, hogy nem létezik-e valami olyan bizonyiték (igazolvany, tantsitvany), amit
lehet ugyan, hogy csak hosszadalmas szamitgatassal lehetett megkapni, de ha mar egy-
szer rendelkezésre 4ll, akkor a f6nok arra rapillantva rogton meggyézve érezheti magat,
hogy a konkrét egyenletrendszernek valoban nincs megoldasa. Mas szoval egy konnyen
ellendrizhets leallasi szabalyt keresiink: végiil is legelGszor sajat magunkat kell meg-
gy6zniink, hogy algoritmusunk helyes végeredményt adott.

Egyszeri dolgunk van, ha az egyenletrendszerben szerepel példaul a 2x +y = 4 va-
lamint a 2x+vy = 5 egyenlet, hiszen ezeket egyszerre persze, hogy nem lehet kielégiteni.
Még azt is konnyen fel tudjuk ismerni, hogy az x +y =1, x + 2y = 3 és 2x + 3y = 100
rendszer nem oldhat6 meg, hiszen az els két egyenlet 6sszege 2z + 3y = 4 ellentmond
a harmadik egyenletnek. Sajnos nagyon is jol el lehet képzelni, hogy a rendszer meg-
oldhatatlansagara nincs mindig ilyen egyszeri ok, marpedig a célunk éppen az lenne,
hogy az Osszes ilyen okot feltarjuk.

Mindenesetre ha az A sorainak létezik olyan linearis kombinécidja, amely a sorokat
a 0 vektorba viszi, de a jobboldali b vektort egy nem-nulla szamba, azaz ha létezik
olyan y, amelyre yA = 0, yb # 0, akkor egész biztos, hogy az Ax = b nem oldhato
meg, mert egy = megoldasra azt kapnank, hogy 0 = (yA)z = y(Ax) = yb # 0. Vagyis,
ha egy ilyen y-t visziink el a fénoknek, akkor behelyettesitéssel rogton tudja ellendrizni,
hogy yA = 0, yb # 0 és igy biztos lehet abban, hogy az Ax = b-nek valéban nincs
megoldasa. A {6 kérdés az, hogy ha a konkrét Ax = b linearis egyenletrendszernek nincs
megoldésa, akkor erre vajon mindig létezik-e ilyen y tanusitvany. Eppenséggel elvileg
nagyon is elképzelhets, hogy bizonyos rendszerek megoldhatatlansigaért valoban egy
ilyen y felel, méasok megoldhatatlansagaért viszont valami mas szerkezeti baj. Az élet
napfényes oldalahoz tartozik a linearis algebranak az az elegans tétele, miszerint a
konkrét esetben nem lehet méasféle baj, azaz:

1.1.1. Tétel. Egy Ax = b linedris egyenletrendszer akkor és csak akkor NEM oldhato
meg, ha létezik olyan y, amelyre yA =0 és yb # 0.

Megjegyezziik, hogy itt a tétel csak egy gondolat illusztracidjaul szolgél. Bizonyi-
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1. fejezet. Optimalizalés grafokon 7

tasa az tételnél szerepel majd.

Térjiink most vissza a grafszinezési problémara és az elgz6ek mintajara vizsgaljuk
meg, hogy itt létezik-e ledllasi szabdly, azaz egy olyan eszkoz, amelynek segitségével
egy rendelkezésiinkre bocsatott valasz helyességét gyorsan ellenGrizni tudjuk anélkiil,
hogy a valaszhoz vezetG szamitas részleteit at kellene vizsgalnunk. Mindenesetre, ha
valaki betoppan a graf pontjainak egy k-szinezésével, akkor azt gyorsan (azaz polinom
id6ben) tudjuk ellendrizni, hogy a szobanforgé szinezés jo-e, vagyis azt, hogy minden é1
két végpontja tényleg kiilonbo6zé szint kapott-e. Ha azonban az a véilasz, hogy az illetd
graf pontjainak nem létezik jo k-szinezése, gy ezt nem tudjuk maéasként ellendrizni,
mint a feladat djra megoldaséval.

Nézziik a kovetkez6 harom tételt. Az els6 egy graf 2-szinezhetségére, a masodik
a 3-szinezhetGségre, végiil a harmadik az altalanos k-szinezhet&ségre ad sziikséges és
elegendd feltételt.

1.1.2. Tétel. Egy G = (V, E) grif pontjainak akkor és csak akkor létezik jo 2-szinezése,
ha a grdfban nincs pdratlan élszama (roviden péaratlan) kor.

Biz. Ha egy kor pontjainak létezik jo piros-kék szinezése, akkor az egyik piros pontjatol
kérbe menve a pontok szinei valtakozva piros-kék szintiek, tehat a kor Gsszesen péaros
sok ponthol all, vagyis egy paratlan kort nem lehet 2 szinnel jol szinezni. Emiatt egy
paratlan kort tartalmazo6 grafot sem lehet, tehat a feltétel sziikséges.

Az elegend@ség igazolasahoz feltehetd, hogy a graf dsszefliggd, mert kiilonben a bi-
zonyitast kiilon végezhetjiik az Osszefliggd komponensekre. Tekintsiik a grafnak egy
tetszbleges F feszits fajat, és nézziik ennek egy kivalasztott s pontjatol a graf pontjai-
nak fabeli tavolsagat. Szinezziik meg a pontokat két szinnel aszerint, hogy ez a tavolsag
paros vagy paratlan. Ha minden él két végpontja kiilonb6z6 szint, akkor megkaptuk
a jo 2-szinezést. Ha mondjuk az uv él két végpontja egyszini, akkor az u-bol illetve a
v-b6l a faban s-be vezets Py[u, s illetve Psv, s] titnak létezik egy egyértelmi els6 kozos
pontja. Ezt z-vel jelolve, a P[u, z] és a P[v, 2] részutak élszama azonos paritasu, tehat
az altaluk és az uv él altal alkotott kor paratlan elemszama. e

1.1.3. Tétel. Egy G = (V, E) grif pontjainak akkor és csak akkor létezik jo 3-szinezése,
ha az éleinek van olyan aciklikus irdnyitdsa, amelyben minden egyirdnyd it hossza (=
élszama) legfeljebd 2.

[Az aciklikus digraf definiciojat lasd alabb az . szakasz elején. Egy G iranyitatlan
graf irdnyitdsan azt értjiik, hogy G minden wv élét az uv vagy a vu irdnyitott élek
valamelyikével helyettesitjiik.|

Biz. Ha a graf pontjainak {Vi, V5, V3} egy jo 3-szinezése, azaz minden él kiilonbo6zé
V; osztalyok kozott vezet, akkor az Osszes élt iranyitsuk az alacsonyabb indext osztaly
végpontjatol a magasabb indexi felé. Ily moédon egy olyan aciklikus iranyitast kapunk,
amelyben nincsen 2-nél hosszabb egyirdnyu tt.

Megforditva, tekintsiik a grafnak egy aciklikus iranyitasat, amelyben nincsen 2-
nél hosszabb ut. Jeldlje Vi azon pontok halmazit, melyekb6l nem lép ki él, V5 azokét,
melyekbdl nem 1ép ki é1 V —Vi-be, és végiil V3 azokét, melyekbdl nem 1ép ki él V — (VU
Vs)-be. A konstrukecié miatt semelyik él két végpontja sem lehet ugyanabban a V;-ben.
Azt kell csak kimutatnunk, hogy minden cstcs benne van a V;-k valamelyikében.
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A konstrukciobol adodik, hogy minden Va-beli csticsbol 1ép ki é] Vi-be és minden Vs-
beli csticsbol 1ép ki él Va-be, és igy minden V3-beli pontbol indul ki 2-éld ut. Marpedig
ha indirekt egy s pont semelyik V;-ben sincs benne, akkor 1ép ki beléle ¢l valamely
v € Vi3-ba, de akkor az sv élt a v-bdl induld 2-é14 attal kiegészitve mar harom éld utat
kapnank, ellentmondésban a tétel feltevésével. e

1.1.4. Tétel. Egy G = (V, E) grdf pontjainak akkor és csak létezik jo k-szinezése, ha
létezik eqy olyan ¢ : V — {1,2,... k} leképezés, hogy minden uwv € E élre p(u) # ¢(v).

Ugyan mindharom tétel sziikséges és elegend6 feltételt ad, azonban e tételek infor-
maci6 tartalma nagyon is kiilonb6z6. Az tétel semmi méas, mint egy (fontoskodo)
atfogalmazasa az eredeti definicionak, és igy teljesen értéktelen.

Az és tételek mar nem semmitmonddak és bizonyitasuk is nagyjabol egy-
forma nehézségii, de még ez a két tétel is jellegében alapvetSen eltér egymastol. Az
tétel megadta azt a konnyen ellendrizhetd tantsitvanyt (a paratlan kort), amely igazol-
ja egy konkrét graf 2-szinezhetGségének lehetetlenségét. Az tétel ilyesmivel nem
szolgalt: nem latszik, hogy mit6l volna egyszertibb (mint ahogy nem is az) a haroméli
utat nem tartalmaz6 aciklikus irdnyithatosagot ellenGrizni, mint a jo 3-szinezés meglé-
tét. Tehat az tétel nem tekinthetd masnak, mint a 3-szinezhetGség egy ekvivalens
atfogalmazasanak, mig az[[.1.2]tétel a 2-szinezhetdség ,jo karakterizacioja”. Kicsit még
jobban megvilagitja a helyzetet, ha az tételt ,kiforditva” fogalmazzuk meg: Egy
grdf akkor és csak akkor NEM szinezhetd kettd szinnel, ha tartalmaz pdratlan kért. Ez
azért jo karakterizicio, mert nemcsak egy konkrét 2-szinezés helyessége ellenérizhetd
gyorsan, hanem egy korrél is régton ellenérizhetd, hogy valoban a grafban van-e és
hogy tényleg paratlan sok éle van.

Azt mondjuk, hogy egy tulajdonsiag NP-ben van (nem-determinisztikusan polino-
mialis), ha a tulajdonsag meglétére létezik polinom idGben ellenérizhets bizonyiték.
(FIGYELEM, FIGYELEM, VESZELY: az NP révidités NEM a polinom idében va-
16 megoldhatosag tagadasat jelzi!) Azt mondjuk, hogy egy tulajdonsig co-NP-ben
van, ha a tulajdonsag hidnyara létezik polinom idében ellendérizhetd bizonyiték. A
k-szinezhetség NP-ben van (egy megadott szinezésrdl polinom idében kénnyt eldon-
teni, hogy jo-e). Az tétel szerint a 2-szinezhetGség co-NP-ben is van, ugyanakkor
a 3-szinezhetGségrsl ezt nem tudni (és éppenséggel az az altalanos vélekedés, hogy
nincsen). Egy mésik kozismert tulajdonsag, a grafok sikbarajzolhatosaga szintén NP-
ben van (egy konkrét sikbarajzolas helyessége konnyen ellendrizhets) és Kuratowski
tétele nyoman co-NP-ben is van. Kuratowski tétele ugyanis azt mondja ki, hogy egy
graf pontosan akkor NEM sikbarajzolhato, ha tartalmaz felosztott Ks-t (6tpontu teljes
graf) vagy Kjs-t (3-haz 3-kut graf). E grafokrol ugyanis az Euler formula segitségével
egyszeri dolog kimutatni, hogy nem sikbarajzolhatok, és ezért ilyen részgrafok jelenléte
valoban gyorsan ellenérizhets igazolvanyt jelentenek a graf sikbarajzolasanak lehetet-
lenségére. (Jaratosabb vagy kiilonosen éles szemi olvasoink kedvéért megjegyezziik,
hogy a sikbarajzolhatosagra csak az jelentene valoban gyorsan ellenérizheté bizonyi-
tékot, ha a graf csticsai nem tal nagy, egészértékd koordinataji pontokba keriilnek.
Nem-triviélis tétel biztositja ennek lehetdségét.)

Vannak olyan tulajdonsagok is, amelyekrsl ranézésre sem az nem vilagos, hogy
NP-ben vannak, sem az, hogy co-NP-ben. Példaul, egy grafot perfektnek nevez-
nek, ha minden feszitett részgrafjdnak a kromatikus szdma egyenls a részgrafban 1évé
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maximalis teljes részgraf (:klikk) pontszamaval. Lovasz kimutatta, hogy a perfektség
co-NP-ben van és nemrégiben az NP-beliségét is igazoltdk. (E paragrafus a veszteség
érzése nélkiil kihagyhato, ha valaki nem hallott még perfekt grafokrol.)

Figyeljiik meg, hogy a P-beli tulajdonsagok (problémék) automatikusan NPNco-
NP-ben vannak, hiszen egy polinomiélis algoritmus teljes futasa és igy a szolgaltatott
végeredmény helyessége is polinom idében ellenérizhetd.

Az tétel fenti bizonyitasa konnyen atalakithatd algoritmussa, amely polino-
mialis futasidében vagy megtalalja a keresett 2-szinezést vagy pedig a 2-szinezés le-
hetetlenségét igazold péaratlan kort. Nem ismeretes polinomialis algoritmus egy graf
3-szinezhetGségének eldontésére. Raadéasul erds jelek utalnak arra, hogy ilyen algorit-
mus nem is létezhet. Kimutattak ugyanis, hogy a 3-szinezhetGség problémaja NP-teljes
abban az értelemben, hogy ha erre létezik polinomialis algoritmus, akkor valamennyi
NP-beli probléma megoldaséra is 1étezik. Marpedig tengernyi egyéb NP-teljes feladat
van, amelyek egyikére sem ismert polinomiélis algoritmus. Néhany NP-teljes tulajdon-
sag: a grafban van Hamilton kor, a graf élei k ponttal lefoghatok, a graf élei 3 szinnel
megszinezhetdk, a grafban létezik legalabb k éld vagas.

Fontos megjegyezni, hogy a fentebb bevezetett polinomialitas fogalma a hatékony-
sag egy lehetséges elméleti megragadasa. (Egy masik lehetdség példaul a legrosszabb
eset lépésszamanak becslése helyett az atlagos lépésszamot nézni). Tapasztalatok sze-
rint ez legtobbszor egybeesik az algoritmus gyakorlati hatékonysagaval, bar nem min-
dig.

Végiil megjegyezziik, hogy a fenti meggondolasok ebben a formaban csupan a szem-
léletet orientald eszmefuttatasoknak tekintheték, hiszen valojaban még azt sem vezet-
tiik be, hogy mit is értiink algoritmuson. A Turing gép (amely nem egy fizikailag létezd
»gép”, hanem egy matematikai definicio) segitségével mindez a Bonyolultsagelmélet c.
targy keretében keriil felépitésre. A helyzet szerkezetileg némileg ahhoz hasonld, mint
amikor egy fiiggvény folytonossidgarol beszéliink. Egyrészt ¢l benniink egy szemléletes
kép, amely szerint egy fiiggvény akkor folytonos, ha ,a ceruza felemelése nélkiil” le lehet
rajzolni. Ez felel meg az algoritmus fogalmarol él6 szemléletes képiinkek. Masrészt van
a folytonossag formalis definicidja, amely a szemléletes folytonossag képet akarja meg-
ragadni. Ezzel 4ll paArhuzamban a Turing gép, amely az algoritmus intuitiv fogalmat
igyekszik formalizalni.

1.2. Grafok bejarasa: elérhet6ség

Legyen D = (V,A) iranyitott graf (roviden digraf). Sétan egy olyan W =
(vo, €1,v1, €3, ..., €k, Ug) sorozatot értiink, amelyben felvaltva kovetkeznek pontok és
élek gy, hogy mindegyik e; él a v;_; pontbdl vezet a v; pontba. Az egyetlen vy tagbol
allo W = (vg) sorozatot is

sétanak tekintjiik. A séta zart, ha & > 0 és vy = v,. A szerepl§ élek szama a
séta hossza. Azt mondjuk, hogy vy a séta kezdGpontja, mig v, a séta végpontja. Azt
mondjuk, hogy D-ben v elérhetd vy-bol, ha létezik vy kezdSpont és v, végponti séta.
Amennyiben a sétdban nincs ismétlédés, egyiranya vagy iranyitott Gtrol, roviden,
utrol beszéliink. Egy s-b6l t-be vezet6 utat st-utnak fogunk hivni. Az egyiranya vagy
iranyitott kor olyan legalabb egy éld zart séta, amelyben a vy = v;, egybeeséstdl elte-
kintve a cstcsok mind kiilonbozéek. Ezek szerint, ha e; egy vy pontban iil6 hurok él, ak-
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kor (vg, e1,vp) egy egyéld kor. Amennyiben a W séta egy K = (v;, €41, Vit1, - - -, €5,0;)
rész-sétaja egy kor (ahol 0 < i < j < k), ugy azt mondjuk, hogy a séta tartalmaz-
za vagy indukalja a K kort. (Figyeljiik meg, hogy egy séta élei altal meghatarozott
részgraf nem minden egyiranyt kore a séta indukalt kor.)

Az egyiranyu kor fenti definiciojanak kis hatranya, hogy kitiintet egy kezdépontot és
megad egy korbejarasi irdnyt is. Egy alternativ megkozelités, ha az egyiranyt kort egy
olyan digrafnak tekintjiik, amely irdnyitatlan értelemben Osszefiiggd, minden pontjaba
egy €l 1ép be és egy él 1ép ki. Egy digrafot aciklikusnak mondunk, ha nincsen ben-
ne egyiranyu kor. Egy irAnyitatlan kor olyan iranyitatlan graf, amely Osszefiiggd és
minden pontjanak a befoka 2. Egy irdnyitott graf egy részgrafjat kornek nevezziik, ha
iranyitatlan értelemben kor. Minden legalabb harom ponta kornek kétféle korbejarasa
lehetséges. A tovabbiakban lerogzitjiik az egyiket és az 6ramutatd szerinti korbejaras-
nak nevezziik. A kor azon éleit, melyek ebbe az irAnyba mutatnak elére éleknek, a
forditott iranyba mutatokat pedig hatra éleknek nevezziik. Megallapodunk abban,
hogy egyiranyt kor esetén az éramutato szerinti korbejarast aszerint rogzitjiik le, hogy
minden él el6re él legyen.

1.2.1. Allitas. Ha létezik s-bol t-be séta, akkor létezik 1t is.

Biz. Haa W = (s = vg,e1,..., e, U = t) st-séta maga nem ut, akkor létezik W &ltal
indukalt K = (v;, €i11,Vit1, ..., €j,v;) egyirdnya kor. A K kor éleit kihagyva W-bdl a
(vo, .-, Vi, €511, ..., vx) sétat kapjuk. Ezt a redukcios lépést mindaddig ismételhetjiik,

amig az aktuélis st-séta indukal kort. A végsé séta nem indukal kort, azaz st-ut. Miutan
minden redukcional csokken a séta élszama, legfeljebb k£ korkihagyés utan megkapjuk
a keresett st-utat. e

Azt mondjuk, hogy az allitas bizonyitasdban kapott P st-ut a W séta egyszeritisi-
tésével all els. (Figyelem: egyszeriisitésnél a szobanforgd K kor éleit nem a digrafbol
hagyjuk el, hanem csak a sétat definidlo sorozatbol vagjuk ki. Kényelmesen elGfordul-
hat ugyanis, hogy a K kor egy élét a séta kés6bb még hasznalni fogja, tehat a grafbol
nem szabad kihagyni.)

1.1. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy eqy séta eqyszerisitésével kapott it fligghet a
redukcioban haszndlt korok vdlasztdsdtol.

Egy olyan iranyitott F' = (S, E) fat, amelynek minden pontja elérhetd egyiranyt
uton s-bél s-fenydnek neveziink. Azt mondjuk, hogy F' fesziti S-t. Ha a feny6 részgraf-
ja D-nek és az egész V halmazt tartalmazza, feszitd s-fenyérél beszéliink. Fenyvesnek
hivunk egy olyan iranyitott erdst, melynek komponensei fenyck.

1.2. Gyakorlat. Egy iranyitott fa akkor és csak akkor s-fenyd, ha az s € S pont befoka
nulla a t6bbt ponté pedig eqy.

1.3. Gyakorlat. Egy s-et tartalmazo digrdf akkor és csak akkor s-fenyd, ha az s pont-
bol kitndulva eld lehet gy dllitani iwrdnyitott élek egyenkénti hozzdvételével, hogy az
aktudlisan hozzdadott él hegye 1j pont, mig a tove mdr meglévd.

Kérdés, hogy miként lehet hatékonyan elddnteni, hogy egy D digrafban létezik-e st-
ut? Ez valojaban két kérdést is jelent. Egyrészt konstrualnunk kell egy st-utat, ha ilyen
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egyaltalan létezik. Ha viszont nem létezik st-ut, ugy ennek egy kénnyen ellenérizhetd
tandsitvanyat kell bemutatnunk. A triikk abbdl all, hogy nem csupan a ¢ cstcs s-bél
valo elérhetGségét vizsgaljuk, hanem egyszerre valamennyi cstcsét.

1.2.1. Tétel. Jeldlje S a D = (V, A) digrafban azon csicsok halmazdt, amelyek az s
cstcsdbol elérhetdk. Ekkor S minden valddi, s-et tartalmazo S" részhalmazabol vezel ki
él, de S-bdl nem. Tovdbbd létezik S-t feszitd s-fenyd.

Biz. Ha indirekt egy uw él kilépne S-b6l, akkor v pont is elérhets volna, hiszen v € S
definici6 szerint az, vagyis létezik P 1t s-b6l u-ba, amihez az uv élt hozzavéve egy
sv-utat kapnank, ellentmondasban azzal, hogy v nem elérhets. Ha az S’-b&l nem lépne
ki él, akkor semelyik S’-n kiviili pont nem volna elérhets s-bdl, ellentmondasban S

Legyen F' egy nem bévithets s-fenys. Allitjuk, hogy ennek S’ csticshalmaza éppen
S. Mivel F minden pontja elérhetd s-bdl, igy S’ C S. Ha indirekt S" C S 4llna, ugy az
elsd rész szerint 1ép ki egy uv €1 S’-b6l. De ezt F-hez véve egy nagyobb feny6t kapnank,
ellentmondasban F' maximalis valasztésaval. e

Hogyan lehet algoritmikusan megkonstrualni a szobanforgé S halmazt és F' feny6t?
Az aldbbi cimkézési technika segit. A digraf minden v pontjdhoz tartozzék egy R-
cimke (Reach = elér), amely azt mutatja, hogy az algoritmus futdasanak egy adott
pillanataban v-t mar elértiik s-b6l egy ut mentén vagy sem. Amennyiben nem, akkor
az R-cimke tartalma NEM ELERT. Ha v-t mar elértiik, akkor R-cimkéjének tartalma
ELERT valamint azon ttnak a legutolso uv éle, amelyen elértiik v-t. Az egyetlen kivétel
maga az s pont, amelynek R-cimkéje mindig ELERT.

Ezen kiviil minden pontban fenntartunk egy S-cimkét (Scan = letapogat, atvizsgal),
amely azt jelzi, hogy az adott pillanatban a v pontbél vajon mér az Gsszes tovabblé-
pési lehetGséget atvizsgaltuk-e (azaz valamennyi vu € A élre az u csics mar elért-e),
amikoris az S-cimke tartalma ATVIZSGALT, vagy pedig még van at nem vizsgalt vz
él. Kezdetben minden S-cimke tartalma NEM ATVIZSGALT.

Az algoritmus altalanos lépésében kivalasztunk egy mar elért, de még at nem vizs-
galt u pontot (ami indulaskor persze csak az s pont lehet) és eldontjiik, hogy van-e
olyan uv éle a digrafnak, hogy v még nem elért. Amennyiben nincs, akkor az u pon-
tot ATVIZSGALT-nak deklaraljuk és az eljarast iteraljuk. Ha viszont talalunk ilyen
v pontot, akkor v-t ELERT-nek nyilvanitjuk, az R-cimkéjébe betessziik az uv élt, és
ismét az eljarast iteraljuk. Az algoritmus akkor ér véget, amikor mar minden elért pont
atvizsgalt lesz.

Egyszer(i feladat annak igazolasa, hogy az algoritmus lefutasa utan az ELERT
pontok S halmazabdl nem vezet kifelé él, tovabba, hogy az elért pontok R-cimkéjébe
irt élek egy s gyokerd fenyGt alkotnak, melynek ponthalmaza S.

Az eljaras az S meghatéirozéasa utan folytathato egy tetszéleges S-ben nem szerepld
so pont gyokérnek vald kijelolésével. Végiil egy fenyvest kapunk, melynek gyokerei
S1:=8,89,..., ¢s amely az Osszes pontot tartalmazza.

Az eljarasrol annyit érdemes még tudni, hogy megfelels adatstruktira alkalmaza-
saval a futasi id6 linearis, azaz az élek szamaval aranyos. Tovabbi megjegyzés, hogy az
eljaras iranyitatlan grafokra is alkalmazhato.

1.4. Feladat. Egy pdros graf élei pirossal és kékkel vannak szinezve. Fejlessziink ki
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algoritmust annak meghatdrozdsdra, hogy a graf két megadott pontja kéozott létezik-e
alterndlo piros-kek qit.

1.2.1. Szélességi keresés

Az algoritmus futtatasa soran szabadsigunk van az aktualis méar elért, de még at nem
vizsgalt pont kivilasztasaban. Egy lehetséges stratégia azt a még nem atvizsgalt pontot
valasztani, amelyiket leghamarabb értiik el. Ebben az esetben szélességi keresésrol
beszéliink (breadth first search: BEFS). A BFS példaul alkalmas arra, hogy segitségével
a pontok s-t6l vald tavolsagat egyszertien meghatarozzuk. Csupan azt a csekély modo-
sitast kell a fenti algoritmusban végrehajtani, hogy minden v pontra fenntartunk egy
{(v) valtozot is, amely a mar elért pontoknal megmondja az s-t6l valo tavolsagot. Kez-
detben ez az s-ben 0, mindeniitt masutt co. Amikor az algoritmus soran egy v pontot
az uv ¢l mentén u-bol elériink, akkor az ¢(v) értéket ¢(u) + 1-re allitjuk be. Valojaban
ez az algoritmus specidlis esete Dijkstra késGbb ismertetésre keriilg eljardsanak, amely
altalaban nem-negativ silyozés esetén szamitja ki egy v pontnak s-t&l vald tavolsdgat.

Gyakorlatok
1.5. Igazoljuk, hogy a BFS algoritmus helyesen hatdrozza meg az s-t6l valo tdvolsdgot.

1.6. Igazoljuk, hogy wrdnyitatlan grdfban a tdvolsdg fliggvény kielégiti a hdromszdig
eqyenldtlenséget.

1.7. Legyen S és T a D digrdf pontjainak két részhalmaza. Miként lehet a fenti algo-
ritmus segitségével eldonteni, hogy létezik-e ut S-b6l T-be?

1.2.2. Mélységi keresés

A cimkézési eljardsban egy masik lehetséges stratégia az, amikor az algoritmus azt a
még at nem vizsgalt pontot valasztja ki, amelyiket a legkésébb értiik el. Ebben az eset-
ben az eljarast mélységi keresésnek nevezziik (depth first search: DFS). A DFS-nél
minden pontnak van egy elérési idépontja, amikor a pont ELERT lesz (tehat amikor
az algoritmus elGszor talalkozik az illet6 ponttal), és van egy elhagyéasi id6pontja,
amikor a pont ATVIZSGALT lett (vagyis amikor a keresés utoljara talalkozik az illetd
ponttal). Mind a kett§ meghatarozza a pontok egy sorrendjét: az elérési és az elha-
gyasi sorrendet. A két sorrend Osszefésiilésével kapjuk a pontok kezelési sorendjét.
Tehat a kezelési sorrendben minden pont kétszer fordul elg, és a két el6forduléas kozotti
ponthalmaz, amint az konnyen belathatd, két kiillonb6z6 pontra vagy diszjunkt vagy
tartalmazkod6. Az ilyen sorozatot laminarisnak nevezziik. Kovetkezik, hogy ha s-bél
minden pont elérhetd, akkor a sorozat els§ és utols6 tagja az s gyokérpont. FEgyéb-
ként egy laminaris sorozat, amelynek elsé és utolso tagja s, mindig egyértelmten leir
egy s gyOkerd feny6t. Ezt rekurzivan definidlva tgy kaphatjuk meg, hogy vesziink a
sorozatnak egy x,y,y alaki harom egymast kovets elemébdl allo részét [ilyen van a
laminaritas miatt|, a két y-t kihagyjuk, a maradékhoz megkonstrualjuk a fenyét, és
végiil hozzavessziik az zy élt.

1.8. Gyakorlat. Igazoljuk, hogy legaldbb hdromtagi lamindris sorozatnak (amelyben
minden elem kétszer fordul eld) van x,y,y alaki hdrom egymdst kiovetd elembdl dllo
része.
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DFS feny6k

A mélységi kereséssel kapott feny6t (amely persze nem egyértelmii) DFS vagy mély-
ségi feny6nek hivjuk. Iranyitatlan esetben DFS vagy mélységi farol beszéliink. A
az x elhagyési id6pontjat. Specialisan, Osszefiiggs iranyitatlan graf mélységi fajahoz
nem tartozik keresztél. (Egy s gyOkert iranyitatlan fa esetén egy zy nem-fa élt akkor
hivunk keresztélnek, ha a faban az x és y-t 6sszekots egyértelmid tt s-hez (a faban)
legkozelebbi pontja kiilonbozik z-t6l és y-tol.)

A DFS fanak tobb érdekes alkalmazasa van. Segitségével lehet példaul linearis
id6ben egy 2-élosszefiiggs graf erdsen Osszefiiggd iranyitasat megkapni: vegyiink egy
s gyokerd mélységi fat, irdnyitsuk a fa éleit s-t6l kifelé, a nem-fa éleket pedig s felé.
Mivel nincs keresztél, igy minden élt iranyitottunk.

1.9. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a grdf 2-élésszefiiggd, akkor az igy kapott irdnyitds
erdsen 0sszefiiggd.

Topologikus sorrend

A DFS egy mésik alkalmazasa aciklikus digrafban a pontok tn. topologikus sorrend-
jének meghatarozasara szolgal. A digraf cstcsainak egy sorrendjérdl akkor mondjuk,
hogy topologikus, ha minden ¢l el6re mutat, azaz a téve a sorrendben megel6zi hegyét
(=fejét). Egy digrafot akkor neveztiink aciklikusnak, ha nem tartalmaz egyiranyt kort.
Azt, hogy egy digraf nem aciklikus, egy konkrét egyiranyt korének bemutatasaval ta-
nusithatjuk. Milyen gyorsan ellenérizhets igazolvany adhato a digraf aciklikussdganak
tandsitasara? Erre ad valaszt a kovetkezd egyszert, de hasznos tétel.

1.2.2. Tétel. Egy D = (V, A) digrdf akkor és csak akkor aciklikus, ha pontjainak létezik
topologikus sorrendje, azaz eqy olyan vy, vy, ..., v, sorrend, amelyben minden él kordbbi
pontbol késdbbibe vezet.

Biz. Egy egyiranyd kor pontjainak nem létezhet topologikus sorrendje, hiszen a kor
minden pontjanak pozitiv a befoka. Emiatt egy egyiranyt kort tartalmazéd digrafnak
se létezhet topologikus sorrendje, vagyis a feltétel sziikséges.

Az elegendGséghez figyeljiik meg, hogy egy aciklikus digrafnak létezik forraspontja,
vagyis olyan pontja, amibe nem lép be ¢l. Ha ugyanis minden pontba lép be él, akkor
egy pontbdl a belépd ¢l mentén visszafelé indulva a forditott sétat mindig tudnank
folytatni és el6bb-utobb egy kort kapnank. Vélasszunk ki egy vy forrdspontot és legyen
ez a sorrend els6 pontja. A D—uv; digrafis aciklikus, ennek is 1étezik egy v, forraspontja.
Ezt az eljarast folytatva megkapjuk a keresett vy, vs, ..., v, topologikus sorrendet.

(Megjegyezziik, hogy megszamlalhatoan végtelen sok pontbol allo aciklikus digraf
pontjainak nem feltétleniil van topologikus sorrendje. Ezt példazza az a digraf, amely-
nek csticsai a raciondlis szamok és az u, v racionalis szamokra uv akkor él, ha u < v.)

A bizonyitasbol adodo algoritmus egyetlen forraspontot O(m) lépésszamban tud
megtalalni, igy a topologikus sorrend megkeresésének Gsszlépésszama O(mn). Mélységi
keresés okos alkalmazéséaval a teljes topologikus sorrendet O(m) lépésben meg lehet
talalni. Ennek érdekében feltehetjiik, hogy a digrafnak van olyan s pontja, ahonnan
minden més pont elérhets. Valoban, mert ha nem ez a helyzet, akkor adjunk a digrafhoz
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egy 1j s pontot, és vezessiink s-b6l minden eredeti pontba élt. Igy aciklikus digrafot
kapunk, amely pontjainak topologikus sorrendjébdl az ijonnan hozzaadott s-t kihagyva
megkapjuk az eredeti digraf pontjainak egy topologikus sorrendjét.

1.10. Gyakorlat. Dolgozzunk ki algoritmust annak eldéntésére, hogy két kizos csics-
halmazon lévd digrdafnak létezik-e kizos topologikus sorrendje.

1.11. Feladat. Igazoljuk, hogy aciklikus digrdf elhagydsi sorrendjének megforditdsa
topologikus sorrendet ad.

1.12. Feladat. Igazoljuk, hogy tetszdleges hurokmentes digrdf élhalmaza felbonthato
két aciklikus digrdf eqyesitésére.

Erésen 6sszefiiggé komponensek

Gréfelméletben igazoljak, hogy tetszleges D = (V, A) iranyitott graf esetén, ha két
pontot ekvivalensnek tekintiink amennyiben mindkett6 elérheté a masikbol egyiranyt
Gton, gy ekvivalencia relaciot kapunk. Ervényes, hogy az ekvivalencia osztéalyai erd-
sen Osszefliggd részgrafokat feszitenek, amelyek mindegyikét egy-egy pontra dsszehtizva
aciklikus digrafot kapunk. Az ekvivalencia osztalyok altal feszitett digrafokat szokas a
D digréf erésen sszefiiggé komponenseinek nevezni.

1.13. Gyakorlat. Igazoljuk, hogy eqy mélységi kereséssel kapott feszitd fenyves olyan,
hogy a digraf barmely C erdsen dsszefliggd komponensére megszoritva C-nek feszitd
fenydjét adja (amelynek gyokere a C-nek a keresés dltal legeldszor elért pontja).

A topologikus sorrend meghatirozasanal kicsit ravaszabb modon lehet egy digraf
erGsen Osszefliggd komponenseit elGallitani. Ismét feltehetjiik, hogy egy s pontbdl min-
den pont elérhets. Az algoritmus két kiilon fazisbol all. Az els6 fazisban mélységi
kereséssel hatarozzuk meg az elhagyasi sorrendet. A masodik fazisban tetszéleges ke-
resési eljarassal (ami lehet a DFS is, de ezt mar nem hasznaljuk ki a bizonyitasban)
hatarozzunk meg egy forditott fenyvest tgy, hogy a soron kévetkezs gySkérpont min-
dig az els6 fazisban kapott elhagyasi sorrend még nem szerepelt legutolso tagja legyen.
(Forditott fenyd alatt olyan iranyitott fat értiink, amelyben a gyokértdl eltekintve min-
den pont kifoka egy, mig a gyokéré nulla. Forditott fenyves olyan iranyitott erdd,
amelynek minden komponense forditott fenyd.)

1.14. Feladat. Igazoljuk, hogy a mdsodik fizisban kapott forditott fenyves komponenser
éppen a digrdf erdsen dsszefiiggd komponenser lesznek.

1.3. Optimalis utak és potencialok

1.3.1. Bevezetés

Tekintsiik a kovetkez6 gyakorlati jellegl kérdéseket.

1. Legrovidebb utak. A koézkedvelt GPS (Global Positioning System) mitholdak
segitségével meghatarozza a pozicionkat, majd kiszamitja, hogy merre tudunk a meg-
adott célpontba a leghamarabb vagy a legolcsobban eljutni. Hogyan lehet egy ilyen
leggyorsabb (vagy legrévidebb) utat hatékonyan kiszamolni?
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2. Hazépités. Egy csaladi haz épitkezése elemi munkafazisokra bomlik (alapok
kidsésa, betonozas, 1. szint felhtizdsa, 2. szint felhtuzésa, tet§ épités, bels§ vakolas,
festés, ablakok, stb). Minden fazisnak adott a végrehajtasi ideje, tovabba egy meg-
el6zési relacio, amely azt mondja meg, hogy példaul a tetd épitése csak az alapozés
befejezése utan kovetkezhet. Kérdés, hogy miként {itemezziik a munkédkat, ha célunk a
mihamarabbi befejezés.

3. Nyaralo kiadds. Kiadjuk alomszép balatoni nyaralonkat a nyari honapokra.
A nyaral6t egyszerre egy csalad hasznélhatja és a jelentkez6k megadjak, hogy melyik
idéintervallumra szeretnék kivenni a hézat. A mi feladatunk a jelentkez6k koziil agy
valasztani, hogy a nyaral6 a lehet6 legtobb napra ki legyen adva.

4. Monoton novd részsorozat. Adott szamsorozatnak valasszunk ki hatékonyan
maximalisan sok tagjat, melyek monoton n6vé részsorozatot alkotnak.

5. Optimdlis kizds részsorozat. Két betlisorozatnak valasszunk ki egy maximalis
koz0s részsorozatat.

E latszolag tavolfekvs problémakrol kimutathatd, hogy matematikai gyokeriik ko-
z0s: legolesobb utat keresni egy iranyitott grafban. Célunk e problémakor attekintése.

Tegyiik fel, hogy a D = (V, A) n ponta és m éld hurokmentes és parhuzamos élt
nem tartalmazo iranyitott graf élein adott egy ¢ : A — R koltség- (vagy mésnéven
suly-) fiiggvény. Egy P 1t, séta vagy kor ¢(P)-vel jelolt koltségén a P éleinek koltség-
Osszegét értjiikk. A digraf egy P utjarol azt mondjuk, hogy c-legolcsébb vagy réviden
legolcsébb, ha a P kezd6pontjabdl a végpontjaba nem létezik D-ben P-nél olcsébb
ut.

1.15. Gyakorlat. Igaz-e, hogy legolcsobb it barmely részitja is legolcsobb it?

Egyik célunk adott s és ¢ csticsokra minimalis koltségii, masnéven legolcsobb s-bél ¢-
be vezet6 (iranyitott vagy més néven egyiranyi) utat, roviden st-utat keresni. Kideriil,
hogy kényelmesebb azzal a tobbet kivané probléméval foglalkozni, amikor egy rogzitett
s gyOkérpontbol az Gsszes tébbi v pontba szimultan kell legolcsébb utat kiszamitani.
Az olyan pontokat, amelyek egyaltalan nem érhetSk el s-bél, kihagyhatjuk, mert ez
a tobbi pont elérhetdségét nem befolyasolja. Emiatt amikor a legolcsébb s-bél induld
utak felgl érdeklédiink mindig feltehetjiik, hogy s-b6l minden pont elérhetd.

A legolesobb sv-ut koltségét jeldlje p.(v).

Az s rogzitettsége miatt e jelolésben az s nem is szerepel. A digraf egy s gyokeri F
fenyGjérsl azt mondjuk, hogy a legolcs6bb utak fenydje, ha az F' minden v pontjara
az F-ben 1év6 P egyértelmi sv-ut koltsége p.(v), azaz P a digrafnak egy legolcsobb
sv-utja. Amennyiben a c negativ is lehet, Ggy a legolcsobb 1t feladat mér az azonosan
—1 koltségfiiggvény esetén is NP-teljes, ugyanis ekkor magaban foglalja a Hamilton-ut
probléménak az elGirt végpontia valtozatat, ami a tetsz6leges végponti Hamilton-1ut
probléméhoz hasonléan NNP-teljes. Emiatt a legolcsobb 1t feladatot nem vizsgaljuk
teljes altaldnossagban, amikor a digraf és a koltségfiiggvény is tetszéleges.

Elgszor bemutatunk két specidlis koltségfiiggvényt, amelyek esetén a legolcsobb
utak megkeresésére hatékony algoritmus adhaté. Az elsé esetben D aciklikus és ¢
tetsz6leges, mig a masikban D tetszéleges és ¢ nem-negativ. A kovetkezs részben pedig
megadjuk majd e két specidlis eset kozos altalanositasat is (amikor D tetszéleges, de
nem létezik negativ 6sszkoltségl egyiranyt kor).
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1.3.2. Legolcs6bb utak aciklikus digrafban

Tegyiik fel, hogy a D digraf aciklikus és az s pontbol mindegyik masik pontba vezet
egyiranyu at, masszéval s-b6l minden més pont elérhets. Legyen a ¢ : A — R silyozas
(vagy koltségfiiggvény) tetszéleges, tehét c-nek lehetnek pozitiv és negativ komponensei
is. Ez azért jo, mert a ¢ negalasa révén nem csupan a minimalis koltségt, hanem a
maximalis koltségi (silyi) ut probléméat is meg tudjuk oldani: tetszéleges iranyitott
graf esetén ez a feladat NP-teljes volt.

Aciklikus digrafban a kovetkezd egyszert direkt eljarassal fel lehet épiteni a legol-
cs6bb utak fenygjét. Az szakaszban lattuk, hogy miképp lehet egy topologikus
sorrendet linearis id6ben meghatarozni. Tegyiik fel, hogy az s = vy, vy, ..., v, topologi-
kus sorrend elsé j —1 pontja altal feszitett részgrafban mar meghataroztuk a legolcsoébb
utak egy Fj_; feny6jét a u.(v;) koltségekkel egyetemben (1 <1i < j — 1). Tekintsiik a
sorrendben kovetkez6 v; pontot. Miutan v;-be csak j-nél kisebb indext pontbol vezet
él, a legolcsobb sv;-it koltségét a

pe(vy) = min{p.(v;) + c(vv;) : vv; € A} (1.1)

formula adja. Tovabba, ha wvv; jeloli azt az élt (pontosabban az egyik olyan élt),
amelyen a minimum felvétetik, akkor Fj := F;_;1 4+ v;v; a legolcs6bb utak fenyGje az
elsG j cstcson. (ha tobb minimalizalo él van, mindegy, hogy melyikkel noveljiik a
fenyGt.) Ezt a rekurziot j = 1,...,n-re kovetve a végiil kapott F), feszité fenys egy
legolcsobb utak fenyGje lesz. Miutan a fi.(v;) értékek illetve a fenyébe keriils v,v; élek
kiszdmitasdhoz a digraf minden élét egyszer kell csak tekintetbe venni, az algoritmus
lépésszama O(m), felhasznélva, hogy a topologikus sorrendet is O(m) 1épésben lehetett
megkapni.
Az formuldbol adodik, hogy minden v;v; € A élre

pe(v7) < pre(vi) + c(vivy),
mig ha v;v; az F), feny6 éle, akkor itt egyenléség teljesiil:

pelv3) = 1o(ws) + (o). (1.2)
Az algoritmus kovetkezmeényeként kapjuk az alabbi tételt.

1.3.1. Tétel. D = (V, A) aciklikus digrifban, amelyben minden pont elérhetd s-bdl,
tetszdleges kéltségfigguényre létezik legolcsobb utak fenydje.

A legolcsobb ut koltségére vonatkozik az aldbbi min-max tétel.

1.3.2. Tétel. Legyen c: A - R a D = (V, A) aciklikus irdnyitott graf élhalmazdn egy
tetszdleges koltségfiigguény, és tegyiik fel, hogy létezik st-ut. Az s-bdl t-be vezetd utak
koltségének p.(t) minimuma egyenld a

max{m(t) —7(s):7m:V = R, m(v) —7w(u) < c(uv), uv € A}

értékkel. Ha c egészértéki, az optimalis 7 s vdlaszthato egészértékinek.
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Biz. TetszGleges m-re és P = {s = vy, vy, ..., v, = t} st-utra

AP) = c(vivig) > Y [m(vi — 7(w:)] = 7 (t) — 7w (s), (1.3)
vagyis a tételben a max < min irdny kovetkezik. (Ehhez a egyenlGtlenséghez az acikli-
kussagra nincs is sziikség).

A forditott iranyua egyenlGtlenséget elég bebizonyitani abban a specialis esetben,
amikor minden csucs elérheté s-b6l. Ha esetleg nem ez a helyzet, akkor egy 1j s
pontot a digrafhoz vesziink egy 0 koltségli s's éllel valamint minden v € V-re egy
M koltségii s'v-éllel, ahol M kell6en nagy. Az igy nyert digrafot és koltségfiiggvényt
jelolje D" és /. Ekkor D’-ben minden v € V' pont elérhets s'-bél és pu(v) = p/(v), ahol
1 (v) a legolesobb s'v-tt ¢-koltsége D’-ben. Legyen most 7’ egy olyan fiiggvény V'-n,
amelyre 7'(v) — 7'(u) < ¢(uv) minden wv € A’ élre és 7'(t) — 7'(s’") = p/(t). Ekkor a
7 = 7’|V fiiggvényre (ami tehat 7' megszoritasa V-re) 7(v) — 7m(u) < ¢(uv) minden
wv € A élre. Tovabba, 7(s) — 7'(s') = 7'(s) — 7'(s') < d(s's) = 0 miatt 7(s) < 7'(s)
és ezért p(t) > w(t) — w(s) = @'(t) — w(s) > 7'(t) — 7' (s") = p/(t) = p(t), amibdl
p(t) = m(t) — m(s). Tehat, ha D'-re igaz a tétel, akkor D-re is, és emiatt feltehetjiik,
hogy D-ben minden csics elérhetd s-bél.

Tekintsiik a fenti algoritmus &ltal szolgaltatott P utat, azaz az F,, fenyGben lé-
v6 egyértelmii st-utat. Minden v € V-re legyen 7(v) := pu.(v) a legolcsdobb sv-ut
koltsége. Ekkor egyrészt minden uv élre egy legolcs6bb su utat az uv éllel kiegészit-
ve (az aciklikussig miatt) egy sv-utat kapunk, és ezért m(v) < 7w(u) + c(uv), azaz
m(v) — 7(u) < c(uv), masrészt miatt P minden wv élére 7(v) — w(u) = c(uv),
vagyis (L.3)-ben egyenléség all, és igy ¢(P) = n(t) — m(s). o

Alkalmazasokban el6fordul, hogy aciklikus digrafban minimélis helyett maximalis
silyu st-utat kell keresni. A fenti eljarast ekkor a —c koltségfiiggvényre kell alkalmazni,
de az eredeti ¢ nyelvén kozvetleniil is megfogalmazhatjuk, a kévetkez&képpen.

Tegyiik fel, hogy a topologikus sorrend els§ 7 — 1 pontja altal feszitett részgrafban
mar meghataroztuk a legstlyosabb utak egy F;_; fenyGjét a legsilyosabb sv-ut 7.(v;)-
vel jelolt sulyaval egyetemben (1 < ¢ < j—1). A sorrendben kévetkezs v; pontra legyen
T.(v;) = max{7.(v;) + c(v;v;) : viv; € A} és legyen F; := F;_; + v;v;, ahol a v;v; egy
olyan él, amelyen a maximum felvétetik.

Fogalmazzuk meg az tétel ellenparjat erre az esetre. A keveredés elkertilé-
se érdekében 7 helyett 7-t hasznéalunk, és az utédna kovetkez6 alkalmazas érdekében
felcseréljiik a két oldalt.

1.3.3. Tétel. Legyen c: A - R a D = (V, A) aciklikus irdnyitott graf élhalmazdn egy

tetszdleges sulyfigguény, és teqyiik fel, hogy az s pontbol minden pontba vezet eqyirdnyi
ut. Ekkor

min{7(t) = 7(s) : 7: V= R, 7(v) — 7(u) > c(uv),uwv € A}
= max{c(P) : P it s-bdl t-be}. e

Egy projekt litemezési feladat: a PERT modszer

Alkalmazasokban eléfordul, hogy nem elsésorban az optimalis atra vagyunk kivancsiak,
hanem inkdbb az optimélis 7 fiiggvényre. Tekintsiik a kovetkez6 iitemezési feladatot.
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Egy projekt kiilonféle elemi feladatok elvégzésébdl all, melyeknek el6re adott a végre-
hajtasi ideje. (Példaul hazépitésnél az alapok kidsasa, betonozas, els6 szint felhtzasa,
méasodik szint felhizéasa, tet§ épités, bels§ vakolas, vizcsG szerelés, villanyvezetékek,
festés, ablakok, stb). Tudjuk tovabba, hogy technologiai elirasok miatt bizonyos rész-
feladatok megel6znek mésokat (az alapozas a fiirdGszoba csempézés el6tt van), azaz
a részfeladatok halmazan adott egy részbenrendezés. Kérdés, hogy mi az a legrovi-
debb id6, amely alatt a teljes projekt elvégezhets azon kikotés mellett, hogy az egyes
részfeladatok kezdési id6pontjat igy megadni, hogy minden feladat kezdésére a rész-
benrendezésben 6t megel6z6k mar elkésziiljenek.

A megoldashoz készitsiink el egy D iranyitott grafot a kovetkez6képpen. Mindegyik
z részfeladatot reprezentéaljuk egy w v, irdnyitott éllel, amelynek stlya legyen a z vég-
rehajtasi ideje. Amennyiben a z feladat technologiailag megel6zi az y feladatot, tgy
vegyiink be D-be egy v,u, élt 0 sillyal. Végiil adjunk a digrathoz egy s forraspontot,
amelybdl minden u, pontba vezessiink 0 stly1 élt, és adjunk egy ¢ nyel6pontot, amelybe
minden v, pontbhol vezessiink 0 stlyu élt. Feladatunk olyan 7(v) idépontok kijelolé-
sével ekvivalens, amelyekre 7(s) = 0, 7(¢) minimélis és minden uv élre a 7(v) — 7(u)
id6pont-kiilonbség legalabb akkora, mint az él stilya.

Az [1.3.3]tétel pontosan erre a kérdésre adott valaszt: a projekt végrehajtasanak mi-
nimélis Gssz-ideje (vagyis 7(t) — 7(s) minimuma) egyenld a legsiilyosabb st-uit silyaval.
Egy ilyen utat szoktak néha kritikus ttnak nevezni, mig az el§zGekben leirt minimélis
it problémanak az itteni feladatra adaptalt valtozatat kritikus it modszernek (angolul
PERT: project evaluation and review technique).

Az tétel egy szemléletes interpretacioja révén a fonokiinket rogton meg tudjuk
arrdl gyézni, hogy az altalunk javasolt optimalis iitemezés (amit tehat kezdési id6pon-
tokat meghatarozo 7 fiiggvény ir le) valoban az elvileg legkorabbi befejezést garantalja,
hiszen mar a kritikus P tton 1év6 elemi munkak elvégzéséhez is annyi id6 kell, mint a
P 1t dssz-stlya (vagyis a P uton 16v6 elemei munkak ssz-ideje), méarpedig mi a teljes
projektet is ennyi id6 alatt le tudjuk bonyolitani, és igy az iitemezés sziikségképpen
optimalis.

Roviden emlékeztetiink a részbenrendezett halmaz (partially ordered set, poset)
fogalmara. Azt mondjuk, hogy a (P, <) par egy részbenrendezett halmaz, ha < egy
relacio a P halmaz elemein, amelyre (A) x <z, (B) x <y ésx # yesetén (amit x < y
rovidit) y Az, és (C) o <y ésy = z esetén x = 2. A részbenrendezett halmazhoz
hozzarendelhetiink egy D digrafot a P ponthalmazon, amelyben u-bol akkor vezet él
v-be, ha u = v. A D digraf egyszert, aciklikus és tranzitiv abban az értelemben, hogy
ha zy és yz élek, akkor xz is él. Megforditva, minden ilyen digraf meghataroz egy
részbenrendezett halmazt.

A P halmaznak egy paronként Osszehasonlithato elemekboél allo részhalmazat
lancnak hivjuk, mig egy paronként Osszehasonlithatatlan elemekbdl allé részhalmaz
neve antilanc. Egy lanc részhalmaza is lanc, egy antilanc részhalmaza is lanc. Lanc-
nak és antildncnak nyilvan legfeljebb csak egy k6zos eleme lehet. A lanc a D irdnyitatlan
alapgrafjaban egy klikknek felel meg, az antilanc pedig egy stabil halmaznak.

Dilworth tétele szerint a maximalis antilanc elemszama egyenls a P-t fed6 lancok
minimélis szamaval. A fedé lancok diszjunktaknak is valaszthatok.

Mirsky tétele szerint (amit néha polaris Dilworth tételnek is hivnak) a maximalis
lanc elemszama egyenls a P-t fedd antilancok minimalis szdmaval. A fed§ antilancok
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diszjunktaknak is valaszthatok.

Feladatok

1.16. Egy ut bizonyos részutjainak adott F rendszerébdl kell kivdlasztanunk diszjunkt
tagokat ugy, hogy a kivdlasztottak dsszhossza mazimalis leqgyen. Fogalmazzuk meg a
feladatot aciklikus digrdf leghosszabb st-utjdnak problémdjaként.

1.17. Dolgozzunk ki eljdrdst pontsilyozott részbenrendezett halmaz mazximadlis sulyd ldn-
canak megkeresésére.

1.18. Adott két betikbdl dllo sorozat mazimdlis sok tagbol dllo kizos részsorozatdt kell
kivdlasztanunk. Fogalmazzuk meqg a feladatot részbenrendezett halmazbeli mazimdlis
lanc meghatdrozdsdnak problémdjaként.

1.19. Igazoljuk algoritmikusan, hogy eqy P részbenrendezett halmazban a leghosszabb
lanc elemszdma egyenld a P-t fedd antilancok minimdlis szdmdval! Fogalmazzuk meg
és 1gazoljuk a megfeleld tételt mazimdlis siulyid ldncokrol, ha P elemei silyozva vannak.

1.20. Egy véges szamsorozat legtdbb tagbol dllo monoton névekvd részsorozatdit kell
meghatdroznunk. Fogalmazzuk meg a feladatot részbenrendezett halmazbeli maximdlis
lanc meghatdrozdsdnak problémdjaként.

1.21. Egy véges szamsorozat legtobb tagbol dllo konvex részsorozatdt kell meghatdroz-
nunk. Fogalmazzuk meg a feladatot aciklikus digrdf leghosszabb st-iutjdnak problémd-
jaként. (Egy szémsorozat konvex, ha az egymést kovets tagok kiilonbségei monoton
n6vaé.)

1.22. Igazoljuk, hogy eqy nm—+1 kilonbozd tagokbol dllo szdmsorozatnak vagy van n—+1
tagi monoton névd vagy eqy m + 1 tagi monoton csokkend részsorozata! Létezhet-e
mind a két fajta részsorozat?

1.3.3. Legolcs6bb utak nem-negativ koltségekre: Dijkstra algo-
ritmusa

Tegyiik most fel, hogy D tetszéleges, de a ¢ koltségfiiggvény nem-negativ. Dijkstra algo-
ritmusa két Stleten milik. Az aciklikus esethez hasonléan itt is s-b6l indulé legolesobb
utaknak egy fenygjét épitjiik fel élek egyenkénti hozzavételével. Lényeges kiilonbség
azonban, hogy a pontoknak a feny&be keriilési sorrendjét nem lehet el6re megmondani
(mint ahogy az aciklikus esetben a topologikus sorrenddel meg lehetett), mert az csak
menetkdzben deriil ki, a kdvetkezd lemma szerint.

1.3.4. Lemma. Legyen T egy legolcsébb utak s-fenydje a V(T) ponthalmazon. Teqyik
fel, hogy az

my = min{p.(u) + c(uwv) : wv kilép V(T)-bdl} (1.4)
minimum valamely a = ug,v, élen vétetik fel. Ekkor T' := T + a is legolcsdbb utak

s-fenydje a V(T) + v, ponthalmazon.
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Biz. A T-re vonatkozo feltevés miatt csak az s-bdl v,-ba vezeté T’-beli P’ tutrol
kell belatnunk, hogy D-ben legolcsobb. A jelolések folytan ¢(P’) = mq. Legyen P
tetszéleges sv,-it D-ben. Legyen ennek (s fel6l indulva) az elsé V(T')-bél kiléps éle
€ = Ule, Mig az s-t6l u.-ig tarto részutja P”. A ¢ nem-negativitasa valamint my és
pe(ue) jelentése miatt ¢(P') = mr < pe(ue) + c(e) < ¢(P”) + c(e) < ¢(P). o

Az lemma kézenfekvs és hatékony megoldast kinal a legolesoébb utak fenydjé-
nek kiszamitasara. Kiindulva az egyetlen s pontboél allo feny6bdl, élek egymaéas utéani
hozzévételével, n — 1 fazisban, felépitjiik a V-t feszité legolesobb utak feny&jét. Ehhez
csak az kell, hogy egy kozbensd, mar kiszamitott T' feny6hoz meg tudjuk hatarozni a
hozzéveends élt. Az lemma alapjan ez az (1.4) minimum kiszamitasdval megte-
hets. Kérdés, hogy hény lépésben. A naiv megkozelités szerint e minimum meghata-
rozdsahoz szamba kell venni az 6sszes V (T')-bdl kilepd élt. Ezek szamara m-nél jobb
felsg korlatot nem lehet biztositani, és ezért ez a megkozelités Gsszességében egy O(mn)
lépésszami algoritmust eredményez.

Dijkstra algoritmusédnak masodik Otlete az, hogy fenntartunk és menetkozben al-
kalmasan moédositunk bizonyos adatokat, amelyek segitségével az minimum O(m)
lépés helyett mar O(n) lépésben kiszamithato.

Tegyiik fel, hogy egy kozbens6 fazisban a T' fenyén, valamint a 7' pontjaira mér
kiszamolt pu.(v) értékeken kiviil rendelkezésre allnak a kovetkezd adatok. Minden v €
V —V(T) fenyén kiviili pontra a pur(v) cimke tartalma legyen az s-b6l v-be vezetd, csak
V(T) pontjait hasznalo sv-utak kéltségének minimuma, mig az er(v) cimke tartalma
egy ilyen sv-ut utolso éle (amely tehat kilép T-bél és a hegye v). Ezen kiviil a vy cimke
tartalma az a z € V — V(T') pont, ahol a ur(v) értékek minimuma (v € V — V(7))
felvétetik, mig my a minimum értéke.

Ezen cimkék segitségével rogton meg tudjuk mondani, hogy melyik élt kell T-hez
venni. Nevezetesen, tekintjiik a vp-ben 16v6 z pontot és az er(z)-ben 16v6 uz élt és ezt
adjuk T-hez. A lemma miatt p.(z) = pr(z).

A keletkezd T feny6hoz tartozo cimkék modositasahoz figyeljiik meg, hogy egy v €
V —T' pontra a legolcsobb olyan sv-ut, amely csak T"-beli pontot hasznal vagy hasznélja
a z pontot vagy nem, attol fiiggGen, hogy a ur (v) := min{ur(v), u.(z) + c(zv)}
minimum a masodik vagy az els§ tagon vétetik-e fel. Ennek eldontése tehat konstans
lépésben megtehets. Miutan n pont van Osszesen, megallapithatjuk, hogy a T fenyd
egy ujabb éllel valo novelésekor minden pzv(v) cimke O(n) lépésben meghatarozhato.
Hasonloan egyszerti megfontolds nyoman a vy és az myp cimkék is O(n) lépésben
meghatarozhatok. Miutan n — 1 fenyd novelést hajtunk végre, a Dijkstra algoritmus
teljes lépésszama O(n?).

1.23. Feladat. Igaz-e, hogy Dijkstra algoritmusa aciklikus digrdf esetén tetszdleges
kéltségfiigguényre a legolcsobb utat szolgaltatja?

1.3.4. Konzervativ koltségfiiggvények, megengedett potenciilok,
tenziok

Amennyiben a c koltségfiiggvény negativ is lehet, agy a legolcsoébb ut feladatrol méar
fentebb megjegyeztiik, hogy NP-teljes. Emiatt a probléméat nem vizsgéaljuk teljes 4l-
taldnossagban, amikor a digraf és a koltségfiiggvény is tetszéleges, hanem csupan arra
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az esetre szoritkozunk, amikor nem létezik negativ 6sszkoltségi egyiranyu kor (roviden
negativ kor). Ilyenkor a koltségfiiggvényrdl azt mondjuk, hogy konzervativ. Példaul ¢
bizonyosan konzervativ, ha nem-negativ, vagy akkor is, ha tetszéleges, de D aciklikus.
Nem nehéz egyéb konzervativ koltségfiiggvényeket konstrualni: ilyen példaul, ha D egy
3 éli egyiranyu kor, melyen a kéltségek rendre —1, +1, +1.

Felvet6dik a kérdés, hogy miként lehet eldonteni, hogy egy koltségfiiggvény
konzervativ-e vagy sem. Egyaltalan, milyen konnyen ellenérizhet§ tantsitvanyt tu-
dunk elképzelni arra, hogy c konzervativ? Nevezziink egy 7 : V' — R fiiggvényt c-re
nézve megengedett potencialnak, vagy c-megengedettnek, ha

m(v) — 7(u) < c(uv) fennall minden uv € A élre. (1.5)

Egy uv ¢élt akkor neveziink pontos-nak (a m-re nézve), ha 7(v) — m(u) = c¢(uwv). A«
altal az élhalmazon indukéalt A, : A — R koltségfiiggvény definicidja a kovetkezs:

Ay (uv) :=m(v) — 7m(u) minden uv € A élre.

Az gy el6allo koltségfiiggvényeket pontindukaltnak nevezziik, vagy mésnéven
potencial-kiilonbségnek. A 7w c-megengedettsége tehat azt jelenti, hogy A, < ¢
vagy méasképp irva, ¢, > 0, ahol

Cri=C— Ag,

azaz cp(uv) = c(uv) — w(v) + 7(u) minden uv élre. Egy uv él akkor pontos 7m-re nézve,
ha ¢, (uv) = 0.

Egyszerd megfigyelések

Az alabbi megfigyelés azt fejezi ki, hogy a pontindukélt koltségfiiggvények egyfajta
értelemben semlegesek.

1.3.5. Lemma. A A, pontindukdlt kéltségfiigguényre nézve (a) minden st-it kéltsége
ugyanaz az érték, éspedig m(t)—n(s), tovdbbd (b) minden egyirdnyu kor koltsége nulla.

Biz. Legyen P tetsz6leges st-ut, melynek pontjai v; = s,v9,...,v, = t. Ennek
koltsége:

k—1 k-1

Bo(P) = 3 Aglvwips) = 3 Im(vin) — 7(v)] = m(vn) — w(or) = 7(t) — m(s).

i=1 i=1

Legyen K egyiranyu kor, melynek csicsai ciklikus sorrendben vg 1 = vy, 09, ..., Ug.
Ennek koltsége:

k k

Ar(K) = Ar(vigr) = > [w(visa) = m(vi)] = 0. @

i=1 =1

A kovetkezs észrevétel egyfajta lehetGséget biztosit egy st-ut legoles6bb voltanak
igazolasara megengedett potencidlok segitségével.
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1.3.6. Lemma. Legyen m megengedett potencidl a ¢ kéltségfigguényre nézve (azaz ¢ >
A, vagy ¢; > 0). (a) Minden P st-itra ¢(P) > n(t) —n(s). Ha P minden éle pontos,
akkor P c-legolesobb st-it. (b) Minden K egyirdnyi korre ¢(K) > 0. Ha K minden
éle pontos, akkor ¢(K) = 0.

Biz. (a) Legyenek P pontjai v; = s, vy, ..., v, = t. Ekkor

el
|

—

el

-1

o(pP) = ZC(%%H) 2 [ (vig1) = m(vi)] = w(ve) — 7(v1) = 7(t) — 7(s),

i=1 1

~.
I

amibdl adodik, hogy ¢(P) > m(t) — m(s). Vagyis minden st-uit koltsége legalabb m(t) —
7(s). Mivel egy pontos élekbdl allo st-ut koltsége pontosan 7(t) — m(s), az ilyen tt
sziikségképpen legolcsobb st-tt.

(b) Legyenek K pontjai ciklikus sorrendben vy 1 = vy, v, ..., vs. Ekkor

k k

AK) =) clvwizn) =Y [w(v41) — w(v;)] = 0.
i=1 i=1
Ebbédl adodik, hogy minden egyiranya kor c-koltsége nemnegativ és ha egy ilyen kor
minden ¢le pontos, akkor a c-koltség 0.

1.3.7. Lemma. Ha ¢ konzervativ és P legolcsdbb st-it, akkor P minden P’ uv-részitja
legolcsobb uv-it.

Biz.

1.3.1. Allitas. Ha W egy st-séta, akkor W magdban foglal eqy olyan Q st-utat, amelyre
Q) < c(W).

Biz. Az s-bdl indulva haladjunk a W sétan. Amikor elészor egy korabbi pontba
visszaériink, akkor egy K egyiranyu kor keletkezik, amit a sétabol kivagva olyan W’
st-sétat kapunk, amelyre a konzervativitas miatt ¢(W') = ¢(W) — ¢(K) < ¢(W). Ezt
a korkivagasi eljarast ismételve végiil egy @) st-utat kapunk, amelyre ¢(Q) < ¢(W). o

Legyen R tetsz6leges uv-ut. Jeldlje W azt az st-sétat, amelyet P-bdl kapunk azéltal,
hogy a P’ részutat R-rel helyettesitjiik. Az allitas miatt van egy Q st-ut, amelyre
c(Q) < ¢(W). Ekkor a ¢(P) < ¢(Q) < ¢(W) =¢(P) —¢(P') 4+ ¢(R), amibdl ¢(P') <
¢(R), vagyis P’ valoban legolcsobb uv-it. e e

A konzervativitas jellemzése: Gallai tétele
Jelolje m.(v) a legolesobb v-ben végzdds (roviden v-végi) ut koltségét (barhol is kez-
dsdjek) vagyis

Te(v) := min{c(P) : P v-végi 1t}. (1.6)

Mivel az egyetlen {v} pontbol allo séta 0 koltségi, a . fiiggvény nem-pozitiv. (Figye-
lem: a 7, fliggvény a csticshalmazon van értelmezve, szemben c,-vel, ami az élhalma-
zon.)
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1.3.8. Tétel (Gallai). A D = (V, A) irdnyitott grdf élein eqy c koltségfiggvény akkor
és csak akkor konmzervativ, ha létezik hozzd c-megengedett potencidl. Amennyiben c
eqgészértéki és konzervativ, gy létezik egészértéki megengedett potencidl is.

Biz. Amennyiben létezik 7 megengedett potencial, igy barmely K egyirdnya korre
az lemma nyoméan ¢(K) = ¢ (K) > 0.
A forditott irdny az alabbi lemméan mulik.

1.3.9. Lemma. Ha c¢ konzervativ, akkor az (1.6)-ben definidlt w. figguény c-
megengedett.

Biz. Legyen uv a digraf egy éle és legyen P, egy legolcsobb u-végl t, amelyre tehét
¢(P,) = m.(u). Amennyiben v nincs rajta P-n, ugy P, := P+uv egy v-végli ut és ezért
c(P,) > me(v). Ebbdl m.(v) < ¢(P,) = ¢(P,) + c(uv) = me(u) + c(uv), vagyis ilyenkor
valoban 7.(v) — m.(u) < c(uv).

Tegyiik most fel, hogy v rajta van a P,-Gton. A P, Gt v-ig tartd kezds szakaszat
jelolje Pp, mig a v-t6l u-ig vezets részutjat Py. Ekkor ¢(P,) = ¢(Py) +¢(FP2). Tekintsiik
a K := Py +uv egyiranyu kort. Mivel ¢ konzervativ, ¢(K) > 0, vagyis c(uv) > —c(Ps).
Miutan P; egy v-végi tut, ezért m.(v) < ¢(P;). Mindezeket Gsszevetve azt kapjuk,
hogy 7.(v) — m.(u) < ¢(Py) —¢(P,) = —c(Py) < c(uv), vagyis 7. tényleg megengedett
potencial. e

A tétel masodik része kovetkezik a lemmabol, hiszen ha c egészértékd, ugy 7. is az.
[ 2N J

A kovetkez6 megfigyelés azt mutatja, hogy a m, fliggvény egyfajta értelemben ka-
nonikus megengedett potencial.

1.3.10. Tétel. Legyen c konzervativ kéltségfiigguény. A w. fligguény az egyértelmi
legnagyobb nem-pozitiv megengedett potencidl (azaz m. > 7 minden nem-pozitiv meg-
engedett 7 potencialra).

Biz. Legyen m nem-pozitiv megengedett potencial. Legyen P, egy legolcsobb t-végi
at, amelyre tehat ¢(FP;) = 7 (). Jelolje P, kezdGpontjat s. Az lemma és 7(s) >0
folytan 7.(t) = ¢(P,) = w(t) — w(s) > 7(t). o

Az tétel alabbi kiterjeszésében a potencial-kiilonbségre nem csupan felss, ha-
nem als6 korlatot is el6irunk.

1.3.11. Tétel. A D = (V, A) digrdf élhalmazdn adott két korldtozo figguény: cq < Cfel-
Akkor és csak akkor létezik olyan w: V' — R vektor (amely raadasul egészértéki, ha ¢y
és Crer 1 az), amelyre cq(uv) < w(v) — w(u) < cp(uv) minden e = wv élre, ha a ' -vel
élsulyozott D' = (V, A") segédgrafban nincsen negativ kir, ahol uwv akkor eleme A’-nek,
ha vagy wv € A és ekkor ¢ (uv) 1= cpa(uv), vagy vu € A és ekkor ¢ (uv) = —cq(vu).
[

1.24. Feladat. Igazoljuk az|1.3.11] tételt.
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Tenziok

Miként lehet egy = : A — R fiiggvényrdl felismerni, hogy pontindukalt-e? Ha példéaul
a digraf az u és v pontokbdl valamint az u-bol v-be vezetd e és f parhuzamos élekbdl
all, akkor z(e) # x(f) esetén z nyilvan nem lehet potencial-kiilonbség.

Egy = : A — R fiiggvényt tenzidénak neveziink, ha a digraf minden C kére semle-
ges abban az értelemben, hogy a C' el6remend élein a ¢, (C)-vel jelolt x-Gsszeg egyenld
a hatramend éleken vett (5,(C) z-Osszeggel. (A ¢ betl az angol forward szora utal,
mig a § a backward-bol jon.) Magyarul C akkor semleges, ha ¢,(C) — 5,.(C) = 0.
Specialisan ez azt jelenti, hogy minden egyiranya K korre z(K) = 0.

Legyen e = uv egy él, mig T egy e-t nem tartalmazo feszits fa. Az e él az u-t és
v-t a T-ben 6sszekots egyértelmi P tuttal egy kort alkot, amit az e él T-hez tartozé
alapkorének neveziink.

1.3.12. Tétel. Egy ¢ : A — R fiiggvény akkor és csak akkor tenzid, ha potencidl-
kiilonbség. Ha c egészértéki tenzio, akkor létezik olyan egészértékd m potencidl, amelyre

c=A,.

Biz. Egy egyszerii, de hasznos megfigyeléssel kezdjiik. Legyen uv és vu két szembe
iranyitott parhuzamos él, melyekre c(vu) = —c(uv). Barmely 7w : V — R fiiggvényre
c(uv) = 7(v) — w(u) pontosan akkor teljesiil, ha c(vu) = 7w(u) — 7(v). Ebbgl adodik,
hogy (%) egy koltségfiiggvény akkor és csak akkor potencial-kiilonbség, ha néhéany élt
megforditva és ezeknek a koltségét negalva potencial-kiilonbséget kapunk.

Tegyiik fel el6szor, hogy ¢ potencial-kiilonbség, azaz létezik egy m : V' — R fiiggvény,
amelyre ¢ = A,. Legyen C' a digraf egy kore. Ha C egyiranyt, akkor az lemma
nyoman tudjuk, hogy ¢(C) = 0. Ha a korén vannak el6remend és hatramend élek,
akkor az utobbiakat forditsuk meg és koltségiiket negaljuk. A keletkezé K egyiranyu
korre 0 = ¢(K) = p.(C) — B.(C).

A forditott irdny igazolasahoz legyen most ¢ tenzi6, amelyrdl ki akarjuk mutatni,
hogy potencial-kiilénbség. Feltehetjiik, hogy D iranyitatlan értelemben Osszefiiggs. A
(%) tulajdonsag nyoman ekvivalens feladathoz jutunk, ha néhany élt megforditunk és
koltségeiket negaljuk. Ezért feltehetjiik, hogy a digrafnak van egy F' feszité fenydje,
melynek gyokerét jelolje r. Legyen 7m(v) a feny6ben az r-bél v-be vezetd egyértelmi
egyiranyt ut koltsége. Figyeljiik meg, hogy ha c egészértékd, akkor 7 is az.

1.3.2. Allitas. c = A,.

Biz. A definiciobdl adodoan az F' feny$ minden uwv élére c(uv) = 7(v) — w(u). Tegyiik
most fel, hogy az e = wv él nincs a feny6ben. Tekintsiik az e é1 C alapkorét. Ennek
létezik egy r-hez legkozelebbi s pontja, és ekkor C' = uv+ P,+ P,, ahol P, illetve P, az s-
b6l a fenyGben az u-ba illetve a v-be vezetd egyiranyt utakat jeloli. A 7 definiciojabol
adodik, hogy 7(v) — w(u) = ¢(P,) — ¢(P,). Feltehetjiik, hogy uv a kor el6remend
éle. Ekkor ¢.(C) = c(w) + ¢&(P,) és B.(C) = ¢(P,). Emiatt 0 = ¢.(C) — B.(C) =
c(uww) +¢(P,) —¢(P,) = c(uwv) + w(u) — 7(v), azaz c(uwv) = w(v) — w(u). o ®

Feladatok

1.25. Igazoljuk, hogy a pontindukdlt kiltségek alteret alkotnak RA-ban. Hatdrozzuk meg
ennek ortogondlis kiegészitd alterét, mds széval, jellemezziik azon v € R wvektorokat,
melyeknek minden pontindukdlt kéltségfiggvénnyel vett skaldrszorzata nulla.
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1.26. Igazoljuk, hogy ha c egészértéki és pontindukdlt, akkor létezik olyan m egészértékd
potencidl, amelyre ¢ = A.

1.27. Legyen adott eqy ¢ konzervativ kéltségfiigguény a D irdnyitott grdf élhalmazdn.
lgazoljuk, hogy ha a K eqyiranyi kér minden éle benne van 0-koltségi egyirdnyi kdrben,

akkor ¢(K) = 0.

1.28. Melyek azok a digrafok, amelyek élhalmazdn létezik {41, —1}-értékd potencidl-
kiilonbség?

1.29. Adjunk az[1.3.8 tételre alternativ bizonyitdst, amely pontszdm szerinti indukciot
haszndl az aldbbi vdzlat alapjin. Vilasszunk ki eqy tetszdleges z pontot, minden uz és
zv élpdrra vegyiink egy uj élt u-bdl z-be, amelynek koltsége legyen c(uz) + c(zu), majd
torélyik a z pontot. A keletkezd kisebb pontszdmai grdfra alkalmazzunk indukciot.

1.30. Erdsen dsszefiiggd digrdfban eqy x : A — R fligguény akkor és csak akkor tenzid,
ha T(K) = 0 minden K egyirdnyd korre.

1.31. Egy x : A — R fiigguény akkor és csak tenzio, ha eqy adott T feszitd fdhoz tartozo
valamennyi (tehat m —n + 1) alapkir semleges.

1.32. Igazoljuk, hogy ha m és my c-megengedett potencidlok, akkor a m-vel jelolt ma-
zimumuk is az, ahol m(v) = max{m (v), m(v)} (v € V). Erre tdmaszkodva adjunk
altenativ bizonyitdst az|1.5.10) tételre.

1.33. Legyen m és moy egészértéki c-megengedett potencidl. Igazoljuk, hogy m My is
c-megengedett potencidl, ahol m My értéke a v € V csicsban |(m(v) + ma(v)/2].

1.3.5. Legolcs6bb utak: min-max tétel és optimalitasi feltétel

Az alabbiakban végig feltessziik, hogy a D digrafban minden pont elérheté s-bél.

1.3.13. Tétel. Tegyiik fel, hogy a D = (V, A) digrdf minden csicsa elérhetd egy kijelolt
s pontbol. Legyen c konzervativ koltségfiigguény a D élhalmazan. Ekkor u. megengedett
potencidl. Rdaddsul p. az egyértelmi legnagyobb olyan megengedett potencidl, amelyre
7(s) =0 (vagyis p. > 7 minden olyan megengedett 7 potencialra, amelyre 7(s) = 0).

Biz. Legyen uv a digraf egy éle és tekintsiink egy P legolcsobb su-utat, amelyre tehat
¢(P) = pe(u). Amennyiben v nincs rajta P-n, ugy P+ uv egy sv-1t, és ezért a koltsége
legfeljebb p.(v). Tehat u.(v) > ¢(P) + c(uv) = pe(u) + c(uw), vagyis ilyenkor valoban
pre(v) = pre(u) < cuv).

Tegyiik most fel, hogy v rajta van a P-uton. A P 1t v-ig tarté kezdd szakaszat
jeldlje Py, mig a v-t6l u-ig vezets részatjat P,. Ekkor tehat ¢(P) = ¢(Py) + ¢(P).
Tekintsiik a K := P, + uv egyiranyu kort. Mivel ¢ konzervativ, ¢(K) > 0, vagyis
c(uv) > —¢(Py). Miutan P; egy sv-ut, p.(v) < ¢(P;). Mindezeket Gsszetéve kapjuk,
hogy p1e(v) — pe(u) < ¢(Pr) —¢(P) = —c(Ps) < c(w).

A masodik rész igazolasahoz legyen 7 olyan megengedett potencial, amelyre 7(s) =
0 ¢és legyen P egy legolesobb st-ut, amelyre tehat ¢(P) = p.(t). Az[1.3.6]lemma alapjan
pe(t) =¢c(P) > 7(t) — m(s) =m(t). o
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Alternativ bizonyitas Megmutatjuk, hogy u. megengedettsége rogton kovetkezik

az lemmabdl is. Valoban, vegylink a digrafhoz egy 6j s’ pontot és egy 1j s's élt,

melynek c-koltsége legyen —M, ahol M egy nagy szam. A keletkezé D’ digrafban az

M nagy valasztasa miatt a legolcsobb v-végii utak mind s’-ben kezdddnek és emiatt
/

7 (v) = pe(v) — M, ahol 7 (v) a a D" legolesobb v-végii ttjanak a koltségét jeloli. Ezért

[

7. (v) megengedettségébdl kovetkezik . megengedettsége. o

1.3.14. Tétel (Legolcsobb utak részgrafjanak tétele). Tegyiik fel, hogy a D = (V, A)
digrdf minden csiucsa elérhetd eqy kijelolt s pontbol. Legyen ¢ konzervativ kéltségfiigg-
vény a D élhalmazdn. Jeldlje Dy = (V, Ag) a pe-re nézve pontos élek részgrafjdt.
Minden t csicsra eqy P st-it akkor és csak akkor legolcsdbb st-ut D-ben (azaz pui.(t)
koltségil), ha minden éle Dy-ban van. Specidlisan, Dg-ban barmely s-fenyd a D-nek
eqy legolcsdobb utak fenydjét alkotja.

Biz. Az tétel szerint . megengedett potencial. Az lemma els§ része
alapjan minden pu.-re nézve pontos élekbél allo st-ut legolecsobb st-ut, vagyis minden
Dy-beli st-ut legolecsdbb st-ut D-ben.

Megforditva, tegyiik fel, hogy P legolcsobb st-ut D-ben, melynek pontjai legyenek
5 = Vg, V1, -,V = t. Ismét hasznalva, hogy u. megengedett potencidl, kapjuk, hogy

pe(t) =E(P) = [e(vimvy) ri=1,... K]
Z Z[Mc(vz) - Mc(vi—l) t= 17 R k] = ;uc(t) - Mc(s) = Nc(t)v

amib6l c(v;i_1v;) = pe(vi) — pe(vi—1) minden i = 1,..., k-re, mutatva, hogy P vala-
mennyi éle Dy-ban van. e

A legolcsobb utakra vonatkoz6 min-max tételt aciklikus digrafokra mar bebizonyi-
tottuk (1.3.2) tétel). A tétel altalanosabban is érvényes.

1.3.15. Tétel (Duffin). Konzervativ c kéltségfiigguény esetén az s-bdl t-be vezetd utak
koltségének u.(t) minimuma egyenld a w(t) — w(s) érték mazimumdval, ahol a maxi-
mum az 6sszes megengedett w potencidlon veendd. Amennyiben ¢ egészértéki, ugy az
optimdlis 7 is vdlaszthaté annak.

Biz. Legyen m megengedett potencial, P pedig egy tetszdleges ut s-bél t-be. Az
lemma folytan ¢(P) > m(t) — 7(s), vagyis a tételben a min > max irany kovetkezik.

A forditott iranyud egyenlGtlenség igazolasahoz kell talalnunk egy P st-utat és egy «
megengedett potencialt, amelyekre ¢(P) = w(t) — m(s). E célra viszont egy tetszéleges
P legolcsobb st-ut és a p, megengedett potencial az tétel miatt megfelel.

1.3.6. Algoritmusok

A fentiekben megteremtettiik az elvi hatteret olyan algoritmusok készitéséhez, amelyek
segitségével hatékonyan kereshetiink negativ kort vagy megengedett potencialt. Erre
két eltérd jellegti algoritmust is leirunk.
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Javit6é utas algoritmus

Célunk algoritmikusan twjra bizonyitani Gallai tételének nem-trivialis irdnyat (: ha
egy digrafban nincs negativ kor, akkor van megengedett potencidl.) Ennek érdekében
induljunk ki egy tetsz6leges m potencialbél, amely egészértékd, ha c az. Ha ¢, := c— A,
nem-negativ, akkor m definici6 szerint megengedett és ekkor az eljaras mar véget is ér.
Tegyiik fel tehat, hogy vannak hibas élek, azaz olyanok, amelyek c,-értéke negativ.

Az alabbi eljaras egyenként megsziinteti a hibas éleket anélkiil, hogy djabb hiba-
sakat krealna, illetve ha egy ¢l hibassagat nem sikeriil megsziintetnie, akkor talal egy
negativ kort. E célbol tekintsiink egy hibas st € A élt, amelyre tehét ¢, (st) < 0. Legyen
Ay ={e € A:c(e) <0} éstekintsiik a D digraf D, = (V, A,) részgrafjaban a t-bél el-
érhetd pontok Z halmazat. Amennyiben s benne van Z-ben, azaz D -ben létezik egy P
egyiranyu ts-ut, ugy a K := P+st egyiranyu korre ¢(K) = ¢, (K) = ¢;(P)+cx(st) <0,
vagyis K negativ kor.

Ha s nincs Z-ben, akkor modositsuk 7-t a kovetkezéképpen.

7)) —e, haveZ
m(v) = {w(v), haveV -7 (1)

ahol € := jmin{|c,(st)|, €1} és
g1 :=min{c,(e) : e € A, e kilép Z-bol}. (1.8)

Az e1-t itt co-nek értelmezziik, ha D-nek semelyik éle sem lép ki Z-b6l. Megallapit-
hatjuk, hogy ¢ a definicioja folytan pozitiv és a 7 fenti modositasaval nem keletkezik
4j hibas ¢l. Ha € = |c,(st)|, akkor 7'-re nézve st méar nem hibés, vagyis a hibas élek
halmaza a célnak megfelelGen kisebb lett. Amennyiben € = g1, akkor ismételjiik az
eljarast a valtozatlan st élre és a modositott 7’ potencialra nézve.

Figyeljiik meg egyrészt, hogy a Z &ltal feszitett A,-élek és A,-élek ugyanazok,
masrészt a Z-bol kiléps e € A él, amelyen az (1.8)-beli minimum felvétetik bekeriil
Ap-be, hiszen ¢ = g1 = c¢,(e) miatt ¢ (e) = 0. Emiatt a D-ben a t-bdl elérhetd
pontok halmaza szigorian b&vebb, mint Z és igy ilyen ismétlésre legfeljebb n — 1-szer
keriilhet sor.

Végiil vegyiik észre, hogy egészértékii c esetén az eljaras végig fenntartja m egész-
értékiiségét. o

A bizonyitasbol addédéan egyetlen hibas él megjavitasa O(m) lépésben torténhet,
igy az algoritmus teljes lépésszama O(m?).

Legolcsébb v-végt sétak és utak: a Bellman—Ford algoritmus

Konzervativ c esetén a fenti O(m?)-es javité utas algoritmus megtaldl egy megengedett
potencialt. A most kovetkezs Bellman-Ford féle eljaras kiszamitja az lemmaéban
szereplé kanonikus m. megengedett potencialt vagy pedig talal egy negativ kort. Az
algoritmus lépésszama O(mn) lesz.

Az alapétlet az, hogy az i = 0,1,...,n értékek mindegyikére egymas utian egy
egyszerti rekurzio segitségével kiszamitjuk a v-végi (v € V') legolesobb legfeljebb i éli

sétat. Jelolje ennek koltségét 7T£Z)(U). Ehhez nem is kell ¢-r6l feltenni, hogy konzervativ.
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Ha viszont az, akkor az allitasbol tudjuk, hogy a minimalizal6o séta valaszthato
dtnak is, és emiatt m.(v) = 70" (v).

Mivel az egyetlen v pontbol allo él nélkiili séta koltsége 0, igy 7 (v) = 0 minden
v-re. Figyeljik meg, hogy egy v-ben végzddé legfeljebb ¢ + 1 éld séta vagy pontosan
i+ 1 éIbél 4ll vagy legfeljebb i élbsl. Ebbl adédéan ha a ) (v) értékek mar minden

v csticsra rendelkezésre allnak, agy legyen
70D (1) = min{7® (v), min{7¥ (u) + c(ww) : uwv € A}}. (1.9)

Termeszetesen ugyanez a rekurzié hasznalhatoé maguknak a legolcsobb legfeljebb ¢ éli
v-végit W (v) sétaknak a megkonstrualdsara is. Valoban, i = O-ra Wi(v) legyen az
egyetlen v pontbdl all6 0 éli séta. Ha pedig valamilyen ¢ > 0-ra mar minden v-re
kiszamitottuk a Wc(l)(v) sétakat, akkor legyen:

W), ham () = m(v)
W) + v, ha 7 (v) > (Hl)(v) = 7 (u) + c(uv) egy wv € A-ra.
(1.10)
A szétvalasztas annak megfelelGen torténik, hogy jobb oldalan a kiils6 mini-
mum az elsé vagy a masodik tagon vétetik fel, és ha nem az elsén, akkor a mésodik
tagon beliil melyik uv élen. A definiciobol adédoan Wiy (v) egy legolcsobb legfeljebb
t + 1 éld v-ben végzEds séta.
Az algoritmus futasa kétféleképpen érhet véget.

WD (y) = {

I. eset A futds végén kapott valamennyi W\ (v) séta dt. Ekkor W ™ (v) egy
legolcsobb v-végii ut és ezért ﬂ,(;")(v) = 7.(v). Az lemma miatt az igy kiszamitott
. megengedett potencidl.

II. eset A végiil kapott sétdk valamelyike nem 1t. Ekkor van olyan 7 index, hogy
a Wc(l)(v) sétdk mindegyik v € V pontra utat alkotnak, de van olyan v cstics, amelyre

{4 (p) nem at. Ekkor az 1} rekurzioban a minimum nem az elsé tagon vétetik
fel és emiatt bizonyosan

7 (v) < 70 (v).
Az 1) masodlk tagjaban a minimum egy olyan uv élen éretik el, amelyre v rajta van
P, = Ww! ( ) uton. (Ha ugyanis nem volna rajta, akkor T/V(“rl (v) = WC(Z)( ) + uv

ut Volna.) Jelolje P a P, 0t v-ig terjed6 kezd§ szakaszat, mig P, a P, vu-részutjat.
Ekkor K := P, + uv egyiranyu Kkor.

1.3.3. Allitas. ¢(K) < 0.
Biz. Miutan P, v-ben végzddik és |Py| < |P,| < i, ezért
AP =7l (v) > 7l (v) = &P + e(K),
amibdl ¢(K) < 0 adodik. e
Az algoritmus futasa ebben az esetben a negativ K kor kiadasaval végzddik.

Az algoritmus minden i-re a minimumok szamolasanal minden egyes élt egyszer
tekint, igy a teljes lépésszam O(nm). Ez jobb, mint a javito utakat hasznalo O(m?)-es
algoritmus. A fenti megfontolasokbol adodik a Gallai tétel egyfajta finomitasa.
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1.3.16. Tétel. Adott D digrifra és c kéltségfiigguényre a kivetkezdk ekvivalensek.
(P1) D-ben nincs negativ egyirdnyd kor (azaz ¢ konzervativ).
(P2) A Bellman—Ford algoritmus nem taldl negativ kirt.

(D1) Létezik megengedett potencidl.

(D2) A Bellman-Ford algoritmus dltal szolgdltatott i (v) (v € V) potencidl megen-
gedett és 7" = ,.

1.34. Gyakorlat. Dolgozzunk ki eljdrdst a leqolcsébb v-ben végzddd pontosan v €li séta
meghatdrozdsdra.

Legolcsébb s-bél indulé sétak és utak: a Bellman—Ford algoritmus

Tegyiik fel most, hogy D minden pontja elérhets s-bdl és ¢ konzervativ. Az
tételben lattuk, hogy . megengedett potencial (ahol pu.(v) jelolte a legolesobb sv-ut
koltségét). Fentebb leirtuk, hogy miként lehet algoritmikusan kiszamitani a 7. potenci-
alt és az[1.3.13|tétel alternativ bizonyitasaban jeleztiik, hogy ebbdl miként adhaté meg
koézvetleniil p.. Ennek ismeretében pedig rendelkezésre all a p.-re nézve pontos élek
Dy részgrafja, amirdl az tételben lattuk, hogy megadja az s-bél induld Gsszes
legolesébb utat. Erdekes megfigyelni, hogy ebben a felépitésben nincs is sziikség a leg-
olcsobb, legfeljebb i éld sétaknak a fenti rekurzioval torténé meghatarozasara, mert a
(. onmagéban definialja Dy-t.

Ez a megkozelités kiilondsen elényds, ha nem csupén egy rogzitett s-bél induld
legolcsobb utakra vagyunk kivancsiak, hanem valamennyi s € V' pontra meg kell ha-
taroznunk a legolcsoébb utak s-gyokerd fenyGjét. Ennél mi sem egyszertibb: n-szer kell
alkalmaznunk a Bellman-Ford algoritmust. Eszerint az eljaras lépésszama O(n*m). De
ennél gazdasigosabban is eljarhatunk. A 7. fiiggvényrél megmutattuk, hogy O(mn)
lépésben kiszamithatd. Mivel 7. c-megengedett potenciél, azaz ¢ := ¢ — A, > 0, egy
-re nézve legolcsobb s-gyokerti fenys a Dijkstra algoritmus segitségével O(n?) 1épés-
ben szamithato. Mivel egy ilyen feny6 c-re nézve is legolcsobb utak feny6je, az n darab
feny6 kiszamitasanak lépésszama O(mn) + O(n?), ami m < n? miatt O(n?®) és ez jobb,
mint az n darab Bellman-Fordbol elsbb kapott O(n?m).

Visszatérve a rogzitett s pontbodl induld legolcsobb utak kiszamitasara egy kicsit
direktebb valtozatot is megadunk, amikor az algoritmust kozvetleniil a legolcsobb sv-
utak kiszamitésara fogalmazzuk meg. Ne tegyiik fel apriori, hogy ¢ konzervativ: ha
kideriil, hogy nem az, az algoritmus majd kiad egy negativ kort. Erre a valtozatra
is Bellman—Ford algoritmusként hivatkozunk és valo6jaban Bellman és Ford eredeti al-
goritmusa erre vontakozik. Ilyenkor a kijelélt s pontbél minden v € V — s csticsra
a legolcsobb legfeljebb i éld sv-sétat akarjuk meghatarozni i = 1,2,... esetén, amely
konyervativ ¢ esetén mind ut lesz. Ennek koltségét jelolje u((f) (v).

Feltessziik, hogy s-be nem 1ép é1, hogy a digrafban nincs hurokél és nincs (egyirényt)
parhuzamos él sem. Ennek folytan /Lg)(s) = 0 minden i-re. Azt is feltehetjiik, hogy
minden sv ¢l a digrathoz tartozik, mert kiilonben nagy M koltséggel a digrathoz véve
a legolcsobb st-ut koltsége nem valtozik és negativ kor se keletkezik. (Valaszthatjuk
M-et példaul a max{c(e) : e € A} értéknek.) Ennek megfelelelGen ugl)(v) = ¢(sv)
(veV—-s). A u((f) (v) koltségeket konnyi kiszamitani egymds utéan az i = 2,3, ...
értékekre, hiszen egy legfeljebb ¢ + 1 éld sv-séta vagy pontosan ¢ + 1 élbsl all vagy
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legfeljebb i éIb6l. Ebbél adédik az alabbi rekurzié. Amennyiben a pu” (v) értékek mar

minden v csticsra rendelkezésre allnak, agy legyen
£ (v) = min{ p? (v), min{x (u) + c(ww) : uwv € A}}. (1.11)

Ugyanez a rekurzié hasznalhato maguknak a legolcsobb legfeljebb i éli Séi)(v) Sv-
sétdknak a megkonstrualasara is. A kiindulasi ¢ = 1 értékre alljon S’(v) séta az
egyetlen sv élbgl (v € V — s). Ha valamilyen ¢ > 1-re mar minden v € V — s-re
kiszamitottuk az S (v) sétakat, akkor legyen:

¢ SOw) +uv,  ha p? (v) > p @) = 1 (u) + c(uv) egy wv € A-ra.

(1.12)

Magyaran, a szétvalasztas annak megfelelGen torténik, hogy jobb oldalan a
kiils6 minimum az elsé vagy a masodik tagon vétetik fel, és ha nem az elsén, akkor
a masodik minimumon beliil melyik wv élen. A definiciobol addédoan Séiﬂ)(v) egy
legolcsobb legfeljebb ¢ 4+ 1 éld sv-séta.

Mérmost, ha egy S{™(v) sv-séta tt, akkor ez legolesobb sv-tt. Ha pedig S (v)
valamelyik v-re nem 1t, akkor c-nem konzervativ és a v-végl sétdknél leirtakhoz ha-
sonloan lehet egy negativ kort megtalalni.

Az algoritmus minden ¢ esetén a minimumok szamolasanal minden egyes élt egyszer
tekint, igy adott n-re a teljes lépésszam O(nm).

Megjegyzés Valojaban az algoritmus soran nincsen sziikség az 6sszes Séi)(v) séta
tarolasara. Elég ha csak azt az uv élt taroljuk, amelyen az (|1.11)) rekurzié masodik
tagjdban a minimum felvétetik, amikor a minimum nem az els§ tagon vétetik fel. Ha
c konzervativ, akkor barmely v-pontba tgy kaphatunk meg egy legolcsobb utat s-bdl,
hogy v-bél visszafelé haladva a tarolt éleken visszaériink s-be. Ha ¢ nem konzervativ,
akkor ez a visszafelé 1épkedd eljaras egy olyan v-bél indulva, amelyre ,uﬁn)(v) <y (v)
nem s-be ér vissza, hanem egy negatfv kort alkot. Ha visszont pl”(v) = u" Y (v)
minden v-re, akkor a legkényelmesebb az a fentebb mér emlitett megkozelités, amely
csak a p. = u(c")—t szamolja ki, mert ekkor a p.-pontos élek Dqy digrafja kozvetleniil

megadja az Osszes s-bo6l indulo legolesobb utat.

A két feladat ekvivalenciaja

A fenti két feladatrol érzédik, hogy nagyon kozel allnak egymashoz, ekvivalenciajukat
fejezi ki az alabbi kis lemma.

1.3.17. Lemma. (a) A 7 fiigguény elddll, mint eqy eqy ponttal nagyobb digrdfra

vonatkozo u(ciH) fligguény V -re valé megszoritisa. (b) ,u[(f) eldall, mint egy 1 pont-

tal nagyobb digrifra vonatkozo i fiigguény konstanssal valo eltoltjanak V -re valo
megszoritdsa.

Biz. (a) Vegyiink a digrafhoz egy 1j s csticsot és minden v csicsra egy 0 koltségii sv
élt. Rogton lathatoan

7 (v) = p (v) minden v € V-re, (1.13)
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ahol ,u((fﬂ) a kibgvitett digrafra vonatkozik.

(b) Adjunk a digrafthoz egy 0j s’ pontot és egy 10j §'s élt, melynek koltsége legyen
egy alkalmasan nagy M szam negativja. Ekkor a kibgvitett digrafban minden v-re a
v-ben végzdds legolesobb legfeljebb i + 1 éli séta s’-ben fog kezdddni, és ezért

p () = 78 () — M minden v € S-re, (1.14)
ahol 78" a kibovitett digrafra vonatkozik. e
Feladatok

1.35. Fogalmazzuk meg az|1.3.11| tétel dltaldnositdsdt, ha minden v pontban a 7(v)-re
alsd és felsd korldt is ki van tizve.

1.36. Dolgozzunk ki eljdrdst annak eldontésére, hogy eqy digrdf konzervativ sulyozdsdra
nézve létezik-e nulla sulyud kor.

1.37. Teqgyiik fel, hogy ¢ nem konzervativ. Nevezziink eqy v cstucsot hibdisnak, ha
Wﬁn)(v) < m(;nfl)(v). (a) Mutassuk meg, hogy egqy v-ben végzddd legolcsobb legfeljebb
n €l séta indukdl eqy K negativ kort. Igazoljuk, hogy ha c-t minden élen eqységesen
a ¢(K)/|K| értékkel megemeljiik, akkor a keletkezd ¢t koltségfiigguvényre nézve v mdr
nem hibds, tovdbbd minden c-re nézve hibdtlan pont c*-ra nézve is hibdtlan.

1.38. Legyen adott eqy nemnegativ koltségfiigguény eqy irdanyitott grdaf élhalmazdn. Iga-
zoljuk, hogy ha eqy s-bdl t-be vezetd P egyirdnyi it minden éle benne van eqy legolcsdbb
eqyirdnyi utban, akkor P maga is legolcsobb eqyirdnyi ut. Mutassuk meg, hogy a meg-
feleld dllitas irdnyitatlan grdfra nem igaz.

1.39. Adott az éleken eqy tetszdleges sily-fiigguény. Hatdrozzunk meg egy olyan s-bdl
t-be vezetd utat, amelyen a legnagyobb sily a lehetd legkisebb.

1.40. Teqgyiik fel, hogy az éleken két konzervativ koltségfigguényiink adott: ¢y és co. Ké-
szitstink algoritmust olyan st-ut megkeresésére, amely a ci-re nézve minimdlis koltségiu
és ezen belil co-re nézve minimdlis kéltségi.

1.41. Egy digrdfban minden v pontra meg van adva egy sv-it. Amennyiben ezek 7(v)
kéltsége megengedett potencidl, gy mindegyik it legolcsobb qit.
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1.4. Paros grafok optimalis parositasai

Egy osztalyba 25 gyerek jar. Egy kirandulason késziilt fényképek koziil 25-6t hivtak
elg, melyek mindegyikén a gyerekek egy csoportja lathatd. A képeket szeretnénk Kki-
osztani a gyerekek kozott, természetesen gy, hogy minden gyerek rajta legyen a neki
juttatott képen. Mikor lehetséges ez, és hogyan tudunk hatékonyan megkeresni egy
ilyen hozzarendelést? Altalanosabb feladathoz jutunk, ha minden gyerek, mondjuk
0-t6l 10-ig terjedd pontozassal megmondja, hogy az egyes fényképek szamara mennyit
érnek. Ekkor a gyerekeknek és a fényképeknek egy olyan egymaéashoz rendelését kell
megkeresniink, amelynek az 6sszpontszama a lehets legnagyobb.

Az ilyen jellegt problémék korét nevezik hozzarendelési feladatnak (assignment
problem). Ime egy masik példa: az tszoszivetség szeretné kivalasztani a valogatott
négyszer szazméteres vegyes-valto négy tagjat. Mind a négy tiszdsnemben rendelkezésre
all a szobajovs uszok legjobb idGeredménye. Valasszuk ki a négy uszot és rendeljiik
hozzajuk a négy kiilonbo6z6 tszasnemet ugy, hogy az idéeredmények Gsszege minimaélis
legyen.

Lathatjuk, hogy a hozzarendelési problémanak tobb varidcidja is van. Az egyik
alak egy élstulyozott teljes paros grafban, amelynek két pontosztilya egyforma elemsza-
mi, maximalis sulyt teljes parositas meghatarozéasat célozza. (Parositason [matching|
olyan grafot értiink, amelyben minden pont foka legfeljebb egy. A teljes parositasban
minden pont foka pontosan egy.) Ugyanez a kérdés kicsit altalanosabb, ha a szoban-
forgd paros graf nem feltétleniil teljes, hanem csak annyit tesziink fel, hogy létezik
benne teljes parositas. Ennek kapcsan vizsgalando, hogy egy péaros grafban egyaltalan
mikor 1étezik teljes péarosités, illetve ha nem létezik, mekkora a legnagyobb parositas
és azt miként tudjuk meghatérozni. Feltehetjiik a kérdést, hogy mekkora a maximélis
stlytu (nem feltételeniil teljes) parositas salya, vagy a maximalis stlya k éld parosi-
tas sulya. (Az tszovalto Osszeallitasanal minimalis silya négyéld parositast keresiink).
Megjegyzendd, hogy a hozzarendelési problémat néha matrix nyelven fogalmazzak meg.
Példéul: adott egy nemnegativ n X n-es matrix, valasszuk ki a métrix n elemét ugy,
hogy minden sorbol és minden oszlopbdl egy elem keriil kivalasztasra és a kivalasztott
elemek Osszege maximalis. Ez a feladat ekvivalens egy n x n-es élstulyozott teljes paros
graf maximalis sulytd teljes parositasdnak meghatarozasaval.

Mindezen problémak megoldasara szolgal a Magyar modszer. Az elnevezés H. Kuhn
amerikai kutatotol szarmazik, aki egy 1955-6s cikkében Kénig Dénes és Egervary Jend
koradbbi gondolataira tamaszkodva elegans algoritmust fejlesztett ki maximaélis silyi
parositds meghatarozasara paros grafban. Félreértés forrasa lehet, hogy a szakiroda-
lomban néha a maximdalis elemszamu parositas megkeresését biztositd alternald utas
eljarast is mar Magyar modszernek nevezik. Hangstlyozzuk azonban, hogy a Kuhn &l-
tal Magyar modszernek nevezett eljaras maximalis stily teljes parositas megkeresésére
szolgal.

1.42. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy ha rendelkezésinkre dll eqy olyan szubrutin,
amelynek segitségével tetszdleges nemnegativ siulyozdsra meg tudunk egy mazximdlis siu-
lyi teljes parositast hatdrozni, akkor egy minimdlis sulyi teljes pdrositdst is ki tudunk
szdamitans.
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1.4.1. Maximalis elemszamu parositasok: a javité utak modszere

Vizsgélatainkat kezdjiik a stlyozatlan eset attekintésével. A kiindulasi eredmény Kénig
Dénes tétele.

1.4.1. Tétel (Kénig). Egy G = (S, T; E) pdros grafban a mazximdlis pdrositis v = v(G)
elemszdma egyenld az éleket lefogd pontok minimdlis T = 7(G) elemszdmdval.

Biz. Egy v elem péarositas lefogasahoz kell legalabb v cstcs, igy az 6sszes élhez is kell
ennyi, ezért v < 1.

A nemtrividlis v > 7 irdny igazolasahoz konstrualunk egy M C FE parositast és egy
L C SUT lefogast, melyekre |M| = |L|. Az eljaras a G egy tetszGleges M parositasabol
indul ki, ami kezdetben az iires halmaz is lehet. Az altalanos lépésben vagy talalunk egy
nagyobb parositast, és ekkor a nagyobb pérositasra vonatkozoan iteraljuk az eljarast,
vagy pedig egy | M |-mel megegyezd elemszamu lefogast, amikor is az algoritmus véget
ér.

Iranyitsuk meg M éleit T-t61 S felé, mig az Gsszes tobbi élt S-t6l T' felé. Jelolje
Ry illetve Ry az S-ben illetve a T-ben az M altal fedetlen pontok halmazat. Jelolje Z
az Rg pontjaibol az igy kapott D), irdnyitott grafban iranyitott aton elérheté pontok
halmazat (amit példaul szélességi kereséssel talalhatunk meg).

1.1. 4bra. A Kénig tétel bizonyitasanak illusztralasa

Két eset lehetséges. Amennyiben Rp-nek esik pontja Z-be, akkor megkaptunk egy
olyan Rg-t és Rp-t 6sszekotS P utat, amely M-ben alternal. Most M és P szimmetrikus
differenciaja egy M-nél eggyel tobb élbsl allo6 M’ parositas. (Technikailag az eljarast
konnyt végrehajtani: a megtalalt Ut éleinek iranyitasat egyszertien megforditjuk. Az
igy nyert atiranyitott graf éppen Dy, vagyis az a digraf, amit G-b6l kapunk az M’
¢leinek T-bsl S felé, és a tobbi élnek S-t6l T felé torténd irdnyitasaval.)

A mésik esetben Ry diszjunkt Z-t6l. Z definici6ja folytan Z-bél nem lép ki irdnyi-
tott él. Ervényes tovabba, hogy Z-be nem 1ép be megiranyitott uv € M parositas él,
hiszen v csak u-n keresztiil érheté el, igy v csak akkor lehetett iranyitott iton elérhetd
Rg-b6l, ha u is az volt. Tehat az M minden eleme vagy teljesen Z-ben fekszik vagy
teljesen kiviile.

Kovetkezik, hogy az L := (T'N Z) U (S — Z) halmaz egyrészt lefogja a G Osszes
élét, masrészt minden M-beli élnek pontosan az egyik végpontjat tartalmazza, tehat
|M| = |L|, amivel a K&nig tétel bizonyitasa teljes. o

A fenti bizonyitas egyuttal hatékony eljarast is jelent a szobanforgd optimumok
meghatéarozasara. Az algoritmust Koénig (alternalo utas) algoritmusanak nevezziik.
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A lépésszam megbecsléséhez figyeljiik meg, hogy legfeljebb n/2 alkalommal kell utat
keresniink. Miutén egyetlen ut megkeresése az élszdmmal aranyos idében torténhet, az
Osszlépésszam nem nagyobb, mint O(nm) (ahol n a graf pontszama, mig m az élszdma).

Erdemes megfogalmaznunk Kénig tételét egy ekvivalens alakban. Ehhez definialjuk
egy X C S halmaz hidnyat a

h(X) = |X] - [[(X)] (1.15)

értékkel, ahol I'(X) = I'g(X) = I'p(X) jeloli az X szomszédainak halmazat, vagyis
[(X) :={v € T : létezik uv € E él, melyre u € X}. Jelolje p = p(G, S) a maximalis
hidnyt, azaz

p = max h(X) (1.16)
Mivel h(() = 0, a u értéke mindig nemnegativ. Legyen F az S maximalis (azaz u)
hidnyn részhalmazainak rendszere, vagyis F := {X C S : |X| — |[I'(X)| = u}. Az F
tagjait roviden max-hianya halmazoknak fogjuk hivni.

1.4.2. Lemma. Egy-eqy értelmi kapcsolat dll fenn az élek minimdlis elemszdamai lefo-
gdsat és a max-hidnyu S-beli halmazok kozétt: ha L C S UT minimdlis lefogds, akkor
S — L maz-hidnyd halmaz, mig ha H C S maz-hidnyi halmaz, akkor I'(H)U (S — H)
manimalis lefogds.

Biz. Ha L C SUT egy éleket lefogo ponthalmaz, akkor a H' := S — L halmaz h(H')
hidnya legalabb |S| — |L|, hiszen T'(H') C LNT miatt h(H') > |H'| — |LNT| = (|S] —
|SNL|)—|LNT| = |S|—|L|. Mésrészt tetsz6leges H C S halmazra L' :=T'(H)U(S—H)
lefogja az éleket és |L'| = (|S| — |H|) + |L(H)| = |S| — n(H). A ketts Osszevetésébdl a
lemma kovetkezik. e

Jelolje ¢ = (G, S) azon S-beli pontok minimalis szamat, melyeket egy péarositas
fedetleniil hagy. Nyilvan ¢ + v = |S|. Miutan a lemméabol 7 + p = |S| kovetkezik,
érvényes Kénig tételének alabbi, ekvivalens alakja.

1.4.3. Tétel (Konig — Hall). G = (S,T; E) pdros grifban ¢ = p, azaz egy pdrositds
daltal fedetlentil hagyott S-beli pontok minimdlis szdma eqyenld az S részhalmazainak
mazimdlis hidnydval. Specidlisan, akkor és csak akkor létezik S-t fedd pdrositds, ha
nincs hidnyos halmaz, azaz teljesil a Hall-féle feltétel:

IT(X)| > |X| minden X C S részhalmazra. o (1.17)

A tételt néha Ore tételének is hivjak, mig specialis mésodik része a Hall tétel. Meg-
jegyezzik, hogy Kénig algoritmusa kozvetleniil is kiad egy max-hianya halmazt. Ne-
vezetesen az algoritmus futasdnak végén kapott elérheté pontok Z halmazara egyrészt
az algoritmus altal kiadott (maximalis) M pérositas |Rg| darab pontot hagy fedetleniil
S-ben, mésrészt a

H=7ZnNnS (1.18)
halmazra I'(H) = Z NT, és igy H hidnya pontosan |Rg|, tehat H max-hianyu.

A Kénig algoritmus altal szolgaltatott M maximalis parositas természetesen fiigg

a futas soran hozott dontéseinktsl, hiszen az algoritmus azt nem specifikilja, hogy ha
tobb noveld ut is rendelkezésre all, akkor melyiket hasznéljuk.
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1.43. Feladat. Igazoljuk, hogy a Kdnig algoritmus dltal kiadott (1.18)-beli H maz-
hidnyi halmaz fliggetlen az algoritmus futdsdtol.

1.4.2. Maximalis stlyu teljes parositasok: a Magyar modszer

Tételezziik most fel, hogy a G = (S, T'; E) paros graf élein adott egy ¢ stlyfiiggvény. Te-
gyiik fel, hogy G-nek létezik teljes parositasa, és vizsgaljuk meg a maximalis stlyt teljes
parositas megkeresésének probléméajat. Az elsé ezzel kapcsolatos kérdés az, hogy milyen
hatékonyan ellenérizhet igazolvanyt (tantusitvanyt) tudunk elképzelni egy kivalasztott
teljes pérositas sulydnak maximalitasara, annak mintajara, ahogy egy megadott M
parositas maximaélis elemszdmara igazolvany az éleknek egy |M| elemszamu lefogésa.
Ennek altalanositasaként nevezziink egy csticsokon értelmezett m : V' — R fiiggvényt
sulyozott lefogasnak, ha minden uv € E élre m(u) + w(v) > c(uv). (Figyeljiik meg,
hogy ha ¢ azonosan 1, akkor egy (0, 1)-értéki stlyozott lefogas épp az élhalmaz egy
lefogasanak incidencia vektora). Egy élt pontosnak fogunk nevezni (7m-re nézve), ha
itt egyenlgség all. A 7 stlyozott lefogas 7(V') Gsszértékén a » [w(v) : v € V] Gsszeget
értjiikk, ahol V =S UT. A f6tétel Egervary Jen6tdl szarmazik 1931-bél.

1.4.4. Tétel (Egervary). A G = (S,T; E) teljes pdrositdssal rendelkezd pdros grdfban a
c: E — Ry silyfiggvényre vonatkozo maximadlis sulyi teljes pdrositds v, silya eqyenld
a stlyozott lefogdsok minimdlis T, Osszértékével. Amennyiben ¢ egészértéki, gy az
optimadlis sulyozott lefogds is vdlaszthato annak. Amennyiben G teljes pdros grif és c
nemnegativ, ugy az optimdlis sulyozott lefogds vdlaszthato nemnegativnak is.

Biz. Megjegyezziik, hogy a tétel implicit azt is tartalmazza, hogy a szoébanforgd mi-
nimum létezik. Mivel a maximumot a teljes parositasok véges halmazan tekintjiik, igy
annak létezése nem kérdéses.

A harmadik rész igazolasdhoz azt mutatjuk meg, hogy tetszéleges 7 siilyozott lefogas
nemnegativva alakithato az Osszérték megvaltoztatasa nélkiil. Legyen a 7 legkisebb
értéke —K (ahol K > 0) és legyen mondjuk az S-ben —K értéki pont. Mivel G teljes
paros graf, c nemnegativ és  silyozott lefogés, igy minden v € T pontra w(v) > K. Az
S elemein a 7 értékeket egységesen K-val novelve, T' elemein pedig K-val csokkentve
olyan nemnegativ siilyozott lefogast kapunk, melynek 6sszértéke |S| = |T'| miatt szintén
(V).

A tétel min = max részének igazolasdhoz elGszor azt latjuk be, hogy max < min.
Tekintsiik ehhez a graf egy tetszéleges M := {ujvy, ugve, ..., u,v,} teljes parositasat
valamint a c-nek egy 7 silyozott lefogasat. Ekkor ¢(M) := Y c(uv;) < > [m(u;) +
m(v;) i =1,...,n] =7(V), amibdl v. < 7. kovetkezik. Itt egyenlGség pontosan akkor
all, ha M minden élen pontos.

A forditott iranyu egyenléStlenség bizonyitasdhoz tehat kell talalnunk egy alkalmas
7 silyozott lefogést és egy olyan teljes parositast, amely pontos élekbdél all. Mas szoval
olyan 7-t kell keresniink, hogy a m-re vonatkoz6 pontos élekbdl allo részgraf tartalmaz-
zon teljes parositast.

Erre szolgdl a H. Kuhn &ltal bevezetett Magyar modszer. Tetsz6leges 7 stulyozott
lefogassal indulunk, amely egészértéki, ha ¢ az. (Hogyan lehet ilyent talalni?) Az
altalanos lépésben tekintjiik a pontos élek altal alkotott G, = (S,T; E,) részgrafot
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és ezen futtatjuk a Koénig tétel fentebb leirt bizonyitasanak algoritmusat. Kiindulunk
tehat a G-nek egy tetszGleges M parositasabol. Megiranyitjuk az M-beli éleket T-t61
S felé, mig az Osszes tobbi G-beli élt S-t6l T felé. Jelolje Rg illetve Ry az S-ben
illetve a T-ben az M altal fedetlen pontok halmazat. Jelolje Z az Rg pontjaibol az igy
kapott irdnyitott grafban iranyftott Gton elérhet6 pontok halmazat.

Amennyiben Rp-nek esik pontja Z-be, gy megkaptunk egy olyan Rg-t és Rp-t
Osszekotd P utat, amely M-ben alternal. Az M és P szimmetrikus differenciaja egy
M-nél eggyel tébb élbsl allo M’ parositast alkot. Az M’-vel folytatva iteraljuk az
eljarast.

Nézziik most a masik lehetGséget, amikor Ry diszjunkt Z-t6l. Z definicidja folytan
Z-b6l nem vezet ki irdnyitott él és Z-be nem lép be megiranyitott uv € M parositas
él. Legyen H := Z N S. Mivel G-nek van teljes parositasa, biztosan van olyan e éle
G-nek, amely H és T — I'q_(H) kozott vezet, ahol I'g_(H) jeloli a H szomszédainak
halmazat a G.-ben. Ilyen él nem lehet pontos, igy a

§ ;= min{7w(u) + 7(v) — c(uwv) :uwv € E,ue HveT —Tqg (H)} (1.19)

érték pozitiv. Modositsuk m-t a kovetkez&képp:

m(v) =9, haveH,
m'(v) =< w(v)+40, havelg, (H), (1.20)
m(v) kiilonben.
+6
l_l_|
- — = =

777 e

1.2. dbra. A m valtoztatasa a Magyar modszer egy lépésében

A 0 valasztasa miatt az igy modositott 7' tovabbra is silyozott lefogas, amely
egészértéki, ha c és 7w az volt. A 7'-re vonatkozo pontos élek G grafja és G ugyanazon
éleket fesziti Z-ben, tovabba G -nek van legalabb egy éle (ahol a §-t definialo minimum
felvétetett) H 6s T'— ', (H ) kozott, ezért G-ben az Rg-bdl elérhetd pontok halmaza
szigoruan bévebb, mint G-ben. (Figyelem: az NEM igaz, hogy G..-ben biztosan t6bb
pontos él van, mint G-ben.)

Emiatt a G,.-hoz és M-hez rendelt irdnyitott gratban az Rg-bdl elérhetd pontok
halmaza szigortian bévebb. Igy egy fazis (ami soran tehat a pontos élek grafjaban a
maximalis parositas elemszama nem n6) legfeljebb | S| utkeress eljaras alkalmazésa utan
véget ér. Ezzel a min-max tétel bizonyitasat befejeztiik. A tétel masodik allitasdhoz
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figyeljiik meg, hogy ha c egészértéki, akkor a fenti eljaras soran m egészértékiisége végig
meg6rzédik. e

Mivel egy utkeresés O(|E|) lépésben végrehajthato és legfeljebb |S| fazis van, az
algoritmus teljes futéasideje O(|E|[S|?).

1.44. Gyakorlat. Igazoljuk, hogy a minimdlis Osszértéki sulyozott lefogdsok konvex
halmazt alkotnak.

1.45. Feladat. Igazoljuk, hogy ha eqy M teljes pdrositas minden éle eleme valamely
mazximadlis sulyu teljes parositdsnak, akkor M maga is maximdlis sulyu teljes pdrositds.

1.46. Feladat. Legyen m egy minimdlis dsszértékid silyozott lefogds és G, = (S, T; Ey)
a pontos élek grdfia. Igazoljuk, hogy G eqy M teljes pdarositdisa akkor és csak akkor
mazximdalis sulyi, ha M C E,.

Alternativ bizonyitas: javitas negativ kor mentén

Bemutatunk egy masik bizonyitasi modszert is az Egervary tétel nemtrivialis max >
min irdnyanak igazolasara, azonban most nem célunk hatékony algoritmus kiolvasé-
sa. Legyen M egy maximalis silya teljes parositds. Célunk egy olyan m fiiggvény
megkonstrualasa, amelyre

minden uwv € M élre 7(u) + 7(v) = c(uwv) (1.21)

és
minden uv € E — M élre w(u) 4+ w(v) > c(uv). (1.22)

Val6jaban egy olyan -t adunk meg, amelyre
minden uv € M élre 7w(u) + 7(v) < c(uv) (1.23)

és

minden uwv € E — M élre w(u) + 7(v) > c(uv) (1.24)
Ennek ugyanis alkalmas névelésével az —t és —t kielégité m konnyen megkap-
hato.

Iranyitsuk az M-beli éleket S felé, a tobbi élt T felé, majd az E — M-beli élek
koltségét negaljuk. Jeldlje D’ a kapott digrafot és ¢ a modositott stlyozast. Allitjuk,
hogy ¢ konzervativ. Ha ugyanis létezne D’-ben egy K’ negativ kor, akkor ennek G-ben
egy olyan M-ben alternalé K kor felelne meg, amelyre ¢(K') < 0 miatt ¢(K — M) >
¢(K N M), és ezért a K mentén az M elemeinek kicserélésével kapott M’ := M © K
teljes parositas silya nagyobb, mint M silya, ellentmondasban az M valasztasaval.
(Itt © a szimmetrikus differenciat jeloli, azaz M © K = (M — K) U (K — M).)

Mivel ¢’ konzervativ, Gallai[l.3.8|tétele folytan létezik egy ' megengedett potencial.
Ez azt jelenti, hogy egy M-beli zy élre (x € T,y € 5) 7'(y) — 7'(x) < ¢(xy), mig egy
E — M-beli wv élre (u € S;v e T) 7'(v) — 7' (u) < d(uv) = —c(uv).

Negaljuk a T elemein a 7’ értékeit és a kapott fiiggvényt jelolje 7. Ekkor a 7'(y) —
m'(x) < e(xy) egyenlStlensegbdl m(y) + w(x) < e(xy) lesz, mig 7' (v) — 7' (u) < —c(uv)-

b6l —m(v) — 7(u) < —c(uv) azaz 7(v) + w(u) > c(uv), vagyis (L.23) és (1.24]) teljesiil.
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A fenti bizonyitasbol egy algoritmus is kiolvashaté. Induljunk ki egy tetszéleges M
teljes parositasbol. Amennyiben az ehhez rendelt D’ digrafban a ¢ sulyozas konzer-
vativ, gy a bizonyitas szerint M maximalis stlya. Ha D’-ben van negativ kor, akkor
ennek segitségével a bizonyitasban leirtak szerint megkapunk egy M-nél nagyobb silya
teljes parositast, amivel iteralhatjuk az eljarést. Az igy nyert algoritmus véges, hiszen
mindig egy jobb teljes parositast kapunk, s6t abban az esetben polinomialis is, amikor
a c sulyfiiggvény nemnegativ (ami feltehetd) és kis egészekbdl all. Ugyanis ha ¢ legna-
gyobb értéke M, akkor a maximalis stily1 teljes parositas silya legfeljebb M|S| és ezért
legfeljebb M|S| parositas javitas lehetséges. Ha viszont nincs elére adott fels6 korlat a
c értékeire vagy ha c valos értéki, akkor a fenti algoritmusroél kimutathato, hogy nem
polinomialis futasidejt.

1.4.3. Egervary eredeti bizonyitasa és algoritmusa

Egervary az tételt eredetileg egészértékii c-re bizonyitotta. Ebbél a kdzos neve-
zével valo felszorzéassal a tétel konnyen kovetkezik racionélis sulyfiiggvényekre is. Tet-
sz6leges valos silyfliggvényekre pedig a tételt Egervary folytonossagi megfontoldsokkal
vezette le.

Legyen tehat c egészértékd. Legyen 7 egészértéki silyozott lefogas, melynek 6sszér-
téke minimalis. (Jogos minimumrol beszélni, hiszen egészértéki sulyozott lefogasokrol
van sz0, és az ilyenek Osszértéke korlatos alulrol.) Legyen G, = (S,T; E;) a pontos
élek részgrafja. A Gr-nek barmely teljes parositidsa maximalis silyt, hiszen pontos
élekbdl all. Belatjuk, hogy G -nek van teljes parositdsa. Ha indirekt nem ez a helyzet,
akkor a Koénig-Hall tétel nyoman létezik egy X C S hidnyos halmaz, amelyre tehat
ITq. (X)| < |X]|. Ennek segitségével tudunk m-n javitani. Definialjuk -t a kovetkezo-
képpen.

§ ;= min{7(u) + 7(v) — c(w) :uwv € E,ue X,veT —T¢g (X)}. (1.25)

Miutén nincsen pontos él X és T — I'_(X) kozott, igy § pozitiv és persze egész.
Modositsuk -t a kovetkezSképp:

m(v) =6, havelX,
T(v)=<¢ 7(v)+9d, havelg (X), (1.26)
m(v) kiilonben.

Az igy nyert 7’ tovabbra is stlyozott lefogas, amelyre (V) = 7(V) — §|X| +
)T, (X)] <7(V), ellentmondésban m miniméalis valasztasaval. e

Egervary ezen bizonyitasi modszere egyuttal algoritmust is jelent maximalis stlyt
teljes parositdas és minimalis Osszértékd silyozott lefogés kiszamitasara: kiindulunk
egy tetszbleges egészértékd m sulyozott lefogasbdl, és a pontos élek G, grafjaban (pél-
daul Kénig algoritmusaval) vagy talalunk egy teljes parositast, amely értelemszertien
maximalis stly, vagypedig taldlunk egy hianyos halmazt, amelynek segitségével a bi-
zonyitasban lefrt médon javitjuk a silyozott lefogést. A moédositott silyozott lefogéssal
folytatva iteraljuk az eljarast. Nevezziik ezt az eljarast Egervary algoritmuséanak.

Kimutathato, hogy az algoritmus ezen generikus alakja (amikor a 7 javitasara hasz-
nalt X hianyos halmazt szabadon valasztjuk) egész vagy racionélis c-re még akkor sem
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polinomialis, ha mindig max-hidnytu halmazzal dolgozunk. Raadasul valos sulyfiiggvény
esetén az algoritmus még csak nem is biztosan véges. Megmutatjuk azonban, hogy a
max-hidnyt halmazok specidlis valasztasa esetén Egervary algoritmusa még valés ¢
esetén is polinomiélis. Ehhez sziikségiink lesz majd az aldbbi hasznos megfigyelésekre.

Max-hianyta halmazok

1.4.5. Lemma. Az S halmaz részhalmazain értelmezett v(X) := |I'(X)| fiiggvény szub-
moduldris, azaz az S bdarmely két X,Y részhalmazdra fenndll a szubmodularitasi
egyenlGtlenség:

Y(X) +9(Y) ZA(XNY) + (X UY).

Biz. Az egyenl6tlenség kovetkezik, amint megfigyeljiik, hogy T'(X)UI'(Y) = (X UY)
s D(X)NT(Y) D T(XNY). o

1.4.6. Lemma. A maz-hidnyi halmazok F rendszere zdrt a metszet és unid képzésre.

Biz. Mivel a [I'(X)| figgvény szubmoduléris, igy h(X)+h(Y) < A(XNY)+h(XUY).
Tegyiik most fel, hogy X és Y két maximalis hianya halmaz (azaz F elemei). Ekkor
p+pu=h(X)+hY)<h(XNY)+h(XUY) < pu+p, és emiatt valoban h(X NY) =
ph(XUY)=p. e

Az lemmabol kovetkezik, hogy az Osszes max-hidnya halmaz metszete is és
unidja is max-hianyu, azaz létezik egy egyértelmi legsziikebb és egy legb&vebb max-
hidnyd halmaz.

1.4.7. Tétel. Kdnig alterndld utas algoritmusa dltal szolgdltatott (1.18)-beli H maz-
hidnyid halmaz az egyértelmd legszikebb maz-hidnyid halmaz (és igy nem fligg az algo-
ritmus futasa kozben tett valasztasoktol).

Biz. Mivel az M maximélis péarositas fedi S — Rg minden pontjat, ezért tetszdleges
max-hidnyt halmaz tartalmazza Rg-t. Barmely X halmazra, amelyre R¢ C X C H, a
szobanforgo iranyitott gratban lep ki X UT'y(X)-b6l egy uwv él és igy I'(X) 2 I'p(X)U
{v}. Igy ID(X)| > [T (X)| = | X|—|Rs|, azaz h(X) < |Rs]|, tehat X nem max-hidnyt.

1.47. Feladat. Hogyan lehet az alterndlo utas algoritmus segitségével az egyértelmd
legbdvebb maz-hidnyu halmazt megkonstrudlni?

1.4.8. Lemma. Legyen H C S a legszikebb max-hidnyi halmaz G-ben. Ha a grdfbol
kitorolyik az dsszes olyan €lt, amely H szomszédai és S — H kiozott vezet, akkor a
létrejovd G grafban a mazximdlis hidny ugyanaz, mint G-ben. Tovibbd G és G' maz-
hidnyi halmazainak rendszere ugyanaz.

Biz. Miutan G egy M maximalis parositasanak a I'(H)-t fedd élei mind H-ban vég-
z6dnek, az M benne van G'-ben is, vagyis G’ max hianya legfeljebb akkora, mint G-é,
és persze kisebb nem lehet, mert G’ részgrafja G-nek. Ebbdl az is kovetkezik, hogy a
GG egy max-hidnyt halmaza G’-ben is max-hianyd. Legyen most X tetszGleges max-
hianyd halmaz G’-ben. Mivel H max-hianyu G’-ben is, az lemma szerint H N X is
max-hianyt G’-ben. De akkor H N X max-hianyt G-ben, hiszen H N X-bdl indulé élt
nem toroltiink, és igy a H minimalitésa folytan H C X. Ekkor viszont I'(X) = I"(X),
azaz X max-hidnya G-ben is. e
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1.4.9. Tétel. Amennyiben az Egervdry algoritmus futtatdsakor a szobanforgo m si-
lyozott lefogds javitasdra a Kdnig algoritmus dltal szolgdltatott egyértelmi legszikebb
maz-hidnyd X halmazt haszndljuk, gy az algoritmus polinomidlis futdsidejd.

Biz. Figyeljiik meg elGszor, hogy miként valtozik a pontos élek grafja, amikor az algo-
ritmus 7-r6l 7'-re tér at. Mindenesetre az X U _(X) valamint ennek komplementere
altal feszitett pontos élek nem valtoznak. Az S — X és I'g_(X) kozott vezets esetleges
pontos élek megsziinnek pontosnak lenni, mig az X és T — I'g_(X) kozott vezets élek
koziil mindazok pontossa valnak, amelyeken az definicioval megadott minimum
felvétetik. Az lemmabol kovetkezik, hogy ezen cserénél a maximalis hidny vagy
csOkken, vagy ha nem, gy a legsziikebb max-hianyd halmaz szigortian béviil.

Tekintsiik egy fazisnak az algoritmus futasanak azon szakaszat, amely soran a pon-
tos élek (egyre valtozo) részgrafjaban a maximalis hiany valtozatlan. Egyetlen fazis
soran a max-hianyu halmaz legfeljebb |S|-szer tud béviilni és nyilvan legfeljebb |S| fa-
zis létezik. Vagyis a K6nig algoritmus legfeljebb |S|2-szeri meghivaséval az algoritmus
futasa befejez6dik. Miutan Kénig algoritmusénak lépésszamara O(|S||E|) korlat volt
mondhato, a leirt silyozott eljaras teljes futasideje O(|S|*|E]).

Bar ez a lépésszam nem kiilonosebben latvanyos (és valojaban Kuhn Magyar mod-
szere hatékonyabb), azt mindenesetre megkaptuk, hogy az algoritmus polinomialis fu-
tasidejt, s6t erdsen polinomidalis is abban az értelemben, hogy a futésidé egyaltalan
nem fiigg a szerepld c koltségfiiggvénytsl, amennyiben feltessziik, hogy a szamokkal
végzett Osszadast, kivonast és dsszehasonlitast egyetlen 1épésben tudjuk elvégezni.

1.4.4. Maximalis stlya parositasok
Visszavezetés teljes parositasra

Elgszor megmutatjuk, hogy a maximaélis stlya (nem feltétleniil teljes) parositas meg-
hatarozésanak problémaja egyszert fogassal visszavezetheté a maximaélis sualyu teljes
parositaséra.

1.4.10. Tétel. Egy G' = (S, T"; E') pdros grifban nemnegativ c sulyfigguény esetén a
pdrositdsok mazimdlis V. silya egyenld a nemnegativ (1) sulyozott lefogdsok minimdlis
7! sulydval. Amennyiben ¢ egészértéki, az optimdlis 7., is vdlaszthatd egészértékinek.

Biz. A v, < 7! egyenlGtlenség nyilvanvalo, igy csak a forditott irdannyal foglalkozunk.
Uj pontok esetleges hozzavételével elérhetjiik, hogy a paros graf két osztalya egyforma
méreti legyen. Egészitsiik ki a grafot 0 silyu élek bevételével egy G teljes paros graffa.
A sulyfiiggvény ezen kiterjesztését tovabbra is jelolhetjik c-vel. Az tétel (har-
madik része) szerint G-nek létezik egy M teljes parositasa és c-nek egy m nemnegativ
stulyozott lefogasa, melyekre ¢(M) = 7(V). Mivel az 1j élek sulya 0, igy az 1j élek
kihagyasaval M-bdl keletkezd G'-beli M’ parositas sulya valtozatlanul ¢(M). Tovabba,
mivel M minden éle pontos, ezért egy 0 silyd uv élének végpontjaira m(u) = w(v) = 0.
Emiatt 7 értéke az j pontokon 0, hiszen 1j pontbdl csak 0 silyu él megy ki.

Ha tehat m-t megszoritjuk az eredeti V' = S" UT’ ponthalmazra, akkor a keletkezd
mre (V) =7(V)és (V') =¢c(M'). o
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Direkt eljaras

Az tétel nemtrivialis részének igazolasara bemutatunk egy direkt algoritmust
is. Célunk tehéat egy 7 : SUT — R, nemnegativ stulyozott lefogast valamint egy m-re
nézve pontos élekbdl 4116 M parositast talalni agy, hogy M minden pozitiv m(v) érték,
roviden pozitiv pontot fed.

Kezdetben legyen m a T elemein azonosan 0 és minden s € S ponton 7(s) :=
max{c(st) : t € T}. Legyen tovabba M egy pontos élekbél allo parositas, példaul az
iires halmaz. Az algoritmus egy kozbenss helyzetében rendelkezésiinkre &ll egy m > 0
silyozott lefogas és egy pontos élekbdl allo M péarositas gy, hogy M minden T-beli
pozitiv pontot fed. Ezt a tulajdonsagot végig fenntartjuk, mikdzben a 7 és az M
valtoztatasaval egyre csokkentjiik a fedetlen pozitiv pontok halmazat.

Jelolje Ry a T-beli fedetlen pontok halmazat és RY az S-beli pozitiv fedetlen pontok
halmazat. A pontos élek G, részgrafjiban iranyitsuk meg M éleit S felé, a tobbi élt
pedig T felé. A keletkezé digrafban jeldlje Z az R&-bol elérhets pontok halmazat. A
Kénig tétel algoritmikus bizonyitasaban latottakhoz hasonléan most is M minden éle
vagy teljesen Z-ben fekszik vagy teljesen kiviile.

I. eset Z N Ry # 0, azaz D-ben létezik egy P egyiranyu it RE-bol Rp-be. A P
mentén cserélve egy (M-nél eggyel nagyobb elemszami) M’ parositast kapunk, amely
eggyel kevesebb pozitiv pontot hagy fedetleniil, mint az M (nevezetesen a P kezdé-
pontjat M nem fedi, de M’ mar igen).

I1. eset Z N Ry = (). Legyen
61 = min{r(u) + 7(v) —c(w) :uww € B, ue ZNS, veT —Tq (ZNS)}. (1.27)

Az iires halmazon vett minimumot +oo-nek definialjuk. (Mivel most nem tettiik fel,
hogy létezik teljes parositas, el6fordulhat, hogy G-nek nem létezik éle Z NS és T —
Lq, (ZNS) kozott.) Mivel a digrafban Z-bdl nem 1ép ki él, a §; érték szigorian pozitiv.
Legyen

dy ;= min{n(s) : s € ZN S}. (1.28)

Itt dy véges, de eldfordulhat, hogy 0. Végiil legyen 6 := min{dy, do}. Modositsuk 7-t a
kovetkezSképp:

(v) =9, haveZns§S,
(v)4+40, havelg (Z2NS), (1.29)
7(v) kiilonben.

T
Tw)=< 7

A 0 valasztasa miatt az igy nyert 7’ is sulyozott lefogas és tovabbra sincs T-ben
fedetlen pozitiv pont (merthogy T-ben csak fedett pontok m-jét névelhettiik). Amennyi-
ben § = 0; < do, gy S N Z valamennyi pontja pozitiv maradt. Ezért a n'-hoz és a
valtozatlan M-hez tartozé digrafban az elérheté pontok halmaza szigortian bévebb,
mint Z. Ebbdl kovetkezik, hogy a § = d; < 9 eset egymast kivetGen legfeljebb
|M| < |S|-szer fordulhat eld.

Tegyiik most fel, hogy 0 = 0y < 1, és legyen z € SN Z egy olyan pont, amelyre
a 0y definiciojaban a minimum eléretik, ami azt jelenti, hogy 7’'(z) = 0. Mivel z € Z,
letezett RE-bol z-be P egyiranyt ut, amely mentén cserélve egy |M|-mel megegye-
26 elemszamt M’ parositast kapunk (amely z € RE esetén maga M), de M’ eggyel
kevesebb pozitiv pontot hagy szabadon, mint M.
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Osszefoglalva megallapithatjuk, hogy az algoritmus soran a fedetlen pozitiv pontok
szama legfeljebb |S|-szer csokkenhet (akar mert az I. eset soran névels utat talaltunk,
akar mert a II. eset soran a 0 = 0o < 0; eset kovetkezett be). Tovabba két ilyen
csOkkenés kozott a Z legfeljebb | S|-szer béviilhet. Miutén az elérhetd pontok halmazat
O(|E|) 1épésben tudjuk kiszamolni az eljaras O(|E||S|?) 1épés utan megadja egy stilyo-
zott lefogast és egy pontos élekbdl 4llo parositast, amely minden pozitiv pontot fed. e

Végiil megjegyezziik, hogy tetszGleges rogzitett pozitiv egész k-ra Ford és Fulkerson
késGbb ismertetésre keriils minimalis koltségti folyam algoritmusanak segitségével ki
lehet szamolni a maximaélis (vagy minimalis) stlya k éld parositast, ha ilyen parosités
létezik egyaltalan. Ennek a megkozelitésnek az lesz majd az elénye, hogy minden
k=1,2,...,v(G) értékre megadja a legolcsobb k éld parositast.

Ha viszont valoban csak egyetlen rogzitett k-ra kell ezt meghatéroznunk, akkor koz-
vetlenebb médon is eljarhatunk. Ehhez mindenesetre feltessziik, hogy v(G) > k, azaz
létezik k élbél allo parositas. Specialisan adodik, hogy mind S, mind T legalabb k
elemt. Feltehetjiik, hogy minden él koltsége szigortian pozitiv, hiszen konstans hozzé-
adésa a k éld parositasok egymashoz valo koltség viszonyat nem érinti. Adjunk S-hez
|T'| — k 4j pontot és T-hez |S| —k 1j pontot, az Gj pontokat kossiik Gssze a méasik osztély
valamennyi régi pontjaval, és az 0j élek koltségét valasszuk azonosan nullanak. Legyen
a megnovelt grafl G+.

Konnyt ellenérizni, hogy egy eredeti k él parositast ) élekkel kiegészithetiink egy
ugyanolyan koltségii GT-beli teljes parositassa, és megforditva, egy GT-beli teljes paro-
sitasbol az 1j éleket kihagyva G-nek nyeriink egy ugyanolyan koltségt k él parositésat.
Ebbél adodik, hogy egy legolesobb GT-beli teljes péarositas eredeti élei egy legolesobb
k éld parositast adnak G-ben.

1.48. Feladat. Tegyiik fel, hogy a G = (S, T; E) pdros grifban M egy j €éli pdrositds,
amely a j €lid parositdasok kézétt maximalis silyi o ¢+ E — R sulyfiiggvényre nézve.
Jeldlje Rg illetve Ry az M dltal fedetlen S-beli illetve T-beli pontok halmazdt. Ird-
nyitsuk M éleit S felé, a tobbi élt T felé. A kapott D digrdf élhalmazdn definidljuk a
d kéltségfiigguényt gy, hogy egy ts él (t € T,s € S) kdltsége legyen c(ts), egy uv €lé
(u e S,veT) pedig —c(uv). (a) Igazoljuk, hogy ¢ konzervativ. (b) Igazoljuk, hogy ha
P egy legolcsobb it Rg-b6l Rp-be, akkor az M © P 7+ 1 elemd pdrositdis mazimdlis
sulyu a j + 1 €ld parositisok kézétt.

1.5. Aramok és folyamok halézatokban

1.5.1. Fogalmak

Ebben a részben halozatokra vonatkozo két rokon fogalommal foglalkozunk: aramokkal
és folyamokkal.
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Aramok

Jeloljon D = (V, A) egy iranyitott grafot. Valamely x : A — R fiiggvényre és S C V
részhalmazra legyen o,(S) = > [z(uv) : uv € A,uv belép S-be| és legyen §,(S) =
0:(V — 8). Azt mondjuk, hogy = dram (circulation), ha teljesiil r4 a megmaradési
szabaly (conservation rule), azaz ¢,(v) = 0,(v) fennall minden v cstcsra. Valamely
c: A — R koltségfiiggvényre vonatkozolag a cx := > [c(a)z(a) : a € A] skalarszorzatot
nevezziik az x aram koltségének.

1.5.1. Allitas. (a) Az x figguény D = (V, A) élhalmazdn akkor és csak akkor dram,
ha 0,(v) < 8,(v) fenndll minden v csicsra. (b) Ha x dram, akkor 0.(Z) = §,(2)
mainden Z C 'V részhalmazra is fenndll.

Biz. (a) 7(A) =Y [oz(v) :v € V] <> [0.(v) : v € V] =Z(A), amibdl g,.(v) = 6.(v)
kovetkezik minden v € V-re. (b) Jel6lje a Z altal feszitett élek halmazan az x-értékek
Osszegét i,(Z). Ekkor 0,(Z) = > [0.(v) 1 v € Z] —i,(Z) =D [6.(v) :v € Z] —i(Z) =
0.(Z). ®

Legyen f: A — RU{—o0} als6 kapacités, g : A = RU {+oo} fels§ kapacités tgy,
hogy f < g. Azt mondjuk hogy az x &ram megengedett (feasible), ha

f<z<g. (1.30)

(Figyelem: az f-ben megengediink —oo komponenst, ami persze csak annyit jelent,
hogy az illet6 élen az aram értéke nincs alulrél korldtozva. Analég médon a g-nek
lehetnek +o0o komponensei, de az x aram komponensei mindig végesek. Az f also
korlatban +oo-t, a g fels6 korlatban pedig —oo-t nem engediink meg. Néha el6irjuk,
hogy az f vagy a g komponensei egészértékiiek legyenek; ebbe beleértjiik a 4-oo-t is.)

A vizsgalando6 f6 kérdés az, hogy mikor létezik (egészértéki) megengedett aram,
illetve ha létezik, miképp lehet meghatarozni egy minimalis koltségli megengedett ara-
mot.

Folyamok

Az arammal rokon a folyam fogalma. Ismét adott egy D = (V, A) irdnyitott graf,
toviabba D-nek egy kijelolt s forraspontja (source) és egy t nyelGpontja (sink). A
tovabbiakban, amikor folyamokrol lesz szo, végig feltessziik, hogy s-be nem lép be él és
t-b6l nem lép ki él. Folyamon egy olyan x : A — R, nem-negativ fiiggvényt értiink,
amely minden, s-t6l és t-t6l kiilonboz6 pontra teljesiti a megmaradési szabalyt, azaz
0:(v) = 0,(v) fennall minden v € V' —{s,t} cstcsra. Amennyiben még az x < g feltétel
is teljesiil, g-megengedett (roviden, megengedett) folyamrol beszéliink. Egy (0, 1)-
értékd folyamot fonatnak neveziink. Az x fonat azonosithatoé azon élek altal alkotott
részgraffal, melyeken az x értéke 1. Ez tehat egy olyan részgrafot alkot, amelyben az s
és t kivitelével minden v cstcs befoka és kifoka megegyezik.

Egy s-et tartalmazé, de t-t nem tartalmazo X halmazt nevezziink st-halmaznak.
TetszGleges S st-halmaz és x folyam esetén

0:(8) = 0.(s) — 0.(s) = Z[ém(v) —0:(v) 1 v €S| =6,(5) — 0.(9). (1.31)
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Vagyis minden S st-halmazra a §,(S) — 0.(S) értékkel definialt tiszta kidramlas
fiiggetlen az S valasztasatol. Ezt a kozos, 0.(s)-sel (és 0.(t) = 6,(V — t)-vel) egyenls
értéket nevezziik az x folyam nagysaganak (flow amount). Az x(uv) szam a folyam
értéke az uv € A élen. (Figyelem: a szakirodalomban nem ritka, hogy a J,(s) szamot
az altalunk hasznalt folyam nagysag helyett az x folyam értékének [flow value] hivjak.
Ez amiatt nem szerencsés, mert Osszekeverhetd a folyamnak egy e élen felvett x(e)
értékével.) Egy k nagysagu fonatot roviden k-fonatnak neveziink. (Az elnevezés arra
utal, hogy azon e élek halmaza, melyeken z(e) = 1 felbomlik % élidegen st-utra és
korokre.) Az x folyamot at-folyamnak (kor-folyamnak) nevezziik, ha x csak egy
s-bél t-be vezetd egyiranyu ut (egyiranyd kor) mentén pozitiv.

A {6 kérdés, hogy miként lehet meghatéarozni egy maximalis nagysagu (egészértékii)
folyamot, illetve adott koltségtiiggvény esetén hogyan lehet kiszamitani egy elére adott
k értékre a k nagysagu folyamok koziil a minimalis koltségiit. (Valamely ¢ : A — R
koltségfiiggvényre nézve a cx := Y [c(a)z(a) : a € A] skalarszorzatot nevezzik az x
folyam koltségének.)

1.49. Gyakorlat. Igazoljuk, hogy minden nem-negativ folyam elddllithato kor- folya-
mok és ut-folyamok nem-negativ linedris kombindcidjaként. Specidlisan, minden fonat
pdaronként élidegen korok és st-utak unidja.

1.5.2. Motivaciok

Megemlitiink néhany természetes gyakorlati feladatot, melyek megoldésa aramok vagy
folyamok segitségével torténhet.

A szallitasi probléma

Adott k£ iizem mindegyike ugyanazt a terméket allitja el és tudjuk, hogy mekkora az
egyes lizemek maximalis

kibocsato képessége (supply). Adott tovabba ¢ fogyasztohely, melyeknek ismerjiik
az igényeit (demand). Tudjuk, hogy mely tizemekbdl mely fogyasztokhoz milyen atbo-
csato kapacitassal lehet szallitani, és hogy mennyi az egységnyi termék szallitasdnak
a koltsége. Dontsiik el, hogy az adott feltételek mellett létezik-e olyan szallitasi terv,
amely kielégiti a fogyasztok igényeit, és ha létezik, keressiik meg a legolcsébb megol-
dast. Ez a szallitasi feladat (transportation problem). Ha minden kibocsatés és igény
azonosan 1, akkor a szallitasi feladat a korabban megismert hozzérendelési problémaéara
redukalodik.

Grafnyelven a szallitasi feladat a kovetkez6képpen fogalmazhaté meg. Adott egy
G = (S, T; F) paros graf. Az S-beli pontok felelnek meg az lizemeknek, mig 7" elemei a
felhasznaloknak. Minden v € S-beli ponthoz adott egy ¢(v) szam, amely az illets tizem
kibocsatoképességét jelzi. Minden v € T-beli ponthoz adott egy h(v) szam, amely v
igényét jelzi. Adott még a graf élein egy ¢ : E — R, kapacitasfiiggvény valamint
egy ¢ : F — R, koltségfiiggvény. Az elsé feladat annak eldontése, hogy létezik-e
olyan z : E — R, fiiggvény, amelyre 0 < z < g, d,(v) < ¢(v) minden v € S-re, és
d.(v) = h(v) minden v € T-re. Amennyiben létezik ilyen x, gy a masodik feladat
egy olyan x meghatarozasabol all, amely minimalizalja a cx = > [c(e)z(e) : e € F]
Osszkoltséget.
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A szallitasi (és specialis esetként a hozzérendelési) feladatot a kovetkez6képp lehet
folyam feladatként megfogalmazni. Iranyitsuk meg a G graf éleit S-t6l T-felé. Adjunk
a grathoz egy 1j s pontot, amelybdl minden v € S pontba vezet egy ¢(v) kapacitasi
él. Adjunk a grathoz egy 1j t pontot, amelybe minden v € T pontbdl vezet egy
h(v) kapacitasa él. A szallitasi feladatnak pontosan akkor van megoldasa, ha az igy
keletkezett D digrafban van M := ) _, h(v) nagysdgu folyam. A kéltséges valtozat
egy minimalis koltségld M nagysagi folyam meghatarozasat célozza.

Elidegen utak

Alkalmazasokban gyakran vetddik fel a kérdés, hogy mikor létezik irdnyitott graf va-
lamely pontjabol egy megadott masikba k paronként élidegen (vagy pontidegen) ut.
Nem fog zavart okozni, hogy a rovidség kedvéért (bar kissé pontatlanul) a tovabbiakban
mér nem tessziik ki a ,paronként” hatarozoszot.

Erre az elvi valaszt Menger tétele adja meg, amelynek kiilonféle viltozatai vannak,
annak megfelelGen, hogy élidegen vagy pontidegen utakat keresiink iranyitott vagy
irdnyitatlan grafban. Az iranyitott élidegen verzio szerint akkor és csak akkor létezik
s-b6l t-be k élidegen 1it, ha minden s-et tartalmazé S C 'V st-halmaz kifoka legaldbb k.
Kérdés, hogy algoritmikusan miként lehet megtalalni k élidegen utat, illetve ha nincs
megoldés, akkor hogyan hatarozhaté meg a Menger tétel altal biztositott k-nal kisebb
kifoki S halmaz. (Egy ilyen halmaz gyorsan ellendrizhetd igazolvanyként szolgalhat
arra, hogy D-ben nem létezik k élidegen st-ut.) Még dsszetettebb feladatot kapunk, ha
az éleken adott koltségfiiggvényre vonatkozolag gy akarunk k élidegen utat keresni,
hogy 6sszkoltségiik minimélis legyen.

Mindenesetre a kévetkezd nagyon specialis esetben még csak Menger tételére sincs
sziikségiink. Tegyiik fel, hogy a D' = (V, A’) digraf maga egy fonat, azaz

(i) s-be nem lép be él,
(ii) t-b6l nem lép ki él,
(iii) minden més v csiics p(v) befoka egyenld a cstcs 0(v) kifokaval.

Ebben az esetben bizonyosan létezik 0(s) élidegen ut st-it. Valoban, induljunk ki
s-bél, majd amig csak lehetséges, haladjunk tovabb addig még nem hasznalt él mentén.
A fokszamokra tett feltételek miatt csak t-ben akadunk el. Igy tehat megtalaltunk egy
st-sétat, amelybdl az esetleges koroket kihagyva egy P st-utat nyeriink. Ezt az eljarast
d(s)-szer ismételve megkapjuk a keresett d(s) élidegen utat.

Bar ez a mohd modszer csak nagyon speciélis esetben hasznélhato, az altalanos
esetre is szolgal utmutatassal. Ahelyett ugyanis, hogy D-ben a k élidegen utat kozvet-
leniil probalnédnk megtalalni, a D egy olyan D’ részgrafjanak megkeresésére toreksziink,
amely teljesiti a fenti harom tulajdonségot és amelyben dp/(s) = k. A fentiek szerint
ekkor a D’-ben mar kénnytiszerrel megtalaljuk a k élidegen utat.

A feladat tehat egy egészértéki k nagysagu folyam megkeresése a g = 1 kapacités-
fliggvényre nézve, vagy roviden egy k-fonat megkeresése. A koltséges utproblémaban
pedig egy minimalis koltségi k-fonatot keresiink. k = 1-re konzervativ koltség esetén
ez éppen a mar megismert legolcsobb 1t meghatarozasaval ekvivalens.
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Az iranyitott kinai postas probléma

Egy dramproblémara vezetd érdekes feladat a kévetkezs. Egy D = (V, A) erésen Gssze-
fiiggs digrafot kell egy megadott pontjabol kiindulva gy bejarnunk, hogy minden élén
legalabb egyszer végigmenjiink és a kiindulasi pontba jussunk vissza. Egyik cél a vé-
gigjart élek szamanak minimalizalasa, vagy altalanosabban, ha az éleken adott egy
végighaladasi id6, akkor a teljes bejaras 0sszidejének minimalizalésa.

Példaul egy postasnak a postarol elindulva egy korzet minden utcajan, amelyek
mindegyikérdl feltessziik, hogy egyirany, legalabb egyszer végig kell haladnia majd a
postara visszatérnie. (A kérdést eredetileg iranyitatlan grafra fogalmazta meg Mey-Go
Guan kinai matematikus 1960-ban. Ennek megoldasa, és a kinai postas elnevezés J.
Edmondstol szarmazik, és joval mélyebb eszkozoket igényel, mint az irdnyitott valto-
zat).

Egy maésik alkalmazasban egy aramkor mikodésének helyességét kell tesztelniink.
Ehhez meg van adva, hogy az dramkor milyen allapotokban lehet. Ezek az allapotok
felelnek meg a digraf cstcsainak. Ezen kiviil adott még, hogy mely allapotokbol mely
méasokba lehet kozvetleniil atjutni, és valojaban egy-egy ilyen atmenetnek a helyességét
tudjuk mérni. A feladat az Osszes lehetséges allapot-atmenet ellendrzése minimalis id§
alatt. Vilagos, hogy a digraf bejarasi probléma miért modellezi ezen tesztelési feladatot.

Annak érdekében, hogy az irdnyitott postas problémat aram feladatként megfogal-
mazzuk, képzeljiink el a digraf éleinek egy adott bejarasat. Jeldlje z(uv) azt a szdmot,
ahdnyszor az uv élen athaladtunk. Rogton latszik, hogy z egy olyan egészértékd aram,
amelynek értéke minden élen legalabb 1. Megforditva, egy olyan z egészértékid aram
segitségével, amely minden élen legalabb 1 megadhatunk egy bejarast, amely minden
e élen pontosan z(e)-szer halad végig. Ugyanis ha mindegyik e élt z(e) darab parhuza-
mos példanyaval helyettesitjiik, akkor Euler-féle digrafot kapunk és az Euler digrafok
koézismerten bejarhatok tgy, hogy minden élen pontosan egyszer haladunk végig. Ezen
megfigyelés alapjan a D digrafban az optimaélis bejarasi probléma egy minimalis kolt-
ségl megengedett egészértéki aramnak a meghatirozasaval egyenértéki az f = 1 és
g = +oo korlatozo fiiggvényekre vonatkozoan.

1.5.3. Megengedett aramok

A postas probléma egy mésik valtozataban az a kérdés, hogy egy erGsen Osszefiiggsd
digrafban mikor létezik olyan zart séta, amely minden élt legaldbb egyszer hasznél, de,
mondjuk, legfeljebb csak kétszer. Ez azzal ekvivalens, hogy mikor létezik egészértékii
megengedett aram az f = 1,g = 2 korlatozo6 fiiggvények esetén. Ha példéul a digraf
harom s-bél t-be vezetd diszjunkt atbol valamint egy ¢-b6l s-be vezetd élbdl all, akkor
ezen az élen bizonyosan haromszor végig kell menniink.

Megengedett aramok létezésére ad sziikséges és elegends feltételt az alabbi, Alan
Hoffmantol szarmazo tétel.

1.5.1. Tétel (Hoffman, 1960). A D = (V, A) digrdfban adott f < g kapacitdsfiiggué-
nyekre vonatkozolag akkor és csak akkor lélezik megengedetl dram, ha

0f(X) < 6,4(X) minden X CV halmazra. (1.32)
Tovdbbd, ha f és g egészértékiiek és (1.32)) fenndll, gy létezik egészértéki megengedett

dram 1s.
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Biz. A sziikségesség igazolasahoz tegyiik fel, hogy = megengedett aram. Ekkor d,4(X)—

0f(X) > 0,(X) — 0,(X) =0, amibdl (1.32) kovetkezik.
Az elegend@ség igazolasahoz tekintsiik a kovetkezé fliggvényt:

PX) = 04(X) = 05(X). (1.33)

Most (1.32) azzal ekvivalens, hogy § nem-negativ. Az X, Y C V halmazokra jelolje
d.(X,Y) az x(e) értékek Osszegét mindazon e élekre, melyek X —Y és Y — X egy-
egy pontjat kotik Ossze (mindegy melyik iranyban). A bizonyitas kulcsa a kovetkezd
lemma.

1.5.2. Lemma. S(X)+4(Y)=XNY)+B(XUY)+d,—;(X,Y).

Biz. Konnyen ellendrizhetjiik, hogy minden lehetséges él hozzajarulésa a két oldalhoz
ugyanannyi. e

A Hoffman tétel bizonyitasadhoz visszatérve nevezziink egy olyan e élt pontosnak,
amelyre f(e) = g(e). Nevezziink pontosnak csicsok egy Z részhalmazat, amelyre
B(Z) = 0. Tegyiik fel indirekt, hogy a D digrafra nem igaz a tétel, és valasszunk egy
olyan ellenpéldat (adott D), amelyben a pontos élek és a pontos halmazok egyiittes
szama maximéalis. Az nem lehet, hogy minden ¢l pontos, mert akkor z := f(= g),
az feltétel miatt, megengedett aram volna, hiszen az allitas nyoman tudjuk,
hogy ha 0,(v) < d,(v) minden cstcsra fennall, akkor x dram. Legyen a = st olyan él,
amelyre f(a) < g(a).

Allitjuk, hogy a belép egy pontos T halmazba. Valoban, ha nem lépne be, akkor
f(a)-t meg tudnank gy noévelni, hogy a modositott f" alsd korlatra tovabbra is fenn-
allna f' < g és pp(Z) < 0,(Z) minden Z C V-re, tovibba vagy az a él valna pontossa,
vagy pedig egy olyan halmaz, amelybe az a él belép. Ez a lehetéség azonban (mivel
régi pontos halmaz nem sziinik meg) ellentmondana a pontos élek és halmazok maxi-
malis egyiittes szamara tett feltevésiinknek. Tehat az a él valoban belép egy T pontos
halmazba. Anal6g modon lathato, hogy a kilép egy S pontos halmazbol.

Az a él létezése folytan tudjuk, hogy a d,_;(S,T') érték szigortian pozitiv. A lemmat
és ([1.32)-t alkalmazva kapjuk, hogy 0+0 = 3(S)+8(T) > 8(SNT)+A(SUT) > 040,
amely ellentmondas mutatja, hogy nem létezhet ellenpélda, és igy a tétel kovetkezik.
Ugyanez a gondolatmenet azt is mutatja, hogy ha f és g egészértékii, akkor van egész-
értéki megengedett dram is. e e

Gyakran az aramnél altalanosabb fogalmat tekintenek. Példaul az x fiiggvényre azt
irjuk el6, hogy minden v pontra g,(v) — d,(v) = m(v), ahol m : V- — R elére adott
fiiggvény. Vagy még altalanosabban, adott p : V. — RU{—o0}, b : V — RU {0}
esetén (p < b) minden v cstcsra legyen

p(v) < 0:(v) = 0a(v) < b(v). (1.34)

Egy egyszerii fogéssal azonban ez a feladat aram probléméava alakithatd. Nevezetesen,
vegyiink fel egy 4j s csticsot, és D valamennyi pontjabol vezessiink egy-egy élt s-be.
Egy 1j vs élen legyen f(vs) := p(v), g(vs) := b(v). Jeldlje a kibGvitett élek halmazat A'.
Tetszoleges © : A — R fiiggvényhez legyen 2/ : A — R a kovetkezGképpen definidlva:
2'(e) == z(e) ha e € A, és 2'(e) := 0,(v) — 0,(v) ha ¢ = vs (v € V). Konnyen latszik,
hogy x akkor és csak akkor teljesiti (1.30)-t és (1.32)-t, ha 2’ megengedett aram.
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1.50. Feladat. Hoffman tételének dltaldnositdsaként igazoljuk, hogy akkor és csak ak-
kor létezik () -t és () -t kielégitd x fiigguény, ha pf(X)—d,(X) < min{p(X),b(V —
X)} fenndll minden X C V-re.

1.51. Feladat. Tegyiik fel, hogy rendelkezésiinkre dll eqy algoritmus megengedett dram
megkeresésére az olyan esetekre, amikor az éleken csak also korldt adott. Erre tdmasz-
kodva készitsiink eljardst az dltaldnos esetre, amikor also és felsd korlatok is adottak.

1.5.4. Aramok és folyamok kapcsolata

Alapvet§ az alabbi, L.R. Fordtél és D.R. Fulkersont6l szarmaz6é Maximalis-Folyam
Minimalis-Vagas tétel (Max Flow Min Cut; MEMC).

1.5.3. Tétel (Maximalis-Folyam Minimalis-Vagas). A D = (V, A) irdnyitott grdfban
akkor és csak akkor létezik a g kapacitdsra vontakozo k nagysdgi megengedett folyam,
ha minden S st-halmazra 6,(S) > k. Ha e feltétel teljesiil, g egészértéki és k egész,
gy a folyam is vdlaszthato egészértékinek.

A tételbeli S halmazbol kilép6 élek halmazat 1 (.S)-sel jeloljiik és vaAgasnak nevez-
ziik, melynek értéke vagy kapacitasa a 0,(5) szam. A tételt néha az alabbi ekvivalens
alakban emlitik.

1.5.4. Tétel. A megengedett st-folyamok mazimdlis nagysiga egyenld a §,(S) értékek
minimumduval, ahol a minimum az dsszes st-halmazra megy. Ha g egészértékd, vgy a
mazrimum egészértékd folyamon is felvétetik.

Biz. Legyen z megengedett st-folyam és S st-halmaz. Ekkor folytén d,(s) =
0:(S) — 0:(5) < 9,4(S), amibsl maxr < min kovetkezik.

A forditott irany igazolasahoz jelolje p, a szobanforg6 minimum értékét. (Ez a
minimum nyilvanvaléan létezik, merthogy véges sok szdm minimumérél van szd. Az
viszont még ezen a ponton nem vilagos, hogy létezik maximalis nagysaga folyam.)
Adjunk D-hez egy 4j e* = ts élt és definialjuk f(e*) = pg, g(e*) := {oo}. Az eredeti
éleken legyen f mindenhol nulla.

Koénnyen latszik, hogy most fennall, és igy az tétel szerint létezik meg-
engedett aram (amely raadasul egészértékid, ha g az). Kihagyva a hozzavett e* élt, p,
nagysagui folyamot kapunk. e

1.52. Feladat. Az MFMC tételbdl vezessiik le Menger tételének irdnyitott élidegen
vdltozatdt. (Amely szerint egy iranyitott grafban akkor és csak akkor van az s pontbol
a t pontba k élidegen ut, ha minden st-halmazbol legalabb & él 1ép ki.)

Hoffman tétele az MFMC tételbdl

Nemcsak a maximélis folyam feladat vezethetd vissza megengedett aramokra, hanem
megforditva, a Hoffman tétel is levezethet6 az MFMC tételbdl. Ennek érdekében be-
vezetjiik a V(X)) := 0p(X) — (X)) (X C V) halmazfiiggvényt. (Az itt kovetkezs
levezetésben feltessziik, hogy f és g is véges értéki: kis gyakorlo feladat az altalanos
eset visszavezetése a véges f, g esetre.)
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1.53. Gyakorlat. Igazoljuk, hogy V;(X) = > [Vs(v) : v € X].

Ha ¥, minden csticson nulla, akkor f megengedett aram, és készen vagyunk. Ha
U; nem azonosan nulla, akkor a V* = {v : Us(v) > 0} és V7 = {v : ¥s(v) < 0}
halmazok nem-iiresek. Készitsiik el a D' = (V’, A") digrafot ugy, hogy V' =V U {s,t}
és A’ = AU{sv : v € VT} U {vt : v € V7 }. Definialjuk a ¢’ kapacitasfiiggvényt a
kovetkezGképpen. Legyen ¢'(sv) := Uy(v), ha v € VT, legyen ¢'(vt) := —Uy(v), ha
v e V7, és végiil legyen ¢'(a) := g(a) — f(a), ha a € A. Legyen M = » [VUs(v) :
v € VT]. A kivetkez6 lemma a kapcsolatot irja le egyrészt D megengedett aramai és
D' megengedett st-folyamai kozott, masrészt D’ M-nél kisebb vagasai és D (1.32)-t
megsértd halmazai kozott.

1.5.5. Lemma. (a) Ha xz M-nagysdgi g'-megengedett st-folyam D’-ben, akkor f + x
(az eredeti A-ra megszoritva) megengedett dram.
(b) Ha dy(X +s) < M valamely X CV halmazra, akkor X megsérti a Hoffman-

féle (1.32) feltételt.

Biz. (a) A megengedettség, azaz f < f+ x < g, kovetkezik a konstrukciobol. A
megmaradasi szabaly nyilvan fennall a V — (VT UV ™) elemeire. Mivel x nagysaga M,
minden s-bdl kiléps él telitett. Igy V*-nak barmely v pontjara az eredeti digrafban
érvényes, hogy z(sv) + 0,(v) = 6,(v), azaz or(v) — d¢(v) + 0.(v) = 0.(v), és igy
0f+2(V) = 0f44(v), vagyis a megmaradasi szabély érvényes a V*-ban fekvs pontokra
is. A bizonyitas a V ~-beli pontokra analog modon végezhets el.

(b) Uy(VH) =M >06y(X+5) =0, f(X)+ TVt —X) = Uy(V-NX), amibe
UV —X)=Up(VT) — U (VT N X)-et helyettesitve kapjuk, hogy

0> 5g_f(X) — \I/f(V+ﬂX) — \I’f(v_ ﬂX) =

0g—(X) = W (X) = 0y (X) +07(X) — 0p(X),
vagyis 0,(X) < 0f(X). @

1.54. Feladat. Vezessiik le Hoffman tételét az MEFMC tételbol, ha f-nek lehetnek
{—o0}, g-nek pedig {+o00} komponense;.

A fenti redukci6 azt is mutatja, hogy nemcsak egy megengedett aramot kiszami-
t6 algoritmus hasznalhato maximalis folyam keresésére, hanem egy maximalis folyam
illetve miniméalis vadgas meghatarozasara szolgilo algoritmus segitségével is el lehet don-
teni, hogy teljesiil-e , és ha igen, akkor tudunk taldlni megengedett aramot. E
visszavezetés még arra is jO, hogy a minimélis koltségi folyam feladatra nemsokara
bemutatasra keriil§ algoritmus segitségével megoldhaté lesz a minimalis koltségli meg-
engedett aram probléméja is.

1.6. Folyam algoritmusok

Kovetkez6 feladatunk a maximalis folyam meghatarozasara szolgald javitd utas algo-
ritmus vizsgélata lesz, majd pedig a minimalis koltségi k nagysagi folyamok kiszami-
tasara vonatkozo algoritmust ismertetjiik.
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A Ford — Fulkerson novel6 utas algoritmus segitségével az MFMC tételre 0j bi-
zonyitast nyeriink. Legyen z megengedett folyam. Ekkor tetszéleges S st-halmaz
esetén az x folyam nagysagara érvényes az alabbi becslés. 0.(s) = d,(s) — 0.(s) =
D02 (v) — 0x(v) s v €S| = 8,(5) — 0:(5) < ,(5). Ebbdl adodik az tételben a
feltétel sziikségessége illetve az tételben max < min egyenlGtlenség.

Az is megallapithatd, hogy egy x folyam bizonyosan maximalis nagységi, amennyi-
ben létezik egy olyan S st-halmaz, amelyre teljesiilnek az alabbi optimalitasi felté-
telek.

(a) z(a) = g(a) minden a élre, amely kilép S-bdl, és
(b)  2(a) = 0 minden a élre, amely belép S-be.

Jelen célunk egy ilyen x folyam és S halmaz algoritmikus megkeresése. Fzt els-
szOr csak egészértékd (illetve racionalis) g kapacitasfiiggvény esetén tessziik meg, majd
tetszéleges g-re.

1.6.1. Maximalis folyamok: a novel6 utak médszere

A Fordtol és Fulkersontél szarmazo algoritmus tetszéleges © megengedett st-folyambol
indul ki (példaul = = 0), és azt iterativan javitja. Készitsiink el egy D, = (V, A,)
digrafot a kovetkezGképp. Egy wv él A,-hez tartozik, ha vagy (i) uwv € A és z(uv) <
g(uv), és ekkor ezen élét D,-nek el6re-élnek hivjuk, vagy (i) vu € A és xz(vu) > 0,
és ekkor uv neve hatra-él. Jelolje S az s-b6l D, -ben irdnyitott iton elérheté pontok
halmazat.

1. eset t € S, azazt nem érhetd el s-bdl. Mivel D, semelyik éle sem 1ép ki S-bél, ezért
D-ben minden S-bél kiléps ¢l telitett (azaz x(uv) = g(uv)) és minden S-be beléps uv
élen x(uv) = 0. Vagyis az (a) és (b) optimalitasi feltételek teljesiilnek és az algoritmus
véget ér: az adott z folyam nagysaga egyenls d,(5)-sel.

2. eset t € S, azazt elérhetd s-bol. Legyen P tetszGleges s-bdl t-be vezet§ irdnyitott
ut D,-ben.

Legyen A; := min{g(uv) — z(uv) : uv elére-éle P-nek} és Ay = min{z(vu) : uv
hatra-éle P-nek}. Legyen A = min{A;, Ay}. Ekkor A pozitiv. Nevezziik P egy élét
kritikusnak, ha A ezen az élen éretik el.

Modositsuk z-et a kovetkezSképp. Ha uv el6re-éle P-nek, gy a D uv élén néveljiik
z(uv)-t A-val. Ha wv hatra-éle P-nek, ugy a D vu élén csokkentsiik x(vu)-t A-val.
Koénnyen lathato, hogy a modositott x' megengedett folyam lesz, amelynek nagységa
A-val nagyobb, mint z-é. Kovetkezésképp, ha g egészértéki, akkor a 2. eset csak véges
sokszor fordulhat eld, vagyis véges sok névelés utan az 1. eset kovetkezik be, amikor
is az algoritmus véget ér. Tehat egész kapacitasok esetén az MFMC tétel bizonyitast
nyert.

Amennyiben g raciondlis, a nevezGk legkisebb koz6s tobbszorosével a kapacitasokat
végigszorozva visszajutunk az egész kapacitasu esethez.

Megjegyzendd, hogy ha g irracionalis, akkor a fenti eljards nem biztosan ér véget
véges sok lépésben (amint az példaval demonstralhato). Masik hatrany, hogy még egész
kapacitasok esetén is az iteraciok szdma aranyos lehet az el6forduld legnagyobb kapa-
citas nagysagaval. Igy az algoritmus bonyolultsiaga az input méretének exponencialis
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fiiggvényével aranyos, azaz nem polinomialis. (Egy szam nagysiga a jegyei szamanak
exponencialis fiiggvénye.)

1.6.2. Skalazasi technika

Az alabbiakban bemutatunk egy iigyes fogast, amelynek segitségével bizonyos eljaraso-
kat polinomialis futasidejtivé lehet tenni. Hasznédlatat a maximalis folyam problémén
szemléltetjiik, mert ott igen egyszeri, de szamos alkalommal bonyolultabb koriilmények
kozott is hasznalhato.

Tételezziik fel, hogy a kapacitasok egész szamok és kettes szamrendszerben vannak
megadva. A legnagyobb kapacitas alljon M jegybél. Osszesen M darab folyam prob-
léméat fogunk megoldani, mindegyikben a megel6z6en megkapott maximélis folyamot
hasznaljuk kiinduléasi folyamként. Jeldlje g; azt a kapcitas fiiggvényt, amely tgy all
el6, hogy minden élen az eredeti kapacitasnak (balrol) az elss i jegyét tekintjiik, mig a
tobbit eltoroljiik. Tegyiik fel, hogy a g; kapacitasfiiggvényre nézve mér meghataroztuk
az r; maximalis folyamot. Ekkor 2z; megengedett folyam a ¢, i-re nézve. A 2z;-bél
kiindulva alkalmazzuk a fent leirt ndvel6 utas modszert a g;,1 kapacitasfiiggvényre
vonatkozolag.

Miutan minden e élre g;,1(e) értéke vagy 2g;(e) vagy 2g;(e) + 1, legfeljebb élszam-
nyi névelés utan megkapjuk az x;,; maximalis folyamot (a g, i-re nézve). Osszesen
tehat legfeljebb M|A| novelés segitségével megkonstrualtunk egy eredeti kapacitasokra
vonatkoz6 maximalis folyamot.

1.6.3. Legrovidebb névels utak

A fenti eljaras hatranya, hogy csak egész (és igy raciondlis) kapacitasokra miikodik.
Ezen nehézség lekiizdésére J. Edmonds és R. Karp [1972] és E.A. Dinits [1970] javasol-
tak, hogy minden iterdcioban a legkisebb élszami novel6 utat valasszuk. Ez az egyszertd
megszoritas lehetGvé teszi, hogy a Ford — Fulkerson algoritmus bonyolultsagat |V és
|A| polinomjaval korlatozzuk, fiiggetleniil a kapacitasok nagysagatol. (Ezt persze gy
értve, hogy a szamokkal végzett alapmiiveleteket egyetlen lépésnek tekintjiik.)

1.6.1. Tétel. Ha a Ford — Fulkerson féle noveld utas algoritmusban mindig a leg-
rovidebb noveld utat haszndljuk, gy az eljdards tetszdleges g kapacitdsfiigguény esetén
legfeljebb O(|V'||A|) névelés utdn véget ér.

Biz. Jelolje 0,(v) a v tavolsagat D,-ben s-t6l. (Ha egyaltalan nincs s-b6l v-be 1t, akkor
0.(v) := 00). Legyen P egy legrovidebb ut D,-ben s-bdl t-be. Ekkor P mindegyik uv
élére, 0,(v) = o,(u) + 1.

1.6.2. Lemma. Amikor P mentén végrehajlunk egy novelést, a o,(v) érték semmilyen
v-re sem csokken.

Biz. Nézziik meg milyen hatassal van a novelés a D, segédgrafra. Mivel a folyamot D-
nek csak olyan élein valtoztattuk, melyek P éleinek felelnek meg, D, csupan P éleinél
valtozhat. Espedig, D’ lehetséges wj élei P élei megforditva, ugyanakkor P kritikus
élei (ahol A felvétetik) eltiinnek D,-bsl. A v pont s-t6l vald téavolsaga csak akkor
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csokkenhetne, ha olyan uw éleket adnank a segédgrafhoz, melyekre o, (w) > o, (u) + 1,
amibdl a lemma kovetkezik. o

A novelések sorozatat fazisokra bontjuk. Egy fazis soran o,(t) ugyanaz marad. A
lemma szerint legfeljebb |V'| — 1 fazis lehetséges.

1.6.3. Lemma. Egy fdzison beliil legfeljebb |A| novelésre keriilhet sor.

Biz. Jelolje 0;(v) a v pont tavolsagat s-t6l az i fazis kezdetén az aktualis segédgrafban.
Nevezziink egy uv élt i-szorosnak, ha o;(v) = o;(u) + 1. Az i-dik fazis soran csupéan
1-szoros éleket hasznalunk. Tudjuk, hogy egy novelés legalabb egy i-szoros élt eltiintet
az aktualis segédgrafbol és nem hoz be 1 i-szoros élt. Mivel a segédgrafnak legfeljebb
|A| darab i-szoros éle van, a lemma kovetkezik. o

Mindezeket Gsszetéve kapjuk, hogy legfeljebb |V ||A| névelésre van sziikségiink, igy
az Edmonds — Karp és Dinits féle algoritmus &ssz-bonyolultsaga O(|V||AJ?), hiszen
egyetlen novelés O(]A|) lépést igényel.

Miutan a fenti algoritmus futasa soran a rendelkezésre all6 legrovidebb novels utak
koziil barmelyiket valaszthatjuk, a végiil kapott maximélis folyam fligg ezen valaszté-
soktol. Nem igy a végss S!

Feladatok
1.55. (a) A végiil kapott minimdlis 57 (S) vdgds figgetlen az algoritmus futdsdtol. (b)

Ha X ésY minimalizdlja az 0,(Z) értéket az dsszes st-halmazra, akkor X NY és X UY
is minimalizdlo st-halmazok. (¢) A minimalizdld halmazok metszete S.

1.56. Adott e élre hogyan lehet eldinteni, hogy (a) létezik-e olyan mazximdlis folyam,
amely teliti e-t, (b) minden mazimdlis folyam teliti e-t.

1.57. Algoritmikusan hatdrozzuk meg az dsszes {x,y} rendezett csicspdart, amelyre lé-
tezik olyan X halmaz, hogy s,x € X,y € V — X és X minimadlis vdgdst hatdroz meg.

1.58. Adott két kapacitdsfiigguény esetén algoritmikusan dontsik el, hogy létezik-e olyan
S st-halmaz, amely mindkét kapacitdsfiigguényre nézve minimdlis vdgdst hatdroz meg.

1.59. Adott c; és co kapacitdsfiigguények esetén keressiink olyan cq-re nézve minimdlis
st-vdgdst, amely a co-re nézve a lehetd legkisebb.

1.60. Készitsiink algoritmust, amely adott kéltségfiigguényre eldinti, hogy létezik-e k
élidegen 1t s-bdl t-be, melyek mindegyike minimadlis koltségii.

1.61. Digrdfban keressiink két diszjunkt halmazt, melyek egyike st-halmaz, mdsika t5-
halmaz gy, hogy befok dsszegiik minimdlis.

1.6.4. Minimalis koltségti folyamok

Els6 célunkat elértiik: folyamok segitségével hatékonyan lehet egy D = (V, A) digrafban
k élidegen st-utat keresni. A legolcsobb tut probléma altalanositasaként most vizsgaljuk
meg, hogy adott ¢ : A — R koltségfiiggvény esetén hogyan lehet meghatarozni k élide-
gen st-utat, melyek 6sszkoltsége minimalis. Ehhez egy minimélis koltségi k nagysagi
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megengedett egészértékd folyamot fogunk kiszamitani a ¢ = 1 kapacitastiiggvényre
vonatkozoan. Val6jaban az alabbi algoritmus altalanos g-re is kiterjeszthets, de az
egyszerliség kedvéért, és amiatt, hogy az élidegen utakhoz amigy is csak erre a specié-
lis esetre van sziikségiink, feltessziik, hogy g = 1. Ilyenkor egy k nagysagi egészértékd
megengedett = folyam valojaban (0, 1)-értékd, azaz k-fonat.

Korabban lattuk, hogy miként lehet egy maximalis M nagysagu s-bél t-be vezetd
folyamot polinom idében kiszamitani. Most minden 0 és M kozé es6 k egészre szeret-
nénk talalni egy olyan k-fonatot melynek koltsége a k-fonatok kozt minimalis. Egy z
fonat koltségét a cz = > [c(e)z(e) : e € A] skalaris szorzattal definidljuk. (Mivel ¢
nem-negativ, a legolcsobb k-fonatban, ha vannak korok, akkor ezek 0 koltségtiek, igy
kihagyhatok.)

Megjegyezziik, hogy van egy specidlis koltségfiiggvény osztaly, amelyre a feladat
szinte semmitmondé. Legyen m : V — Z, olyan fliggvény a csiicshalmazon, amelyre
7(s) = 0 < w(v) < w(t) minden v € V-re. Egy ilyen fiiggvényt potencialnak hi-
vunk. Korabban (az szakaszban) mar definidltuk a A; : A — R pontindukalt
koltségfiiggvényt, amelyre tehat

Ay (uv) = m(v) — 7(u). (1.35)

Ennek lehetnek negativ értékei is, de bizonyosan konzervativ, hiszen minden kor kéltsé-
ge nulla. Miutan egy st-ut A -koltsége 7(t) — w(s) = 7(t), egy egyiranyt kornek pedig
0, kapjuk, hogy a A, pontindukalt koltségfiiggvényre vonatkozolag minden k-fonatnak
ugyanaz a koltsége, éspedig km(t). Az uv € A élekre a

cr(uv) = c(uv) — Ay (uv) (1.36)

jelolést hasznalva azt kapjuk, hogy a minimalis koltségii k-fonat meghatarozésa szem-
pontjabol ¢ és ¢, ekvivalens.

1.6.4. Tétel (Ford és Fulkerson). A D = (V, A) irdnyitott graf élhalmazdn adott a
c: A — Ry koltségfigguény. A k-fonatok minimdlis koltsége (vagyis k élidegen st-ut
Osszkoltségének a minimuma) egyenld a

kr(t) + ) [ex(uv) s uv € A, cx(uv) < 0] (1.37)

érték marimumdval, ahol a mazimum az osszes w: V — R, potencidlra megy. Eqy z
k-fonat akkor és csak akkor minimalis kioltségd a k-fonatok kézitt, ha létezik olyan w
potencidal, amelyre fenndllnak o kovetkezd optimalitdsi feltételek:

cr(uv) < 0= z(uv) =1 vagy ekvivalensen z(uv) =0 = c(uv) > 0, (7)

cr(uv) > 0= z(uv) =0 vagy ekvivalensen z(uv)=1= c;(uv) <0, (17)
Amennyiben c egészértéki, gy az optimdlis 7 is vdlaszthato egészértékimnek.
Biz. Potencialok segitségével egy z fonat cz koltségére az alabbi alsé korlatot nyerhet-

jiik.

Z c(uv)z(uv) = Z Ay (uv)z(uv) + Z cr(uv)z(uv) =
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km(t) + Z[cﬂ(uv)z(uv) s ep(uv) > 0] + Z[cw(uv)z(uv) s er(uv) < 0] >
km(t) + 0+ Z[CW(UU) s ep(uv) < 0.

Ebbdl egyrészt kdvetkezik a min > max egyenlGtlenség, masrészt az, hogy egy
k-fonat bizonyosan minimélis koltségi a k-fonatok kozott, ha létezik hozza olyan
potencial, amelyre a fenti becslésben minden egyenlGtlenség egyenlGséggel teljesiil, ami
viszont pont azzal ekvivalens, hogy fennallnak a tételben megadott (i) és (ii) optima-
litasi feltételek. Emiatt a tétel mindkét része kovetkezik, ha kimutatjuk, hogy minden
lehetséges egész k értékre létezik egy k-fonat és egy ehhez tartozé m potencial (amely
egészértéki, ha c az), melyek kielégitik az optimalitasi feltételeket. Ezeket konstrualja
meg Ford és Fulkerson most ismertetésre keriil6 minimal-kdltséges folyam algoritmu-
sa, amely a maximalis nagysagu folyam kiszamitasara vonatkoz6 Ford—Fulkerson féle
novels utas eljarés finomitasanak tekinthetd.

Az eljarés a z = 0 O-fonattal és a m = 0 potenciallal indul. Ezutan a fonat nagysa-
gat (vagyis az élidegen st-utak szamat) noveljiik egyenként, illetve menetkézben néha a
potencialt noveljiik tgy, hogy az optimalitasi feltételek végig fennallnak. Az algoritmus
akkor ér véget, amikor maximaélis nagysagui folyamot illetve egy minimalis vagéast kap-
tunk. Az algoritmus végig megé6rzi az aktuélis folyam egészértékiiségét és amennyiben
c egészértékid, ugy az aktualis potencialét is.

ITERATIV LEPES Az altalanos helyzetben adott a z fonat és a = potencial, és
ezek kielégitik az (i) és (ii) feltételeket. Megkonstrualunk egy D' = (V, A") segédgrafot
a kovetkezSképpen. D’-nek kétféle éle van: elére és hatra. Egy uv € A’ él elGre-él,
ha uwv € A, cr(uv) = 0 és z(uv) = 0. Egy uwv € A’ él hatra-él, ha vu € A, ¢ (vu) =0
és z(vu) = 1. Legyen S az s-b6l D’-ben egyiranytu tton elérheté pontok halmaza.
Emlékeztetiink, hogy D’-ben nem 1ép ki él S-bdl. Két eset lehetséges.

1. Eset t € S, azaz t nem elérhetd s-bol.

Legyen 1 = min{c,(uv) : wv € Ayju € S;v € V — S z(uwv) = 0} és g9 =
min{—c.(wv) : w € Aju € V—S,v € S, z(uv) = 1}, ahol az iires halmazon vett
minimumot oo-nek definiéljuk. Legyen ¢ = min{ey, es}.

1.6.1. Allitas. ¢ > 0.

Biz. Lassuk be elgszor, hogy €; > 0. Ha D-nek minden S-bdl kiléps uv élén z(uv) =
akkor 1 = 0o. Legyen most uv a D-nek egy olyan S-bél kilépd éle, amelyre z(uv) =
Az (i) feltétel miatt c,(uv) > 0, de itt nem szerepelhet egyenlGség, mert c,(uv) =
esetén uv a D’ nek egy S- b()’l kiléps (el('ire) éle volna. Tehat c¢,(uv) > 0a D mlnden
Most megmutatjuk hogy g9 > 0. Ha D nek mlnden S-be beléps uv élén z(uv) =
akkor g5 = co. Legyen most uv a D-nek egy olyan S-be belépé éle, amelyre z(uv) =
Az (ii) feltétel miatt c,(uv) < 0, de itt nem szerepelhet egyenldség, mert c,(uv) =
esetén a forditott vu él a D’-nek egy S-bdl kiléps (hatra) éle volna. Tehat ¢, (uv) < 0
a D minden olyan S-be belépé élére, amire z(uv) = 1, igy €5 > 0.

Amennyiben £ = oo, gy az algoritmus véget ér. Ebben az esetben az S-bdl kilép6
D-beli élek mind telitettek (azaz mindegyik ilyen élen a z értéke 1, mig az S-be beléps
D-beli élek mindegyikén a z értéke nulla. Igy tehat §(S) = 9.(S) —0.(S) = 0.(s), vagyis
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az aktuélis z fonat maximalis nagysagu és az S-bél kilépé élek halmaza minimaélis vagast
hataroz meg.
Legyen most ¢ < oo, és mddositsuk 7-t gy, hogy minden v € V — S-re noveljiik

rsrs

1.6.2. Allitas. A mddositott potencidl és a vdltozatlanul hagyott z fonat kielégiti az
optimalitdsi feltételeket. o

Készitsiik el az 1j segédgrafot és ismételjiik meg az eljarast. Figyeljiik meg, hogy
a segédgrafban a (régi) S altal feszitett élek valtozatlanok maradnak és legalabb egy
S-bol kiléps 1j él keletkezik az e valasztasa folytan. (Csupan tajékoztatasul: az Gsszes
S-be 1ép6 él megsziinik.) Emiatt az 0j segédgrafban az s-bdl elért pontok halmaza
szigorian bdvebb lesz, mint S. Ezért az 1. eset legfeljebb (|V| — 1)-szeri el6fordulasa
alatt vagy utan bizonyosan vagy az ¢ = oo kovetkezik be, vagy pedig az alabbi 2. eset.

2. Eset t € S, vagyis t elérheté s-bél. Legyen P a D’-ben egy s-bél t-be vezetd
egyiranya ut. Modositsuk z-t a kovetkezSképpen. Legyen 2/(uv) = 1, ha uv a P-nek
elére-éle és legyen 2/(uv) = 0, ha vu a P-nek hatra-éle.

A modositasbol adodik:

1.6.3. Allitas. A mddositott fonat és vdltozatlanul hagyott potencidl kielégiti az opti-
malitdsi feltételeket. e

Az algoritmus leirasat befejeztiik, és ezzel a tétel bizonyitasa is teljes, hiszen az elja-
ras véges sok 1épés utdn minden lehetséges k-ra megad egy k-fonatot és egy potencialt,
melyek teljesitik az optimalitasi feltételeket. Miutan Gsszesen M < |A| folyamnévelésre
keriil sor és két folyamnévelés kozott legfeljebb |V — 1 potenciél valtoztatésra, a fenti
algoritmus polinomiélis futasideji. o e

Emlékezziink vissza Duffin tételére tétel), amely azt mondta ki, hogy kon-
zervativ ¢ esetén a legolcsobb st-tt koltsége egyenls a w(t) — m(s) érték maximumaval,
ahol a maximum az Gsszes megengedett 7 potencidlon veendd.

Ford és Fulkerson fenti tétele a k = 1 specialis esetben azt mondja, hogy
nem-negativ ¢ esetén a legolcsobb st-tut koltsége egyenls a

7(t) + Y [ex(uv) v € A, cr(uv) < 0] (1.38)

érték maximumaval, ahol a maximum az 6sszes 7 : V' — R, potencialra megy (ahol
n(s) =0).

Miként adja vissza ez a tétel Duffin tételét? ElGszor is figyeljiik meg, hogy a Duffin
tételt elegendd nem-negativ c-re igazolni, hiszen létezik m megengedett potencial és ¢ —
A, egy ekvivalens és nem-negativ koltségfiiggvény. Marmost Duffin tételéhez elegendd
megmutatnunk, hogy (L.38)-ben elég megengedett m-kre szoritkoznunk, amikor tehét
egyaltalan nincs olyan uv él, amelyre ¢, (uv) < 0. Legyen most 7 optimalis és tegyiik
fel, hogy az e = wv él hibés, azaz c¢;(uwv) < 0. Ekkor a Ford-Fulkerson tételben
megfogalmazott optimalitasi kritérium miatt uv minden legolcsébb st-tithan benne
van. Ez azt jelenti, hogy az s-bdl indulé legolesobb utak D’ digrafjabol e-t kihagyva ¢
mar nincs benne az elérhetd pontok S halmazaban. De ekkor a 7 értékét a := —c,(uv)-
vel csokkentve a V' — S valamennyi elemén a kapott 7’ potencial szintén optimaélis és
kevesebb hibés él van.
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Az altalanos eset

Megjegyezziik, hogy a fenti tétel és algoritmus minimalis valtoztatéssal atvihets az
altalanos esetre, amikor egy &ltalanos g : A — Z, kapacitasfiiggvényre vonatkozo
megengedett k nagysagu folyamok koziil keressiik meg a minimalis koltségtit. Az aldb-
biakban vazoljuk az eltéréseket.

1.6.5. Tétel. A D = (V, A) irdnyitott grif élhalmazdn adott a g : A — Z, egészér-
téki kapacitdsfiigguény és a ¢ : A — R kiltségfiigguény. A k nagysdgi egészértékd
megengedett folyamok kéltségének minimuma egyenld a

km(t) + Z[cﬁ(uv)g(uv) cuw € A, er(uv) < 0] (1.39)

értéek mazimumdval, ahol a marimum az dsszes w potencidlra megy. Egy k nagysdgu
megengedett z folyam akkor és csak akkor minimdlis kéltségd a k nagysdgi megen-
gedett folyamok kozott, ha létezik olyan 7 potencidl, amelyre fenndlinak a kovetkezd
optimalitdsi feltételek:

cr(uv) < 0= z(uv) = g(uv), (1)
cr(uv) > 0= z(uv) = 0. (17)
Amennyiben c egészértéki, gy az optimdlis 7 is vdlaszthato egészértékinek.

Biz. Potencidlok segitségével egy z folyam cz koltségére az alabbi als6 korlatot nyer-
hetjiik.

doc(uv)z(uv) = D [r(v) — w(uw)]z(uv) + > cx(uwv)z(uv) = kn(t) + > er(uv)z(uv) :

cr(uv) > 0] + > [er(uv)z(uv) = cx(uv) < 0] > kr(t) + 0+ > [cx(uv)g(uv) : cx(uv) < 0].

Ebbdl kovetkezik, hogy egy k nagysagi z folyam bizonyosan minimaélis koltségi a
k nagysaguak kozott, ha létezik hozza olyan m potencidl, amelyre a fenti becslésben
minden egyenl&tlenség egyenlGséggel teljesiil, ami viszont pont azzal ekvivalens, hogy
fennallnak a tételben megadott (i) és (ii) optimalitasi feltételek.

Emiatt a tétel mindkét része kovetkezik, ha kimutatjuk, hogy minden lehetséges
egész k értékre létezik egy k nagysagi egészértékl megengedett folyam és egy ehhez
tartozo m potencial (amely egészértékt, ha ¢ az), melyek kielégitik az optimalitasi
feltételeket.

Az eljards az azonosan nulla folyammal és az azonosan nulla potenciallal indul.
Ezutan a folyam nagysagat noveljiik egyenként, illetve menetkdzben néha a potencialt
noveljiik ugy, hogy az optimalitasi feltételek végig fennallnak. Az algoritmus akkor ér
véget, amikor maximélis nagysagi folyamot illetve egy minimalis vagast kaptunk. Az
algoritmus végig megérzi az aktualis folyam egészértékiiségét és amennyiben ¢ egészér-
tékd, tgy az aktudlis potencidlét is.

Az altaldnos helyzetben adott egy z folyam és egy 7 potenciél, melyek kielégitik az
(i) és (ii) feltételeket. A D' = (V, A’) segédgrafot a kovetkezéképpen definidljuk. Egy
uv € A’ ¢l elBre-él, ha uv € A, c,(uv) =0 és z(uv) < g(uv). Egy uv € A’ él hatra-él,
ha vu € A, ¢, (vu) = 0 és z(vu) > 0.

1. Eset t ¢ S, azaz t nem elérhetd s-bol.
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Legyen £, = min{c (uv) : wv € A;u € S,v € V — 8, z(uw) < g(uv)} és g9 =
min{—c.(uwv) : w € Aju € V. — S,v € S,z(uv) > 0}, ahol az iires halmazon vett
minimumot oo-nek definidljuk. Legyen ¢ = min{e;,e2}. Az optimalitési feltételek és
az S definicidja miatt € pozitiv.

Amennyiben ¢ = oo, gy az algoritmus véget ér. Ebben az esetben az S-bdl kiléps
eredeti élek mind telitettek, mig az S-be belépd eredeti élek mindegyikén a folyam
nulla. Igy tehédt §,(S) = 9.(S) — 0.(S) = 8.(s), vagyis az aktulis z folyam maximalis
nagysagu és az S-bdl kilépd élek halmaza minimalis vagast hatidroz meg.

Legyen most ¢ < oo, és modositsuk m-t tgy, hogy minden v € V — S-re noveljiik
7(v)-t e-nal. Az S és az e definiciojabol rogton kapjuk:

1.6.4. Allitas. A mddositott potencidl és a vdltozatlanul hagyott z folyam kielégiti az
optimalitdsi feltételeket. o

Készitsiik el az 1j segédgrafot és ismételjiik meg az eljarast. Figyeljiikk meg, hogy
a segédgrafban a (régi) S altal feszitett élek valtozatlanok maradnak és legalabb egy
S-bol kiléps 1j él keletkezik az e valasztasa folytan. (Csupéan tajékoztatasul: az Gsszes
S-be 1ép6 él megsziinik.) Emiatt az 0j segédgrafban az s-bdl elért pontok halmaza
szigorian bdvebb lesz, mint S. Ezért az 1. eset legfeljebb (|V| — 1)-szeri el6fordulasa
alatt vagy utdn bizonyosan vagy az € = oo kovetkezik be, vagypedig az alabbi 2. eset.

2. Eset t € S, vagyis t elérheté s-bsl. Legyen P a D’-ben egy s-bél t-be vezetd
egyiranyu ut. Modositsuk z-t a kovetkez6képpen. Legyen z'(uv) = z(uv) + 1, ha uv a
P-nek eldre-éle és legyen 2/ (uv) = z(uv) — 1, vu a P-nek hatra-éle.

A médositasbol adodik:

1.6.5. Allitas. A mddositott folyam és vdltozatlanul hagyott potencidl kielégiti az op-
timalitdsi feltételeket. e

Ezzel az algoritmus leirasat be is fejeztiik. Az eljaras bizonyosan véges, hiszen Ossze-
sen M folyamnovelésre keriil sor és két folyamnovelés kozott legfeljebb |V| potencial
valtoztasra. Ezaltal a tétel bizonyitasa teljes. o o

Mi mondhaté az eljaras futasidejérsl? Minthogy minden 1 < k& < M értékre ki
akartuk szamolni a k nagysagt minimaélis koltségt folyamot, az algoritmus lépéssza-
mat az M értékének és a digraf |A| méretének fiiggvényében kell becsiilniink. Mivel
lényegében M darab névelésre volt sziikségiink (2. eset), ezért az eljaras polinomimalis
M és | A| fiiggvényében.

Elképzelhet6 persze olyan helyzet is, amikor csak egy maximalis nagysagi minimalis
koltségii folyamot kell kiszdmitanunk. Ebben az esetben az algoritmus lépésszaménak a
digraf méretének fiiggvényében kellene polinomialisnak lennie, és ez most természetesen
nem all, hiszen a lépésszam az M nagysagéaval ardnyos. De még ebben az esetben is
két fontos speciélis eset kezelhets polinomidlis idében.

Ha a legnagyobb kapacitas nem ttilsdgosan nagy (nevezetesen, ha |V| polinomjaval
korlatozhato), akkor a fenti eljaras nyilvan polinomialis, fiiggetleniil attol, hogy a ¢
koltség-fliggvény egészértéki-e vagy sem.

Tegyiik most fel, hogy a kapacitasok tetszélegesek, a koltség-fliggvény egészértékii
és ,kicsi”. Ekkor az algoritmus kévetkez6 modositésa erGsen polinomiélis algoritmust
eredményez. Tekintsilik az algoritmus egy kozbensd helyzetét, amikor egy 7 potencial
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rendelkezésre all. A szoros élek digrafjaban (egy uv él szoros, ha c,(uv) = 0) szamit-
sunk ki (a Max-flow Min-cut algoritmusssal) egy maximalis nagysagu z folyamot és egy
S minimalis ki-kapacitasi st-halmazt. Ha D-ben minden S-be belépé és S-bél kiléps
él szoros, akkor S minimalis vagast hataroz meg és az aktudlis z folyam maximalis
nagysagl, amely kielégiti az optimalitasi feltételeket. Ebben az esetben az algoritmus
véget ér.

Amennyiben D-nek létezik nem-szoros éle, amely S-be be- vagy kilép, ugy €, ahogy
azt fentebb az 1. esetnél kiszamitottuk, véges lesz. Modositsuk 7-t igy, mint az
elébb, azaz minden v € V — S-re noveljiikk m(v)-t e-nal. Azt &llitjuk, hogy a w(t)
érték a D digraf valamely (irdanyitatlan értelemben vett) s-bél t-be vezetd utjanak a
koltsége. Valoban, minden folyam-noveléskor a segédgrafban van olyan st ut, amely
szoros élekbdl all. Kovetkezik, hogy a kiilonbo6zs 7 (t) értékek szama (vagyis az 1. eset
el6fordulasainak szama) feliilrsl korlatozhato az élek Gssz-koltségével. Tehat az eljaras
polinomialis, ha a ¢ egészértékii és legnagyobb értéke |V| polinomjaval korlatozhato.
Ugyanakkor van olyan példa (sorozat), amely azt mutatja, hogy ha c-nek csak az
egészértékiiségét tessziik fel, akkor az algoritmus nem polinomiélis.

Megjegyezziik, hogy Edmonds és Karp a skalazasi technikat eredetileg a legolcsobb
folyamok polinomialis idejd meghatarozasara dolgozta ki. Az els6 erésen polinomiélis
algoritmus Tardos Eva nevéhez fiizédik.

1.62. Feladat. Igazoljuk, hogy tetszdleges c esetén a fenti algoritmus véges sok lépésben
véget ér.

1.63. Feladat. Hogyan lehet eqy élsulyozott paros grafban adott k-ra mazimdlis sulyu
k €l pdrositdst kiszdmitani?
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2. fejezet

Linearis egyenletrendszerek

2.1. Vektortér, altér, linearis fiiggetlenség

Az aladbbiakban attekintjiik a V' Euklideszi vektortér néhany alaptulajdonsagat. Ez
a fejezet nem tartozik szorosan az operaciokutatéshoz (és az eldadason nem is hang-
zik el), mert az itt kozoltek a linearis algebra részét alkotjak. Célunk az, hogy azon
alapfogalmakat és alaperedményeket mutassuk be, amelyekre a linearis programmozasi
fejezetek a késGbbiekben tdmaszkodni fognak.

Az alaptest mindig a valos (R) vagy a racionalis (Q) szamok teste. Amikor Euk-
lideszi vektortérrdl beszéliink, a valos szam n-esek R™ terére (vagy a racionélis szam
n-esek Q" terére) gondolunk. (Linearis algebraban bebizonyitjak, hogy barmely két
n-dimenzios Euklideszi vektortér egymaéssal izomorf.) Mindig az R-t hasznaljuk alap-
testként, de valamennyi allitas érvényes a Q esetén is. RemélhetSleg nem okoz majd
zavart, hogy jellésben nem tesziink kiilonbséget a 0 szam és a vektortér nulleleme (az
origd) kozott. A vektortér elemeit néha vektoroknak, néha pontoknak tekintjiik.

Legyen x és y két azonos dimenzios vektor. Azt mondjuk, hogy x > y, ha x minden
komponense nagyobb vagy egyenls y megfelel§ komponensénél. Amennyiben z < y
és x # y, gy az x < y jelolést hasznaljuk. Amikor x minden komponense szigorian
kisebb az y megfelel§ komponensénél, az r < y jelolést hasznaljuk.

Adott xq,...,x, vektorok és Ai,..., A\p szdmok esetén a b := A\jxy + -+ + A\pxy
vektort az xq, ...,z vektorok egy linearis kombinaciéjanak nevezziik. Ha a \; sza-
mok Osszege 1, affin kombinaciérol beszéliink, mig ha valamennyi \; nem-negativ,
gy nem-negativ kombinaciérol van sz6. Egy nem-negativ, affin kombinaciot kon-
vex kombinaciénak mondunk. Véges sok vektor linearis kombinécidinak halmazat a
vektorok linearis burkanak nevezziik. Véges sok pont affin (konvex) kombinacioinak
halmazat a pontok affin, (konvex) burkanak hivjuk. Példaul két pont konvex burka
az Gket 0sszekots szakasz, harom pont konvex burka az altaluk feszitett haromszog.

Amennyiben a b # 0 elem elall az x4, . .., x; elemek linearis kombinéciojaként, gy
azt mondjuk, hogy b linearisan fiigg az x,...,x; elemektsl. Ha b-nek nincs ilyen
elgallitasa, akkor b linearisan fiiggetlen az zq, ..., x; elemektdsl. A linearis kombi-
naci6 trivialis, ha mindegyik \; egyiitthato 0. Ha legalabb az egyikiik nem-nulla,
nem-trivialis linearis kombinaciorol beszéliink. Azt mondjuk, hogy az x4,...,xx
vektorok linearisan Osszefiiggnek, ha a vektortér nulleleme elGall nem-trivialis line-
aris kombinaciojukként. Ha nincs ilyen elGallitas, ugy az x4, ...,z vektorokat line-
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arisan fiiggetleneknek mondjuk. Az xzi,...,z; vektorok kort alkotnak, ha lineari-
san Osszefiiggnek, de barmely valodi résziik mar linearisan fiiggetlen. (Az elnevezés
a grafelmélet kor-fogalmabol jon és nincs koze a geometria kor-fogalméahoz.) Koénnyt
ellendrizni, hogy egy kor barmely eleme linearisan fiigg a kor tobbi elemétsl. (Ha
csak annyit tessziink fel, hogy az x1, ..., ) elemek linearisan Osszefiiggnek, akkor nem
feltétleniil igaz az, hogy mindegyik x; elem linearisan fiigg a tobbitél. Példaul, az
(1,0),(2,0), (0, 1) kétdimenziés vektorok linearisan 6sszefiiggnek, de a (0,1) vektor nem
allithato els az (1,0) és (2,0) vektorok linearis kombinéciojaként.)

Egy (ai,as,...,a,) egymas mellé leirt szam n-est sorvektornak tekintiink, mig ha
ezeket az elemeket egymas ala irjuk, oszlopvektorrdl beszéliink. Ha a sor-vektor, akkor
a' az a transzponaltja, vagyis az a-nak megfelels oszlopvektor.

Legyen X és Y két vektor-halmaz R™-ben. Ekkor a vektor-6sszegiikon vagy Min-
kowski Osszegiikon (réviden, Osszegiikbn) az X +Y = {z+y : 2 € X,y € Y}
halmazt értjik. A kiilonbségiik analog moédon definidlhato.

AV vektortér A altere egy olyan nemiires részhalmaza V-nek, amelyre fennall,
hogy
1. x € A= Ar € A minden \ € R szamra,

2. r,ye A=z +ye A

Nyilvan az egyetlen nulla elembdl 4116 halmaz altér, az Gn. trivialis altér. Maga az
egész V is altér. A definiciobdl kiovetkezik, hogy a vektortér 0 eleme minden altérben
benne van. Tovabbé az altér véges sok elemének barmilyen linearis kombinacioja is
az altérben van. Ervényes, hogy alterek metszete is altér. Konnyen ellendrizhets,
hogy két altér Osszege is altér, éspedig a mindkett6t magéban foglalo legsziikebb altér.
Egy altér dimenzidja az altérbdl kivalaszthato linearisan fiiggetlen elemek maximalis
szama. Specidlisan a trivialis altér dimenzi6ja 0.

Két n-dimenzios a = (ay,...,a,), b = (by,...,b,) vektor skaldrszorzata az
ab := aiby + -+ + a,b, szdm. Természetesen ab = ba. Azt mondjuk, hogy a és b
ortogonadlis, ha skalarszorzatuk 0. Az A, B C V halmazokrél azt mondjuk, hogy
egymaésra ortogonalisak (vagy merélegesek), ha A mindegyik eleme ortogonalis B
mindegyik elemére. (Ebben az értelemben tehat a haromdimenzios tér egy vizszintes és
egy fiiggsleges sikja nem ortogondlis egyméasral) Kénnyen latszik, hogy ha egy y vek-
tor ortogonalis az x1,...,x, vektorok mindegyikére, akkor ortogonalis ezek barmely
linearis kombinéci6jara is.

A definiciobol rogton adodik, hogy ha x1,...,xp a V vektortér véges sok eleme,
akkor a linearis burkuk (vagyis a linearis kombinéaciojukként elallo elemek halmaza)
alteret alkot, amit az x, ...,z elemek altal generalt altérnek is neveziink. Ez nem
més, mint az X := {xy,...,z;} halmazt tartalmazo alterek metszete, vagyis a legszii-
kebb X-t magéban foglalo altér.

Altereket mas modon is elgallithatunk. Legyen a € R™ nem-nulla vektor. Az a-ra
ortogonalis elemek {x € R" : ax = 0} halmazat, mésszoval az ax = 0 lineéris egyenlet
megoldés-halmazéit origon atmend vagy homogén hipersiknak nevezziik, melynek
(egyik) normalisa vagy normaél vektora a. Amennyiben a az i-edik egységvektor,
ugy az a-ra merdleges vektorok halmazat koordinata-hipersiknak hivjuk. Ez tehat
mindazon vektorokbol all, amelyek i-edik koordindtaja 0. Konnyen latszik, hogy egy
homogén hipersik alteret alkot. Ebb6l adodik, hogy homogén hipersikok metszete is
altér. Masszoval, adott x4, ...,z vektorok mindegyikére ortogonalis vektorok halmaza
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alteret alkot, melyet az x4, . .., r; ortogonalis kiegészit6 alterének, mas néven null-
terének neveziink. Ha az z; vektorok mindegyike valamelyik (0,0,...,1,...,0) alaka
egységvektor, igy ezek ortogonalis kiegészits alterét koordinata-altérnek hivjuk. Ez
tehat koordinata-hipersikok metszete, vagyis mindazon vektorok halmaza, amelyeknek
k elére adott komponense 0. Egy x pontnak az z; koordinata (vagy tengely) menti
vetiiletét gy kapjuk, hogy x j-edik komponensét O-ra allitjuk. Valojaban ez a belsd
vetiilet, megkiilonboztetends a kiilsé vetiilettsl, amelyet tgy kapunk, hogy az x vektor
j-edik komponenseét eltoroljik. (A tengelymenti belss vetités tehat a vektorteret egy
alterére képezi le, mig a kiilsé vetités egy masik vektortérre).

Legyenek U és V' vektorterek. Azt mondjuk, hogy a ¢ : U — V leképezés linearis
transzformécio (vagy leképezés), ha

1.z € U X € R esetén p(Ar) = Ap(x) és
2. z,y € U esetén p(x +y) = o(x) + ¢(y).

Konnyen ellenérizhets, hogy az U azon elemeinek halmaza, amelyek a V' nulla ele-
mébe képzddnek le, az U-nak alterét alkotjak, amely alteret a ¢ leképezés magterének
neveznek. Hasonloképpen egyszert azt belatni, hogy V azon elemei, amelyek valamely
U-beli elem képeként allnak el (azaz a {¢(u) : u € U} halmaz elemei), a V-nek alterét
alkotjak, amely alteret a ¢ leképezés képterének neveznek.

Egy * = (z1,...,2,) szdm n-esen néha az R" (zy,...,2,) koordinataju pontjat
értjiik, néha az origobol az x pontba mutaté vektort. Pontok egy {pi,...,p,} € R"
halmazar6l azt mondjuk, hogy affin fiiggetlen, ha egyik pontot sem lehet néhany
masik pont affin kombinaci6jaként elgallitani. Az affin fiiggetlenség a pontok fiigget-
lenségét akarja megragadni, a linearis fiiggetlenség a vektorok fiiggetlensegét. (Két
pont éppen akkor affin fiiggetlen, ha kiilonb6zGek, harom kiilonboz6 pont affin fiigget-
lensége azzal ekvivalens, hogy nincsenek egy egyenesen.) Pontok egy k elemii halmaza
pontosan akkor affin fiiggetlen, ha az egyikbdl a tobbibe mutatd k — 1 vektor linedrisan
fliggetlen. Ez azzal ekvivalens, hogy az eggyel magasabb dimenzioés, az 0j koordinaté-
ban egy 1-essel kiegészitett vektorok linearisan fiiggetlenek.

2.2. Matrixok, egyenletrendszerek megoldhatésaga

Legyen A egy m x m-es matrix, azaz A-nak m sora és n oszlopa van. A matrix i-edik
oszlopat a;-vel jeloljiik, a j-edik sorat pedig ja-val. Az A sorterén az R"-nek az A
sorai altal generalt alterét értjiik, amelynek jele S(A) vagy R™A. A sortér tehat az
{y'A : y € R™} halmaz. Az A matrix nulltere az A sorainak ortogonalis kiegészitd
altere, melynek jele N'(A). A nulltér tehat az Ax = 0 egyenletrendszer {x € R" : Ax =
0} megoldas-halmaza. Az A oszlopai altal generalt altér az A oszloptere, jellésben
O(A) vagy AR"™, mig az oszlopainak meréleges altere a méatrix bal nulltere. Ennek
jele BN (A).

Mostantol fogva azzal a jelolési egyszertisitéssel éliink, hogy nem kiilonboztet]iik
meg az oszlop- és sorvektorokat. Ennek megfeleléen, ha az Az szorzatot tekintjiik,
akkor a z-t oszlopvektornak képzeljik, mig az yA szorzat esetén az y-t sorvektornak.
Hasonloképp, két vektor skalarszorzata esetén sem tessziik ki a transzpondlasi jelet,
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vagyis az a és b n-dimenzios vektorok skalarszorzatat ab-vel vagy ba-val jeloljik. (Ez
az egyszertsitési megallapodas zavart okozhatna, ha az a vektort n x 1-es matrixként,
a b vektort pedig 1 X n-es matrixként tekintenénk, mert akkor az ab méatrix szorzat
egy n X n-es méatrixot jelol. Szerencsére az a,b vektorok ilyen tipust szorzatara az
alabbiakban nem lesz sziikségiink, igy az emlitett zavar sem fordulhat elg.)

Valamely n-dimenzi6és z vektor esetén az Az vektor tekinthetd gy, mint az A
oszlopainak egy linearis kombinaci6ja, ahol az i-edik oszlop egyiitthatoja z(i), a z i-
edik komponense. Hasonloképp, egy m-dimenziés y vektorra az yA tekinthets, mint
az A sorainak egy linearis kombinécioja.

Futolag mar emlitettiik, hogy ha egy z € R™ vektor ortogonalis az A soraira, vagyis

azaz (yA)z = 0. Valéban, (yA)z = y(Az) = y0 = 0.

2.2.1. Lemma. Ha a z € R" nem-nulla vektor ortogondlis az A mindegyik sordra (azaz
benne van A nullterében, vagyis Az = 0), akkor z linedrisan figgetlen az A soraitdl,
(azaz z nincs benne az A sorterében).

Biz. Tegyiik fel indirekt, hogy z el6all az A sorainak linearis kombinéci6jaként, azaz
z = yA valamely y € R™-re. Ekkor 0 < 2z = (yA)z = y(Az) = 0, ami ellentmondés. e

Megjegyzendd, hogy a lemmaéaban lényeges feltétel, hogy a valds vagy a raciondlis
test felett vagyunk (legalabb is annyiban, hogy rendezett test felett). A GF(2) (vagyis
a kételemt) test felett példaul az (1, 1) vektor ortogonélis sajat magara.

Figyeljiik meg, hogy a sortér és a nulltér az R™ egyméasra meréleges alterei. (Ugyan-
is, ha egy vektor meréleges a matrix soraira, akkor meréleges a sorokbol késziilt linearis
kombinéciokra is, vagyis a sortér minden elemére). A lemma alapjan a sortérnek
és a nulltérnek a kozos része az egy szem nulla vektorbdl all. Analég modon az oszlop-
tér és a bal nulltér az R™-nek egymésra merdleges alterei, melyek metszete a trivialis
altér.

Az A matrix segitségével megadhato egy ¢4 : R® — R™ leképezés a pa(z) =
Az képzési szaballyal. Konnyen latszik, hogy 4 lineéaris transzformécio, amelynek
képtere az A oszloptere, mig magtere az A nulltere. Hasonloképp bevezethetiink egy
ap : R™ — R” linearis transzformaciot a 4¢(y) = yA képzési szaballyal. Ennek
képtere az A sortere, mig magtere az A bal nulltere.

Az a kérdés, hogy az Az = 0 (homogén linearis) egyenletrendszernek van-e nem-
trividlis megoldésa azzal ekvivalens, hogy az A oszlopai linearisan Gsszefiiggek-e vagy
sem. Egy masik interpretacio szerint az Az = 0 azt jelenti, hogy z ortogonalis az A
soraira, vagyis az Az = 0 nem-trivialis megoldhatésdganak kérdése azzal ekvivalens,
hogy az A nulltere (azaz a @4 leképezés magtere) nem-trivialis-e.

2.2.2. Tétel. Legyen A egy m X n-es mdatriz, ahol 1 < m < n. FEkkor az Az = 0
homogén linedris egyenletrendszernek létezik nem-trividlis megolddsa. (Méasszoval m-
nél tobb m-dimenziés vektor mindig linearisan Osszefiiggs. Még masképp, A nulltere
nem-trivialis.)

Biz. m szerinti indukciét hasznélunk. Amennyiben m = 1, a tétel trivialis. Legyen
tehat m > 1 és tételezziik fel, hogy a tétel érvényes minden olyan méatrixra, amelynek
m-nél kevesebb sora van.
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A tétel allitasa trividlis, ha A-nak van egy csupa 0-bol allo oszlopa, igy feltessziik,
hogy nem ez a helyzet. Figyeljiik meg, hogy ha az A egyik sorat helyettesitjiik a sor
A-szoroséval valamilyen A\ # 0 szamra, akkor a matrix nulltere, vagyis az Az = 0
rendszer megoldasainak halmaza valtozatlan marad. Hasonl6 kijelentés érvényes, ha a
matrix egyik sorat hozzdadjuk egy méasik sordhoz, vagy ha két sort felcseréliink. Ezen
miiveletek ismételt alkalmazasaval egy olyan A; matrix nyerhetd, amelynek nulltere
ugyanaz, mint az A méatrixé, és amelynek els6 oszlopa az (1,0,0,...,0)" m-dimenzios
egység-vektor. Legyen A’ az a matrix, amely az A;-bdl keletkezik az els6 sor és az elsé
oszlop eltorlésével. Az A'-re az indukcios feltevés szerint érvényes a tétel, azaz létezik
egy (n — 1)-dimenzidés 2’ nem-nulla vektor, amelyre A’z = 0.

Jelolje ' azt a vektort, amely az A; els6 sorabol keletkezik az els6 (1-es) komponens
eltorlésével és legyen o = —a’z’. Ekkor a z := («, 2’) vektor nem-nulla vektor, amelyre
A1z =0, tehat Az = Az miatt Az =0. e

Megjegyzendd, hogy a fenti bizonyitas konnyen algoritmusséa alakithato az Az =0
egy nem-trivialis megoldasdnak megkeresésére. Ez a Gauss-eliminécié specidlis esete
homogén linearis egyenletrendszer egy nemtrivialis megoldasanak megtalalasara.

2.2.3. Kovetkezmény. Ha eqy mdtriz oszlopai is és sorai is linedrisan fiiggetlenek,
akkor a mdtriz négyzetes.

Biz. Valéban, ha példaul tobb oszlop volna, mint sor, akkor a tétel szerint az
oszlopok linearisan Osszefiiggnének. e

2.2.4. Kovetkezmény. Ha az A’ madtrizbdl linedrisan fiiggetlendil kivdlaszthatd sorok
mazximdlis szama kisebb, mint az oszlopok szima, akkor az A’z = 0 rendszernek van
nem-trividlis megolddsa.

Biz. Valasszunk ki maximalisan sok linearisan fiiggetlen sort és jelolje a matrixukat A.
A tétel szerint Az = 0-nak van nem-trivialis megoldasa. Ez az eredeti A’z = O-nak
is megoldasa, hiszen A’ minden sora linearisan fiigg A soraitol. e

2.2.5. Lemma. Tegyiik fel, hogy az A mdtrixban az elsd r oszlop linedrisan filiggetlen
és a tobbi oszlop linedrisan fiigg ezektdl. Hasonloképp legyen az elsd s sor linedrisan
fiiggetlen és a tobbi sor linedrisan fliggjon ezektdl. Ekkor az elsd r oszlop és az elsd s
sor dltal meghatdrozott Ay részmdtriz oszlopai is €s sorai is linedrisan figgetlenek.

Biz. Szimmetria miatt elég kimutatni, hogy az A; oszlopai linearisan fiiggetlenek.
Tordljik el az a1, ..., a, oszlopokat. Tovabbra is érvényes, hogy mindegyik sorvektor
linearisan fiigg az elsG s sortol. Igy ha egy vektor ortogonalis az elsG s sorra, akkor
ortogondlis a tobbi sorra is, vagyis ha az A; oszlopai linearisan sszefiiggnének, akkor
az A matrix els§ r oszlopa is linedrisan Osszefiiggne, ellentmondasban a feltevéssel. o

A kovetkezmény és a lemma kombinaci6jabol kapjuk a kovetkezét.

2.2.6. Tétel. FEgy A mdtriz linedrisan figgetlen oszlopainak maximdlis szama eqyenld
a linedrisan figgetlen sorok maximdlis szamdval. e

Ezt a koz6s maximaélis szamot r(A)-val jeloljiik és a matrix rangjanak nevezziik.

Ezen meggondolasokbdl még egy fontos tulajdonsig kiolvashatd. Tegyiik fel, hogy
a matrixbol egymas utan vélasztunk sorokat, csak arra iigyelve, hogy a kivalasztott
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sorok linearisan fiiggetlenek legyenek. Ezt egészen addig tessziik, amig mar tobb sor
nem valaszthato ki, azaz amikor méar a nem kivalasztott sorok mindegyike linearisan
fiigg a kivalasztott soroktol. Ekkor, fiiggetleniil a kézbens6 valasztasi dontéseinktdl, a
kivalasztott linearisan fiiggetlen sorok szama mindig ugyanaz lesz, nevezetesen az A
matrix rangja. (Masszoval a moho algoritmus mindig maximalis sok lineéarisan fiigget-
len sort fog megtalalni.) Ennek igazolasahoz tegyiik fel, hogy az algoritmus mondjuk az
els§ s sort valasztotta ki és legyen indirekt s < r := r(A). Feltehetjiik, hogy az A elsg
r oszlopa linearisan fiiggetlen. De ekkor ellentmondasban vagyunk a lemmaval.
Ebbdl az is kévetkezik, hogy az A sorterének a dimenzidja egyenlé a matrix rangjaval
(ami egyenld a matrix oszlopterének dimenzidjaval.)

2.2.7. Kovetkezmény. Eqy mdtriz rangja nem vdltozik, ha hozzdvesziink egy 1j 0sz-
lopot, amely linedrisan fiigg az oszlopoktol, vagy ha elhagyunk egy meglévd oszlopot,
amely linedrisan fligg a t6bbi oszloptol. Analog dllitds érvényes sorokra. e

2.2.8. Tétel. Ha egy m X n-es A mdtriz sorai linedrisan figgetlenek (azaz r(A) =
m), akkor tetszdleges n-dimenzids b vektorra az Ax = b egyenletrendszernek létezik
megolddsa (ami b # 0 esetben azzal ekvivalens, hogy b linearisan fiigg az A oszlopaitol.)
Ha m = n, akkor a megoldds eqyértelmii.

Biz. Ha b = 0, akkor x = 0 megoldas, igy feltessziik, hogy b # 0. A tétel miatt
A-nak van m linearisan fiiggetlen oszlopa. Tegyiik fel, hogy az els6 m oszlop linea-
risan fliggetlen. Lattuk, hogy m-nél tébb m dimenzidés vektor linearisan Gsszefiiggs,

igy az aq,...,a,,b vektorok linearisan Osszefiigg6ek. Egy ilyen nem-trivialis linearis
Osszefiiggésben a b egyiitthatoja nem lehet 0, mert ez azt jelentené, hogy az aq,...,ap,

vektorok linearisan Osszefiiggbek, ellentétben a feltevéssel. Ha viszont a b egyiitthatoja
nem nulla, akkor b kifejezhets az a; vektorok linearis kombinaciojaként.

Az m = n esetben az egyértelmiiség bizonyitasahoz tegyiik indirekt fel, hogy létezik
két megoldas is. Ekkor ezek z kiilonbsége nem-nulla és Az = 0, vagyis az A oszlopai
linedrisan Osszefiiggbek, de ekkor a sorai is, ellentétben a feltevéssel. o

Egy négyzetes matrixot szingularisnak neveznek, ha sorai (illetve ezzel ekvivalen-
sen, oszlopai) linearisan Osszefiiggnek.

A tétel altalanositasahoz tegyiik ismét fel, hogy az A méatrixnak m sora és n
oszlopa van (lehet m = n), de a sorok linearis fiiggetlenségét nem tételezziik fel.

2.2.9. Tétel. A kovetkezdk ekvivalensek.

(A) Az Ax = b egyenletrendszernek létezik megolddsa.

(B) r(A) = r([A,b]), (ahol [A,b] az a matrix, amely A-bdl all el a b oszlop hozzéavéte-
lével).

(C) Nem létezik olyan y, amelyre yA =0, yb # 0.

Biz. (B)—(A). Tekintsiink A-nak r(A) linearisan fiiggetlen oszlopat. r(A) = r([A4,b])
azt jelenti, hogy b linearisan fiigg ezektdl, tehat fiigg az A oszlopaitol, vagyis (A) fennall.
(A)—(C). Ha létezik olyan x és y, amelyekre Az = b és yA = 0, akkor 0 = (yA)z =
y(Az) = yb.
(C)—(B). Tegyiik fel indirekt, hogy r(A) < r([A,b]). Valasszunk ki [A,b]-nek
r(A) + 1 linedrisan fiiggetlen sorat és legyen [Aq,b;] az altaluk alkotott részmatrix.
Aj sorai mar linearisan Gsszefiiggnek, hiszen A-nak nincsen r(A) + 1 darab linearisan
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fiiggetlen sora. De ekkor létezik olyan y; # 0 vektor, amelyre y;A; = 0. [Aq,by]
sorainak linearis fliggetlensége miatt y;[Aq, b1] # 0, azaz y1b; # 0. Egészitsiik ki y;-t 0
komponensekkel egy y m-dimenzios vektorrd. Erre yA = 0,yb # 0, ellentmondasban
(C)-vel. o

A tételben az (A)-beli problémat primal probléménak nevezziik. Ez tehat
azt kérdezi, hogy a b oszlopvektor benne van-e az A oszlopainak alterében. A (C)-beli
problémat dudl (vagy dualis) probléménak hivjuk. Ez azt kérdezi, hogy létezik-e olyan
y vektor, amely A valamennyi oszlopara meréleges, ugyanakkor b-re nem, mésszoval,
hogy létezik-e olyan homogén hipersik (melynek normadlisa y), amely tartalmazza A
minden oszlopat, de b-t nem. Fontossaga miatt megismételjiik a tételbél az (A)
és (C) feltetelek ekvivalencidjat és direkt bizonyitast adunk ra.

2.2.10. Tétel (Fredholm féle alternativa tétel). Az Ax = b rendszernek akkor és csak
akkor van megolddsa, ha nem létezik olyan y, amelyre yA = 0, yb # 0. Fkvivalensen,
egy | b | vektor vagy benne van egy altérben |melyet az A oszlopai generalnak|, vagy
elvdlaszthato téle egy |y normalisa| homogén hipersikkal abban az értelemben, hogy a
hipersik az alteret tartalmazza, de a vektort nem.

Biz. Egyszerre nem létezhet a szobanforgd x és y, mert akkor 0 = (yA)r = y(Ax) =
yb # 0.

Annak igazolasara, hogy a primél és a dual probléma egyike biztosan megoldhato
az A sorainak m szama szerint indukciot hasznalunk. Az m = 1 eset konnyt gyakorlat.
Szintén egyszeriin latszik a tétel, ha A azonosan nulla.

Tegyiik most fel, hogy A-nak van nemnulla eleme, hogy m > 2, és hogy kevesebb
sort marixokra a tétel igaz. Sor- és oszlopcserékkel elérhetjiik, hogy a;; # 0. Kénnyd
ellendérizni, hogy az egyenletrendszer egy sorat nemnulla szammal szorozva a primal
megoldas-halmaz nem valtozik. A duél megoldas-halmaz ilyenkor valtozhat ugyan, de
a dual probléma megoldhatosiga nem (tehat az eredeti dual akkor és csak akkor old-
hato meg, ha a modositott). Ugyanez a két kijelentés érvényes, ha az egyik egyenletet
hozzdadjuk egy méasikhoz. Ezek alapjan feltehetjiik, hogy a1 = 1 és az els6 oszlop
tobbi eleme 0. Tekintsiik az elsG sor torlésével keletkezs A’z = b’ rendszert. Indukcio-
bol kapjuk, hogy vagy ez, vagy pedig a duélis {y/ A’ = 0,y # 0} rendszer megoldhato.
Amennyiben létezik 2/, ugy ennek els6 komponensét szabadon véltoztathatjuk, hiszen
A’ els6 oszlopa nulla. Emiatt ezt a komponenst olyannak tudjuk valasztatni, hogy az
Ax = b rendszerbdl kihagyott els6 egyenlet is teljesiiljon. Tehat ha a redukélt primél
megoldhato, akkor az eredeti is. Ha viszont a redukalt dudlisnak létezik egy (m — 1)
dimenzios 3y’ megoldasa, akkor az y := (0,y’) az eredeti dualisnak megoldésa. e

Megjegyzések Az alternativa tételt a szemléletes megfogalmazas alapjan hivhat-
juk szeparacios tételnek is. Késébb latni fogjuk, hogy joval &ltalanosabb szeparacios
tételek is léteznek. Algebrai tételek ilyen jellegii geometriai szemléltetése sokszor hoz-
zajarul maganak a tételnek a megsejtéséhez, megkonnyiti a tétel megértését, és segiti
a megjegyzést is. Ugyanakkor a harom-dimenziés geometriai tartalom kézenfekvisége
onmagaban egyaltalan nem jelenti azt, hogy az altalanos tétel trividlis lenne, vagy hogy
egyaltalan igaz! Lasd még a részbeli megjegyzéseket.

2.1. Feladat. Igazoljuk, hogy r(Y - A) < r(A)!
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2.2. Feladat. Igaz-e, hogy az Ax = 0 egyenletrendszernek akkor és csak akkor létezik
semelyik koordindtdjiban sem nulla megolddsa, ha A minden oszlopa linedrisan filigg a
tobbitdl?

2.3. Egyenletrendszer megoldas-halmaza, affin alterek

Miutan attekintettiik a linearis egyenletrendszerek megoldhatosaganak kérdését, vizs-
galjuk meg, hogy miként lehet leirni a megoldasok halmazat.

2.3.1. Tétel. Egy A nxn-es nem-szinguldris négyzetes mdtriz elsé m sora dltal alkotott
részmdtrizot jelolje Ay, mig a maradékot Ay. Tegyiik fel, hogy az Ay minden sora
ortogondlis Ay minden sordra. Ekkor Ay sortere éppen az Ay nulltere és Ay nulltere
éppen az Ao sortere.

Biz. Mivel az allitds méasodik fele az els6bdl kovetkezik az Ay és Ay szerepének felcse-
rélésével, csupan az els6 rész bizonyitasara szoritkozunk. A feltevés szerint A; minden
sora ortogonalis A, minden sorara, igy A; sorainak linearis kombinéci6ja is ortogonalis
az Ag soraira, azaz A; sortere része A, nullterének. A forditott irdnyd tartalmazas
igazolasahoz legyen z € N(Ay), azaz Az = 0. Mivel A nem-szingularis, a tétel
alapjan létezik y = (y1,y2), amelyre yA = 2.

Most tehat yA = 2 ortogonalis A, soraira, és y; A; is ortogonélis A, soraira, ezért
Y2 Ay = yA — y1 Ay is ortogondlis Ay soraira. A lemma alapjan az A, sorainak
egy nemnulla linearis kombinacidéja nem lehet ortogondlis A, minden sorara, igy ys Ao
sziikségképpen 0, azaz z = y; Ay, vagyis z benne van A; sorterében. e

2.3.2. Tétel. Legyen Ay olyan m x n-es mdtriz (m < n), amelynek sorai linedrisan
figgetlenek. Ekkor létezik olyan (n —m) x n méretd Ay mdtriz, amelynek sorai ortogo-
ndlisak az Ay soraira és amely az Ai-gyel eqyiitt eqy n X n-es nem-szinguldris mdtrizot
alkot. Az Ay sortere az As nulltere, és A1 nulltere az Ay sortere.

Biz. A tétel szerint van olyan z; € R™ nemnulla vektor, amely ortogonalis az A;
soraira (magyarul az A;z = 0 rendszernek van nem-trivialis megoldéasa.) Természetesen
ekkor 21 linearisan fiiggetlen A; soraitol. Egészitsiik ki az A; matrixot a z; sorvektorral.
Miutan z; linearisan fiiggetlen az A, soraitél, a megnovelt A} matrix sorai is linearisan
fiiggetlenek. Amennyiben Aj-nek még mindig kevesebb, mint n sora van, ugy a[2.2.2]
tétel alapjan ismét létezik egy olyan zo vektort, amely ortogondlis az A} soraira.

Ezt az eljarast (n — m)-szer alkalmazva olyan 2, ..., z,_,, vektorokat kapunk, me-
lyek mindegyike ortogonélis az A; valamennyi sorara valamint egymasra is, tovabbé a
végiil kapott n X n-es matrix sorai linedrisan fliggetlenek. Ezen konstrukcié alapjan a
zi (i=1,...,n —m) sorvektorokbol allo A, matrix teljesiti a tétel kivanalmait. e

2.3. Feladat. Tegyiik fel, hogy a tételbeli Ay mdtriz (I,,, B) alakd, ahol I,, az
m X m-es eqységmdtrizot jeloli, mig B tetszdleges m X (n — m)-es mdtriz. Igazoljuk,
hogy az Ay =[BT, —1I,,_,,] kielégili a tétel kivinsdgail, azaz Ay sortere az Ay sorterének
ortogondlis kiegészitdje.

A két tétel Gsszevetésébdl adodik, hogy az Ajx = 0 homogén linearis egyenlet-
rendszer megoldas-halmaza pontosan a z1, 2o, ..., Z,_, vektorok linearis burka. Az is
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kovetkezik, hogy az n-dimenziés tér tetszéleges () m-dimenzios alterének létezik egy
egyértelmiien meghatarozott Q+ n — m-dimenziés ortogonélis kiegészits altere. R™
minden eleme egyértelmiien all el egy @ és egy QQ*-beli elem Gsszegeként.

2.3.3. Kovetkezmény. Minden generdlt altér eldall nulltérként és minden nulltér els-
all generdlt altérként. Eqy Ax = 0 homogén egyenletrendszer megoldds-halmaza elddll
véges sok vektor linedris burkaként, azaz {yB : y € R"} alakban, (ahol n az A és a
B oszlopainak szama). Véges sok vektor linedris kombindcidinak halmaza elddll egy
homogén linedris eqyenletrendszer megoldds-halmazaként. e

A tételbsl kovetkezGen az R™ térben legfeljebb csak n vektor valaszthato ki
linearisan fiiggetleniil. Miutan az n egységvektor linearisan fiiggetlen, az R" dimenzi6ja
n. Az is kovetkezik, hogy tetszéleges A altér véges sok elem generalt altereként all elG:
valasszunk ki maximalisan sok lineéarisan fiiggetlen elemét A-nak (ezek szama legfeljebb
n), minden elem ezektdl linearisan fiigg, azaz A a kivalasztott elemek altal generalt
altér.

A és tételekbdl latjuk, hogy minden altér nemcsak generélt altérként all
el6, hanem nulltérként is. (Ez annak a szemléletes geometriai ténynek az altalanositasa,
hogy a sikban egy origon 4tmend egyenest egyrészt meg lehet adni ax+by = 0 alakban,
masrészt a(—b,a) ,paraméteres” alakban.) Az is kovetkezik, hogy k darab linearisan
fiiggetlen vektor nullterének rangja n — k. Specialisan, ha A n — 1 rangti méatrix, akkor
az Az = 0 megoldas-halmaza egy-dimenzios altér, masnéven egy origbn atmend
egyenes, amelynek pontjai valamely a vektorra {\a : A € R} alakban adhatok meg
(ahol a az A soraira mer6leges nem-nulla vektor).

A tétel valaszt ad arra a kérdésre, hogy egy egyenletrendszernek mikor van
megoldéasa. Feltéve, hogy létezik megoldas, mi mondhaté a megoldés-halmazrol?

Affin altéren vagy eltolt altéren (vagy affin halmazon) egy altér eltoltjat értjiik.
Vagyis C affin altér, ha létezik olyan A altér és a vektor, amelyekre C' = {z : = =
z + a valamilyen z € A vektorra }, vagyis C' = A + {a}. Ilyenkor kénnyen lathato,
hogy C' barmely c elemére C' — {c} = A, vagyis az altér, amelynek eltolasabol a C
keletkezik, egyértelmtien meghatarozott. A C affin altér dimenzidjan a definidlo A
altér dimenziojat értjiik.

2.4. Gyakorlat. Igazoljuk, hogy affin alterek (a) nemiires metszete és (b) dsszege is
affin altér!

Véges sok pont affin burka affin alteret alkot, ami nem mas, mint a véges sok
pontot tartalmazo legsziikebb affin altér. Két (kiilonbo6zd) pont affin burkat a két pont
0sszekotd egyenesének nevezziik, mig a két pont konvex burka a két pontot 6sszekotd
szakasz. Egy egy-dimenzi6s affin halmazt egyenesnek neveziink.

Konnyen latszik, hogy egy C' halmaz akkor és csak akkor affin altér, ha van olyan
¢ eleme, amelyre az {x — ¢ : * € C} halmaz altér. A C' # () halmaz akkor és csak
akkor affin altér, ha barmely két elemének affin kombinéiciéja C-ben van, ami azzal
ekvivalens, hogy barmely véges sok elemének affin kombinéci6ja C-ben van.

2.3.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy az Ax = b egyenletrendszernek xo megolddsa. Ekkor a
megolddsok M := {x : Az = b} halmaza az R"™ tér affin altere, nevezetesen az A nullte-
rének eltoltja. Mdsként fogalmazva, az Ax = 0 homogén egyenletrendszer egy tetszdleges
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megolddsdat xo-hoz adva megolddst kapunk, és M minden tagja igy dll eld. Megforditva,
manden affin altér elddll eqy linedris eqyenletrendszer megoldds-halmazaként.

(Figyeljiik meg, hogy a tételben az Ar = b megoldhatosdganak az oszlopok
terét magaban foglalo R™ térben volt szemléletes jelentése, a megoldasok halmazat
viszont a sorteret magaban foglalé R™ térben szemléltetjiik affin altérként.)

Biz. Legyen z € N(A), azaz Az = 0. Ekkor nyilvan A(z 4+ zo) = b, vagyis N (A4) +
{zo} C M. Legyen most x; € M. Ekkor z := x; — z¢-ra fennall Az = 0, tehat z; elgall
mint az xy és az N (A)-beli z elem Osszege. Ezzel a tétel els6 felét igazoltuk.

Tekintslink most egy C' affin alteret, amely valamely ia, ..., a vektorok altal ge-
neralt altér xy vektorral torténd eltolasaval all els, vagyis az {yA + xo : y € R™} alaka
vektorok halmaza, ahol A jeloli az ia,...,,a sorokbol all6 matrixot. A tétel
szerint van olyan Z métrix, amelynek nulltere éppen az A sortere. Legyen b := Zx,.
Ekkor C éppen a Zx = b egyenletrendszer megoldéas-halmaza. e

2.3.5. Kovetkezmény. Amennyiben az Ax = b egyenletrendszernek xo eqy megoldd-
sa, U9y a megolddsok halmaza elddll véges sok vektor linedris burkdnak xq-lal torténd
eltoldsdkeént, azaz {yB + x¢ : y € R"} alakban. e

A kovetkezményben megfogalmazott eredményre néha tgy hivatkoznak, hogy egy
linearis egyenletrendszer megoldas-halmaza elGallithatd paraméteres alakban. Ennek
specidlis esete az a geometridban tanult eredmény, hogy egy sikot a haromdimenzios
térben meg lehet adni egy lineéris egyenletrendszer megoldas-halmazaként is és para-
méteres alakban is, azaz aa + b+ ¢ alakban, ahol «, 8 valos paraméterek, a, b, ¢ pedig
vektorok R3-ban.

2.3.6. Kovetkezmény. Amennyiben az Ax = b eqyenletrendszernek van megolddsa,
gy az M megolddshalmaz dimenzidja n — r(A), ahol n az oszlopok szima.

Biz. Az el6bbi tétel szerint M az A nullterének az eltoltja. Alljon A; az A-nak r(A)
linearisan fiiggetlen sorabol. Nyilvan A-nak és A;-nek ugyanaz a nulltere. A és
tételek alapjan A; nullterének rangja n —r(A;) =n —r(A). e

2.5. Gyakorlat. Tegyiik fel, hogy az Ax = b rendszer megoldhato. Legyen A" az A ma-
ximdlisan sok linedrisan fiiggetlen sordbol alkotott részmdiriz és b a b ennek megfeleld
része. Ekkor az A'x =V tetszdleges x* megolddsdra Ax* = b-nek.

Tegyiik fel, hogy az Ax = b egyenletrendszer megoldhatd. Azt mondjuk, hogy az
ar = 3 egyenlet logikai kovetkezménye Axr = b-nek, ha ennek minden megoldasa
kielégiti ax = B-t (méasszoval, ha az {z : Az = b} affin altér benne van az {z : ax = 5}
hipersikban). Azt mondjuk, hogy ax = § linearis kévetkezménye Ax = b-nek, ha
el6all az Az = b egyenleteinek linearis kombinaciojaként, azaz ha létezik olyan y vektor,
amelyre yA = a és yb = f.

2.6. Feladat. Igazoljuk, hogy ax = B akkor és csak akkor linedris kovetkezmény, ha
logikas.

Befejetésiil megemlitjiik a Cramer szabaly néven szerepl6 elegéns tételt, amely bi-
zonyos esetekben determinansok segitségével explicit formaban megadja egy egyenlet-
rendszer megoldasat.
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2.3.7. Tétel (Cramer szabaly). Egy nem-szinguldris négyzetes A mdtriz esetén az
Ax = b egyenletrendszer eqyértelmd megolddsdnak i-edik komponse a (i{jt((‘jf) hdanyados-
sal egyenld, ahol A; azt a mdtrizot jeloli, amelyik az A-bol dll eld az i-edik oszlopdnak

b-re torténd cserélésével. o

A tétel haszna nem abban van, hogy a segitségével oldjuk meg a szoébanforgo egyen-
letrendszert, hiszen a determinansok kiszamitasa mar az n > 4 esetben is tipikusan
éppugy a Gauss eliminécidval torténik, mint magénak az egyenletrendszernek a direkt
megoldasa. Az ] fejezetben azonban a Cramer szabaly dént§ szerephez jut annak
feltarasaban, hogy a linearis programozés ezutan targyalandé alaperedményei miként
egységesitik és altalanositjak a halozati optimalizalasban mar megismert legfontosabb
tételeket, mint amilyenek Egervary, Gallai vagy Hoffman tételei.
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3. fejezet

Linearis egyenl6tlenségrendszerek
megoldasa

3.1. Bevezetés

Egy olajfeldolgozé tizemben kétféle nyersolaj all rendelkezésre: az A tipusbol 8 millio
hordo, a B tipusbol 5 millio. Ezekbdl készitenek benzint és gazolajat. Az ilizemben
harom technologiai eljaras koziil lehet valasztani. Az elsG eljaras bemeneti-kimeneti
aranyait az jellemzi, hogy 3 hordd A-kdolajbol és 5 hord6é B-kdolajbol 4 hord6 benzint
és 3 hordd gazolajat allit el6. A masodik eljaras 1 hord6 A-bol és 1 hordé B-bdl
készit 1 hordd benzint és 1 hordé gazolajat, mig a harmadik eljarasnal ezek az értékek
rendre 5, 3 és 3, 4. Tudvan, hogy a benzin hordéjaért 4 dollart, a gazolaj hordojaért 3
dollart kapunk, a meglévs nyersolaj készletet miképp osszuk fel a harom eljarés kozott,
ha célunk az Gssz-bevétel maximalizalasa. (Egyszertiség kedvéért nem vessziik most
tekintetbe az eljarasok esetleg eltérd tizemi koltségeit).

Jelolje x; (1 = 1,2,3) azt, hogy az egyes eljarasokat milyen mértékben hasznaljuk.
x1 tehat azt jelenti, hogy az els6 eljarassal 3z; A-olajat és 5z, B-olajat dolgozunk fel,
és ennek sorédn 4x; benzint és 3x; gézolajat kapunk. Az z; értékeknek természetesen
nemnegativnak kell lenniiik. Az adatok alapjan az A-olajbol 3z + x9 4+ 5xs horddt
hasznalunk, és igy ez az Osszeg legfeljebb 8 milli6. A B-olajra az 5xy 4+ z9 + 323 <
5000000 egyenlétlenség adodik.

Az eljarasokkal benzinbdl 6sszesen 4x1 + x9 + 3x3 hordd all el§, melynek értéke
4(4xq 4+ x9 + 3x3) dollar. Gazolajbol 3z + x5 + 4x3 hordot nyeriink, melynek értéke
3(3x1 + mo + 4x3). Az Osszbevételiink tehat 25z + Txy + 243 dollar. Feladatunk
maximalizalni a 25x, + Ty + 24x, célfiiggvényt az 1 > 0,29 > 0,23 > 0 valamint a
3x1+x9+bxs < 8000000 és by + 29+ 3x5 < 5000000 feltételek mellett. (Mivel z; ebben
a modellben a hordok szamat jeloli, igy ki kellene kétniink, hogy minden z; egész. A
fenti feladatban azonban a hordok szdma nagy, igy gyakorlati szempontbo6l nem szamit,
ha elengedjiik az egészérték megkotést. Jelezziik ugyanakkor, hogy szdmos gyakor-
lati probléméaban sziikséges lehet a valtozokra tett egészértékiiségi megkotés. Linearis
egyenlGtlenség-rendszerek egészértékd megoldhatosagaval az egészértéki programozds
foglalkozik.)

A linearis algebra egyik kiindulé pontja a lineéris egyenletrendszerek vizsgalata
volt. A Gauss-eliminéci6 segitségével elvi és algoritmikus valaszt kaptunk arra a kér-
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désre, hogy egy lineéris egyenletrendszernek mikor van megoldasa. A linearis prog-
ramozas lineéris egyenlGtlenség-rendszerekkel foglalkozik. Egy egyenl6tlenség lehet
szigoru vagy egyenlGséget is megengedd, de a tovabbiakban egyenlétlenségen mindig
ezen utobbit értjiik, hacsak kifejezetten az ellenkezGjét nem mondjuk. A legels6 kérdés
az, hogy egy egyenlGtlenség-rendszernek mikor létezik megoldasa, vagy mésképp fogal-
mazva, egy egyenltlenség-rendszer megoldas-halmaza, melyet majd poliédernek neve-
ziink, mikor nemiires. Az erre vonatkoz6 eredmény (Farkas lemma) az egyenletrend-
szerekrél szolo Fredholm tétel direkt altaldnositédsa. Hasonloképp, az egyenletredsze-
rek megoldas-halmazara vonatkoz6 eredmények szépen kiterjeszthetGk egyenlGtlenség-
rendszerek megoldas-halmazara.

Egyenl&tlenség-rendszerekkel kapcsolatban azonban olyan 1j tipusiu kérdések is fel-
vetédnek, amelyeknek nincs is értelmes specidlis esetiik egyenletrendszerekre vonatko-
zolag. Megkérdezhetjiik, hogy valamely ¢ vektorra a cx linearis célfiiggvény korlatos-e
az. R poliéderen (mondjuk) feliilrl. (Egy affin altéren egy linearis célfiiggvény vagy
konstans vagy nem korlatos). Ha korlatos, tigy harmadik célunk meghatarozni a cx
fiiggvény maximumat (vagy ha alulrél korlatos, gy minimuméat) R-en. Persze most
még azt (a kés6bb majd bizonyitasra keriils tényt) sem tudjuk, hogy a szobanforgd ma-
ximum egyéltalan létezik-e: Weierstrass altalanos tétele szerint egy korlatos zart hal-
mazon folytonos fiiggvény felveszi maximumat, igy miutan cx folytonos és egy poliéder
bizonyosan zart, R korlatossaga esetén mar most is bizonyosak lehetiink a maximum
létezésében. Nemsokara ezt is és a nem-korlatos esetet is igazoljuk, Weierstrass nélkiil.

3.1.1. Megjegyzések az intuiciérol

A linearis egyenletrendszerek megoldaséra vonatkozo elmélet megértését megkonnyi-
tette, hogy harom dimenzioban a problémahoz egy geometriailag szemléletes képet
lehetett kapcsolni. A geometriai intuicié segitséget jelent egyenlGtlenség-rendszerek
vizsgalatdnal is. Egy harom-valtozos egyenl6tlenség-rendszer megoldas-halmazat is
szépen lehet abrazolni. Egyetlen gz < f (¢ # 0) egyenl6tlenség megoldas-halmaza
az R3-ban egy zart féltérként képzelhets el. Egy egyenldtlenség-rendszer megoldas-
halmaza igy néhany féltér metszete. Harom dimenzioban véges sok féltér metszete nem
més, mint egy konvex poliéder (megengedve, hogy a poliéder nem feltétleniil korlatos).
Ez a kép természetesen sugallja, hogy magasabb dimenziéban is egy egyenlGtlenség-
rendszer megoldas-halmazat majd poliédernek nevezziik. Kérdés persze, hogy mennyire
szerencsés ez az elnevezés abban az értelemben, hogy egy n-viltozos egyenlGtlenség-
rendszer megoldas-halmaza valoban rendelkezik-e olyan tulajdonsagokkal, melyeket 3-
dimenzids szemléletiink sugall. Harom dimenzioban példaul vilagos, hogy egy korlatos
poliéder a csiicsainak konvex burka. Igaz-e ez magasabb dimenziéban is? A kérdés
persze igy eleve csalds, hiszen még azt sem tudjuk, hogy miként is kéne magasabb
dimenziéban a csicsot definidlni.

Ami esetleg kézenfekvs a 3-dimenzids szemléletiinkben, az lehet, hogy n dimenzio-
ban nem is igaz. Vagy még ha igaz is, a legkevésbé sem azért, mert harom dimenziéban
jol latszik. Gondoljunk arra, hogy egy n pontu graf szerkezete mennyivel Gsszetettebb
lehet, mint egy harom pontié. Azt nyilvan senki sem hiszi, hogy egy harom pontu
grafra érvényes allitdsnak automatikusan tetszéleges grafra is igaznak kéne lennie. A
szemléletes és az igaz allitasok kapcsolatanak jobb megértésére tekintsiik a kévetkezd
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(nem feltétleniil igaz) allitasokat.

1. Ha f folytonos figgvény az I = [0,1] zdrt intervallumon, amelyre f(0) < 0 <
f(1), akkor létezik olyan x € I szdm, amelyre f(x) = 0.

2. Ha f folytonos figgvény az I = (0,1) nyilt intervallumon, akkor f véges sok
pont kivételével I minden pontjiban derivdlhato.

3. Azn-dimenzios Euklideszi térben n darab pdaronként hegyes szoget bezdrd vektorok
egy halmaza mindig beforgathaté a nemnegativ térszigletbe (azaz létezik egy olyan or-
tonormalt linearis transzforméacio, amely az n vektor mindegyikét nemnegativ vektorba
képezi).

4. Ha R™-ben egy P korlatos poliéder barmely két csicsa szomszédos, akkor P-nek
legfeljebb n + 1 csiicsa van.

5. Ha R™-ben véges sok pont P konvex burka nem tartalmazza az origot, akkor van
olyan zart féltér, amely magdban foglalja P-t, de nem tartalmazza az origot.

Ezen allitdsok mindegyikét tobbé-kevésbé szemléletesnek érezziik. Az elsé koziilik
Bolzano tétele, amit bevezets analizisben bizonyitanak. Nem ritka az a felfogas, hogy
a Bolzano tétel nyilvanvalo, hiszen egy ,folytonos vonal” a (0, —1) és (1,1) pontok ko-
zOtt sziikségképpen metszi az y = 0 tengelyt, és a részletes bizonyitasra csak azért
van sziikség, mert ,a matematikiban pontosnak kell lenni”. Ez a nézet azonban téves.
A Bolzano tétel ugyanis nem arr6l szol, hogy a folytonossagra benniink él6 szemlé-
letes érzetre igaz-e valami vagy sem, hanem arrél, hogy a folytonossigra bevezetett
formélis definicié (matematikai modell) vajon valoban teljesiti-e azokat az elvarasokat,
amelyeket a szemléletes folytonossag képiink sugall. A Bolzano tétel egy ilyen elvart
tulajdonsag fennallasat igazolja vissza.

A fenti 2. allitas egy masik ilyen elvart tulajdonsagot fogalmaz meg, amely szintén
eléggé szemléletesnek tiinik, csak hat éppen nem igaz: van olyan folytonos fiiggvény
I-n, amely egyetlen pontban sem differencialhato.

A 3. allitas nyilvanval6 a sikban, konnyen igazolhato 3 dimenzioban, és némi eréfe-
szitéssel bebizonyithato még R-ben is. Magasabb dimenziéban azonban mar az allitas
nem érvényes! Kis analogia: kdnnyen igazolhato, hogy legfeljebb négy pontu grafok
kromatikus szama egyenls a maximalis teljes részgrafjuk pontszamaval. Ot ponta gra-
fokra azonban ez méar nem all, hiszen az 6t ponti kor kromatikus szama 3, de nincs
benne hiromszog.

A 4. allitdas 2 és 3 dimenzidoban kézenfekvs. A 4-dimenzids térben azonban min-
den n > 3-ra lehet olyan n csicst poliédert konstrualni, amelynek cstcsai paronként
szomszédosak.

Az 5. allitas 3-dimenziéban szintén kézenfekvs, de az el6bbi példak elbizonytala-
nithatnak, hogy vajon magasabb dimenzioban is igaznak kell-e lennie. Mindenesetre,
ha az elkdvetkezGkben esetleg tényleg az deriil ki, hogy érvényes, akkor ezt a tényt a
legkevésbé sem szabad majd magatol értetédének tekinteniink.

A 3-dimenzits térben szemléletes allitdsok R"™-be torténd atvitelének nehézségeit
némileg érzékelteti az alabbi feladat.

3.1. Feladat. Igazoljuk, hogy R™-ben véges sok pont konvexr burka zdrt.
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A kovetkez6kben olyan fogalmakat épitiink ki magasabb dimenziéban, melyek ha-
rom dimenzi6éban jol ismertek. Mi egy poliéder lapja, csicsa, dimenzidja? Azt az utat
kovetjiik, amely altalaban egy definicio kiterjesztésénél szokés: kivalasztjuk az ismert
esetben a szobanforgd fogalom valamely alapvetd tulajdonsagat, és az altalanositashoz
ezt hasznaljuk definicioként. (Példaul egy pozitiv a szam negativ egész kitevis hat-
vanyat dgy definidltuk, hogy érvényben maradjon a pozitiv egész kitevés hatvanyra
fennallo egyszert szabély. Ezért lett, definicié szerint @ := 1 vagy a™™ = 1/a").
Egy dologra azonban iigyelni kell. Elképzelhets, hogy az altalanositand6 fogalomnak
nem csak egy alapveté tulajdonsaga van, igy az altalanositasra is tobb lehetdség ki-
nalkozik. Ilyenkor meg kell vizsgalni, hogy a kiilonboz8 tton kapott definiciok vajon
ekvivalensek-e egyméssal vagy nem.

A helyzet megvilagitasara alljon itt egy grafos példa. Egy iranyitatlan grafban
az a tulajdonsag, hogy a graf barmely két pontja kozott vezet ut azzal ekvivalens,
hogy a gréfnak van feszit6 faja. Az ilyen tulajdonsagu grafokat nevezik Gsszefiiggének.
Magasabb rendi 0sszefliggéség definiciojahoz mindkét tulajdonsagot vehetjiik alapul.
Egy grafot nevezhetiink k-szor ut-tsszefiiggének, ha barmely két pontja kozott vezet k
élidegen 1t, és beszélhetiink k-szoros fa-Osszefiiggségrol, ha a grafban létezik k élidegen
feszité fa. A k = 1 esetben a két fogalom egybeesik, de a haromszog (mint graf) példaja
mutatja, hogy a két tulajdonsig k > 2 esetén mar nem ekvivalens.

Tegyiik most fel, hogy a 3-dimenzios (konvex) poliéder csuicsanak fogalmat akarjuk
magasabb dimenziés poliéderekre kiterjeszteni. Egy R korlatos 3-dimenziés poliéder
csticsa az R-nek olyan pontja, amely nincs benne a poliéder két masik pontjat 6sszekotd
szakaszban. Ezen tulajdonsag egy lehetdség a magasabb dimenzids poliéder csticsdnak
definialdsara. Egy maésik kézenfekvs lehetGség azt mondani, hogy az R valamely z
pontja akkor csics, ha létezik egy sik, amelynek R-rel vett metszete az egyetlen z
olyan szerencsénk lesz, hogy a kétféle lehetéség ekvivalens? Az el6bbi grafos példa
mindenesetre azt mutatja, hogy még ha ki is deriil majd, hogy ez a helyzet, akkor sem
tekinthetd ezen ekvivalencia magatol értet6dének.

3.2. Kupok, poliéderek, politépok

Az alterek (illetve az affin halmazok) éppen azok a halmazok, melyek zéartak a linearis
(ill. affin) kombinéci6 képzésre. Pontok egy halmazéat akkor nevezziik konvexnek,
ha zart a konvex kombinacié képzésre, vagyis akidrhogy véve a halmaznak véges sok
elemét, ezek konvex kombinécidja is a halmazhoz tartozik.

Mivel R™ konvex, tetsz6leges C' halmaz benne van egy 6t tartalmazoé legsziikebb kon-
vex halmazban, nevezetesen a C-t tartalmazé konvex halmazok metszetében. Kénnyen
kimutathato, hogy (lasd a gyakorlatot), hogy ez a metszet nem méas, mint a C
konvex burka, melyet a tovabbiakban konv(C)-vel jeléliink.

Amennyiben a € R" nem-nulla vektor, § tetszéleges szam, az ax = 3 linearis egyen-
let megoldas-halmazat hipersiknak (hyperplane) nevezziik. Ez az {z € R" : az = 0}
homogén hipersik eltoltja. A fentiek alapjan a hipersik dimenziéja n — 1 (innen
az elnevezés). Kovetkezik, hogy az affin altér hipersikok metszetének tekinthets. Az
{ax < B} egyenl6tlenség megoldas-halmazat, vagyis az {r € R" : ax < §} halmazt
(zart) féltérnek (closed halfspace) hivjuk, melynek {x : ax = b} a hatarolé hi-
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persikja, és amelynek normalisa a. (Ha szigoru egyenlGtlenség van, nyilt féltérrdl
beszéliink). A 5 = 0 esetben azt mondjuk, hogy a féltér homogén.

Gyakorlatok

3.2. Ha z a zy, ..., 2, pontok konvex kombindcioja és mindegyik z; a vy, ...,vs pontok
konvex kombindcidja, akkor z a vy, ..., v, pontoknak is konvexr kombindcidja.

3.3. Egy halmaz akkor és csak akkor konvex, ha bdrmely két elemének barmely konvex
kombindcidja a halmazhoz tartozik.

3.4. Konvez halmazok metszele is konvez.

3.5. A konv(C) halmaz nem mds, mint a C' elemeinek felhaszndldsdval készilt konvex
kombindciok halmaza.

3.2.1. Kuapok

Vektorok egy nemiires C' halmazat kapnak (cone) nevezziik, ha C' zart nemnegativ
szémmal torténd szorzasra nézve, vagyis ha C' barmely elemének nem-negativ szam-
szorosa is C-hez tartozik. Ebbd6l adodik, hogy az origd mindig a kiipban van. A kup
trivialis, ha egyetlen pontja van (az orig6). Amennyiben a kip még az Gsszeadasra is
zart, konvex kuaprol beszéliink. Ez kénnyen lathatéan valoban konvex. Miutén a to-
vabbiakban csak konvex kupokrol lesz szo, kiipon automatikusan konvex kiapot fogunk
érteni. Egy altér példaul mindig kap. (A kap ezen definicidja egyrészt altalanosabb
annal, mint amit szokasos geometriai kip fogalmunk diktalna, hiszen megenged olyan
alakzatokat is, melyeket sikok hatarolnak. Példaul a sikban a nemnegativ siknegyed
kap. Masrészt sziikebb, mert kap eltoltja nem kip). Két tipikus példa kapra:

Végesen generalt kup (roviden, generalt kap): Véges sok ay,...,a, € R™ vektor
nemnegativ linearis kombinéacidinak halmaza. Jelolése : kup(ay,...,a,) == {z: z =
>N, Ay > 0}. Amennyiben A egy olyan m x n-es matrix, melynek oszlopai az q;
vektorok, Ggy az a; vektorok kipja {Az : x > 0} = AR%. Az A matrix sorvektorai
R"-ben az {yA :y > 0} = RT A kipot generaljak, melyet G 4-val jeloliink.

Metszetkap (méas néven poliéder-kap): Véges sok homogén féltér metszete; R =
{z : bz <0,...,b,x <0}, ahol b; € R™. Amennyiben B egy olyan m X n-es matrix,
melynek sorai a b; vektorok, igy R = {z : Bz < 0}. A B oszlopvektorai R™-ben az
{y : yB < 0} metszetkupot definialjak.

Megjegyzendd, hogy adott {pi,ps2,...,psa1,...,a,} vektorokra a {z
z = >impj + >;Nai, A > 0} halmaz generdlt kapot alkot (vagy-
is itt csak bizonyos egyiitthatokra koveteliink meg nemnegativitast), éspedig a
{p1,—p1,---sPt, —Dt, 01, - .., a,} vektorok altal generalt kup. Specidlisan, a py,...,p;
vektorok altal generalt altér is generalt kiap. A generalt kip tehat a generalt altér
altalanositasa.

Hasonloképp, {q1,...,q:, b1,...,bn} vektorok esetén az {x : quz = 0,...,qx =
0,01z <0,...,bpx <0} halmaz metszetkip, éspedig {z : g1z <0, —q1z < 0,...,qx <
0,—qx < 0,bix <0,...,b,z <0}. Specidlisan, a ¢, ..., q vektorok nulltere (masné-
ven ortogonalis kiegészits altere) metszetkip. A metszetkiap tehéat a nulltér altalano-
sitasa.
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Figyeljiik meg, hogy a generalt kipnak konnyen gyarthatunk egy elemét, de egyal-
talan nem koénnytd eldonteni egy megadott elemrél, hogy a kipban van-e. Forditott a
helyzet metszet-kup esetén: konnyi elddnteni, hogy egy megadott elem benne van-e,
de nem konnyd talalni egy nem-nulla elemet.

3.6. Gyakorlat. Két metszetkip metszete metszetkip. Két generdlt kip vektor-dsszege
generdlt kip.

Korabban lattuk, hogy egy generalt altér mindig elGall nulltérként és megforditva.
E tétel szép altalanositasaként bebizonyitjuk majd, hogy egy metszetkip mindig elGall
generalt kipként és egy generadlt kip metszetkupként. Ez az ekvivalencia nem nyil-
vanvalo: példaul egy metszetkip zartsdga rogton latszik abbol, hogy a félterek zartak
és zart halmazok metszete is zart; ugyanakkor egy generalt kap zartsaganak igazolasa
nem ilyen kézenfekvé.

Egy ¢ nemnulla vektor esetén a {\q : A € R, } generalt kipot végtelen iranynak
vagy roviden iranynak vagy masként sugarnak (ray) mondjuk és g-val jeloljik. A
qi, - - ., q irdnyok egy nemnegativ kombinacidjan a ¢y, ..., q vektorok egy nemna-
gativ kombinécidjahoz tartozo irdnyt értjiik.

A generélt kup tekinthet§ véges sok irany nemnegativ kombinaciéi halmazanak.
Egy z pontbél indul6 ¢ irdnyu félegyenesen a z + ¢ := {z : x = z+ M, A € R, }
halmazt értjiik, ahol ¢ # 0. Tehat az irdny egy origdbol kiindulé félegyenes, és a
félegyenes egy eltolt irany.

Adott K kuphoz hozzarendelhetjilk a K* := {z : 2z < 0 minden z € K elemre}
halmazt, és ezt a K polarisanak nevezziik. Kénnyen latszik, hogy K™ maga is kip, és
az is, hogy a K kup polarisanak polarisa magéban foglalja K-t, azaz K C (K*)*. Itt
nem sziikségképpen all egyenlség, hiszen barmely kip polérisa konnyen ellenérizhet&en
zart, vagyis nem zart K esetén K # (K*)*. Igazolhat6 ugyanakkor, hogy a K lezartja
(vagyis a K-t tartalmazo zart halmazok metszete) éppen (K*)*. Specialisan, zart K-ra
K = (K*)*.

3.2.2. Poliéderek és politépok

A metszetkup fogalmanal altalanosabb a kévetkezd:

Poliéder (polyhedron, tbsz: polyhedra): Véges sok féltér metszete: R := {z : Qz <
b}, ahol Q) egy m x m-es matrix, b m-dimenzios vektor. Masszoval a poliéder egy li-
nearis egyenl6tlenség-rendszer megoldas-halmaza. Figyeljiik meg, hogy a definiciobol
adododan egy poliéder mindig konvex, hiszen ha néhany vektor kielégit egy linearis
egyenlGtlenséget, akkor konvex kombinaciojuk is. A 3-dimenzios térgeometridban meg-
szokott (konvex) poliéderek megadhatok félterek metszeteként, vagyis kielégitik a fenti
definiciot, ugyanakkor ez utoébbi megenged nem korlatos poliédereket is. Példaul egy
metszetkup vagy egy affin altér poliéder.

A formailag altalanosabb, egyenl@ségeket és egyenltlenségeket egyarant tartalma-
20 {Px = by,Qx < b} rendszer megoldés-halmaza is poliéder, hiszen egy pr =
egyenlet megoldas-halmaza felfoghatd mint a pxr < 8 és a —pxr < —[( egyenlGtlenségek
kozos megoldas-halmaza. Nyilvan az {x : Qx > b} halmaz is poliéder éppugy, mint
a () oszlopai altal definialt {y : y@Q < ¢} halmaz. Ez is jelzi, hogy egy poliéder tobb-
féle moédon is megadhato matrixszal. Az {Az = b,x > 0} egyenl6tlenség-rendszerrdl
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azt mondjuk, hogy standard alakid, vagyis ha egy olyan egyenletrendszerrsl van szo,
amelynek véltozoira nemnegativitasi kikotés van. Az {z : Az = b,z > 0} poliéder
standard alakban van adva. Egy standard alakban adott poliéder tehat egy affin
altér és a nem-negativ térszoglet metszete.

P
Q
méatrix egy sorat valamint a sor altal meghatarozott egyenlGtlenséget z-aktivnak vagy
roviden csak aktivnak nevezziik, ha z egyenlGséggel teljesiti. A P sorai automatikusan
aktivak. A z-re nézve aktiv sorok részmatrixat az M z-aktiv részmaéatrixanak nevez-
ziik és M -vel jeloljiikk. A z altal szigord egyenl6tlenséggel teljesiil sorok matrixat
Qs jeloli.

Politép (polytope): Véges sok pont konvex burka. (Az iires halmazt is politopnak
tekintjiik, mint nulla darab pont konvex burka.) Azt mondjuk, hogy a politopot a
szobanforgd pontok generaljak. Ezek szerint egyetlen pont is politopot alkot. Két pont
altal generalt politop a két pontot 6sszekotd szakasz.

Az R:={x: Px = by, Qz < by} poliéder egy z elemére nézve a definialo M =

3.7. Gyakorlat. Két poliéder metszete is poliéder. Két politop vektor-dsszege is politop.

3.8. Gyakorlat. Amennyiben R := {x : Mx < b} nemiires, igy R akkor és csak akkor
az egész tér, ha r(M) =0 (azaz M a csupa-nulla méatrix) és b > 0.

Természetesen vetGdnek fel a kdvetkezs kérdések. Mikor 1étezik egy egyenlGtlenség-
rendszernek megoldasa, azaz mikor nem-iires egy poliéder? FErre valaszol majd
a Farkas lemma, amely a Fredholm-féle alternativa tételnek linearis egyenlét-
lenségekre vonatkozo kiterjesztése.  Hogyan lehet ,paraméteresen” megadni egy
egyenlGtlenség-rendszer megoldas-halmazat, annak mintéjara, ahogyan egy egyenlet-
rendszer megoldas-halmazat meg lehetett adni igy? A korlatos esetben erre vélaszol
majd az a bizonyitasra keriil6 tétel, miszerint minden korlatos poliéder politop, és
megforditva. Tovabbi kérdés, hogy két egyenlGtlenség-rendszer megoldas-halmaza mi-
kor ugyanaz, magyaran, mikor definidljak ugyanazt a poliédert? Kezdjiik egy egyszeri
megfigyeléssel.

3.2.1. Lemma. Ha az R poliéder kip, akkor metszetkip.

Biz. Az R megadhato {z : Qx < b} alakban és feltehetjiik, hogy @-nak a lehetd
legkevesebb sora van. Azt igazoljuk, hogy ekkor b = 0. Mindenesetre b > 0, hiszen
0 € R miatt 0 = Q0 < b. Tegyiik fel indirekt, hogy b(i) > 0 valamelyik i-re. A Q
minimalitasa miatt van olyan z’ vektor, amely a Qx < b rendszerbdl egyediil a ;qr <
b(i) egyenlStlenséget sérti meg, azaz ;qx’ > b(i) > 0. Ekkor az a := b(i)/;qz" szamra
x* := az’ benne van R-ben, de 2z* példaul nincs, mert ;q(22*) = 209" = 2b(i) > b(7),
ellentmondasban R kap voltaval. e

Egy poliédert akkor neveziink korlatosnak, ha létezik olyan K pozitiv szam, amely-
re |z(i)] < K a poliéder minden x pontjanak mindegyik z(7) komponensére. Egy po-
liéder (kiils6) dimenzidjan, (réviden dimenziojan) az 6t tartalmazo legsziikebb affin
altér dimenzi6jat értjiilk. A poliéder bels6 dimenzidja a benne fekvs affin alterek
dimenzidjanak a maximuma. Példaul, ha a poliéder egyetlen pontbdl all, akkor kiilsé
és bels6 dimenzioja is nulla. Altalaban egy affin altérnek, mint poliédernek a kiilss
és belsé dimenzidja megegyezik az affin altér kordbban mar bevezetett dimenzidjaval,
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specidlisan R™ egy hipersikjanak kiils6 és bels§ dimenzidja is n — 1. A sikban a nem-
negativ siknegyed belsé dimenzi6ja 0, kiils6 dimenzi6ja 2. Az n-dimenziés térben egy
féltér belsé dimenzidja n — 1, kiilsé dimenzidja n.

Egy q vektorrol azt mondjuk, hogy a z € R elem mozgasvektora, ha létezik kicsiny
A > 0 szam, amelyre mind z + A¢, mind z — A\q¢ R-ben van. A 0-vektor mindig ilyen,
mig ha ¢ # 0, nem-trividlis mozgasvektorrdl beszéliink. Azt mondjuk, hogy 2z € R a
poliéder relativ belsd pontja, ha létezik nem-trividlis mozgasvektora. Ha nem létezik,
akkor z extrém. Masszoval z akkor extrém, ha nincs rajta a poliéder két masik pontjat
OsszekotG szakaszon. Nem nehéz igazolni, hogy z pontosan akkor extrém, ha nem all
el6 a poliéder més pontjainak konvex kombinaci6jaként.

Ha minden vektor mozgasvektor, akkor z bels6 pontja R-nek. A definiciobdl koz-
vetleniil kiolvashato, hogy egy 2z € R elem mozgasvektorai alteret alkotnak, melynek
neve a z mozgastere. Az l-dimenziés térben egy (zart) szakasznak végpontjaitol
kiilonb6z6 pontjai belsé pontok. Ugyanakkor a 2-dimenziés térben egy szakasz olyan
poliéder, amelynek nincs bels6 pontja.

Egy {z + A\¢ : A € R} alaki egyenest ¢ iranyu egyenesnek neveziink, ahol ¢ #
0. Legyen R = {x : Qx < b} nem-iires poliéder. Egy ¢ vektorrol azt mondjuk,
hogy R eltolasi vektora, ha R minden z pontjara és minden \ szdmra z + A\q €
R. Masszoval, az R barmely pontjan atmend ¢ irdnyu egyenes R-ben van. (Néha
hasznaljak a karakterisztikus vektor elnevezést, de ez nem til szerencsés, mert ez a név
mar foglalt egy halmaz karakterisztikus vektorara). Rogton latszik, hogy az eltolasi
vektorok alteret alkotnak, a poliéder eltolasi alterét.

Ha egy poliéder nem tartalmaz teljes egyenest (félegyenest) akkor azt mondjuk,
hogy egyenes-mentes (félegyenes-mentes). A ¢ iranyt az R poliéder egy ira-
nyanak nevezziik, ha z + \qg € R fenndll az R minden z elemére és minden pozitiv
A-ra.

3.9. Gyakorlat. Az R poliéder irdnyainak nemnegativ kombindcioi is az R irdnyar,
azaz a poliéder iranyai kupot alkotnak.

A poliéder irdnyainak kiupjat a poliéder irany- (néha recesszios) kapjanak ne-
vezziik. Az R poliéder egy irdnya extrém, ha nem allithato el6 téle kiilonb6z6 R-beli
irdnyok nemnegativ kombinaciojaként. Egy altérnek példaul nincs extrém iranya.

3.10. Gyakorlat. A poliéder eqy irdnya akkor és csak akkor extrém, ha nem dllithato
eld két tole kilonbozd R-beli irdny nemnegativ kombindciojaként.

Egy 3-dimenzioés poliédert lapok, élek illetve csiicsok hatarolnak. Ezeket a fogal-
makat szeretnénk magasabb dimenziora kiterjeszteni. Egy R C R™ nemiires poliéder
F oldala (face) R-nek egy

F:={x€R:cx =4} (3.1)

alaki nemiires részhalmaza, ahol § := max{czr : * € R} valamely cx linearis célfiigg-
vényre, melyre a maximum létezik. A ¢ # 0 esetben a H = {x : cx = 0} hipersikot a
poliéder egy tamasz-sikjanak nevezziik. A ¢ = 0 célfiiggvényre a definicié azt adja,
hogy R maga is oldal. Valédi oldalon (proper face) olyan oldalt értiink, amely nem
az egész poliéder. A poliéder valodi oldala tehat az optimum helyek halmaza valamely
nemnulla linearis célfiiggvényre nézve, masként szolva a poliédernek az a része, amely
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egy hipersikkal érintkezik, amikor azt kiviilr6l a poliéderhez toljuk. Amennyiben az
oldal egyetlen pontbdl all, gy ezt a pontot a poliéder csticsanak nevezziik. Tehat
egy z € R pont akkor csics, ha létezik olyan ¢ vektor, amelyre a cz > cx minden
r € R — z-re.

A definiciobol 1atszik, hogy egy poliéder oldala maga is poliéder. Egy affin altér
példaul olyan poliéder, amelynek nincs valodi oldala. Poliéder minimalis oldalan
egy tartalmazasra nézve minimalis oldalt értiink. Egy tartalmazasra nézve maximaélis
valodi oldalt lapnak (facet) neveziink.

A poliédert csticsosnak (pointed) mondjuk, ha van csiicsa. Nem minden poliéder-
nek van cstcsa, példaul az affin altereknek bizonyosan nincs. A gyakorlat alapjan
a poliéder egy z eleme akkor extrém pont, ha nem &ll el6 a poliéder néhany més pont-
janak konvex kombinacidjaként.

3.11. Gyakorlat. Igazoljuk, hogy az R poliéder eqy z pontjira a kovetkezdk ekvivalen-
sek. (i) z extrém, (ii) z nincs R-hez tartozd szakasz belsejében, (iil) nincs olyan x' # 0
vektor, amelyre z + 1’ és z — x’ is R-ben van.

3.3. Cstuicsok és bazis-megoldasok

3.3.1. Bazis-megoldasok
Legyen @ # 0 egy m X n-es matrix és jeldlje R a
Qr <D (3.2)

egyenlGtlenség-rendszer megoldasainak halmazat. Ebben a részben végig feltessziik,
hogy az R poliéder nem iires. Célunk megvizsgilni az R poliéder és az azt definialo
Qx < b leir6 rendszer kapcsolatat.

3.3.1. Tétel. Valamely q # 0 vektorra a kévetkezdk ekvivalensek:

(1) Qg =0.
(2) q eltoldsi vektora R-nek.
(3) R-nek van olyan z pontja, amelyre z + \q minden valds A-ra R-ben van.

Biz. Az (1)—(2) irdny nyilvanval6, hiszen barmely z € R esetén Q(z + \q) = Qz +
AQq = Qz < b, azaz z + A\¢ € R. A (2)—(3) irAny semmitmondd. Végiil, ha (3)
fennall, akkor szitkségképpen Qg = 0, mert kiilonben kellen nagy A-ra a Q(z+\g) < b
és Q(z — \q) < b egyenl6tlenség-rendszerek koziil az egyik biztosan nem teljesiilne. o

3.3.2. Kovetkezmény. Az R := {z € R" : Qz < b} poliéder eltoldsi altere a Q) mdtriz
nulltere. o

3.3.3. Tétel. Az R = {z € R" : Qx < b} poliéder egy z elemének mozgdstere a QF
matriz nulltere. Mds szoval a q vektor akkor és csak akkor mozgdsvektora z-nek, ha
Qzq=0.
Biz. Ha Q7 ¢ = 0, akkor minden \-ra Q7 (z £ Aq) = b és ezért kellGen kicsiny pozitiv
Ara Q(z £ A\q) < b, vagyis ¢ a z mozgasvektora.

Ha Q7 q # 0, akkor Q7-nek van olyan ;¢ sora, amelyre ;qq # 0. Barmilyen pozitiv
A-ra, ha ;qq > 0, akkor Q(z + Aq) £ b, mig ha ;qq < 0, akkor Q(z — A\q) € b. Tehat ¢

nem mozgasvektora z-nek. e
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3.3.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy az R poliéder nemiires és R = {x : Qr < b} = {z :
Q'x < V}. Ekkor Q és Q) sortere megegyezik. Tetszdleges z € R esetén QT és Q'
sortere megegyezik.

Biz. A tétel szerint egy g vektorra akkor és csak akkor Qq = 0, ha Q'q = 0,
vagyis (Q és Q' nulltere megegyezik, igy sorteriik is.

A masodik részhez a tételt hasznaljuk. Ez alapjan )7 ¢ = 0 pontosan akkor
teljesiil, ha a ¢ vektor mozgéasvektora z-nek az R poliéderben, ami pedig pontosan
akkor, ha Q'=¢ = 0. Igy Q7 és Q= nulltere megegyezik, tehat a sorteriik is. o

3.3.5. Tétel. Teqyiik fel, hogy az R poliéder nemiires és R = {x : Qv < b} = {z :
Q'x <V'}. AQ valamely j oszlopa pontosan akkor linedrisan fiiggetlen, ha Q" megfeleld
j oszlopa linedrisan figgetlen.

Biz. Feltehetjiik, hogy az els6 j oszloprol van sz6. Azt latjuk be, hogy () elsé j oszlopa
akkor és csak akkor linearisan Gsszefiiggs, ha @' els6 j oszlopa az. Szimmetria miatt
elég az egyik iranyt belatni, igy tegyiik fel, hogy @)’ elsé j oszlopa linearisan Osszefiigg.
Ekkor létezik egy olyan ¢ # 0 vektor, amelynek csak az els6 j komponense lehet
nemnulla és Q¢ = 0. A tétel miatt Q) és Q' sortere megegyezik, igy valamely
xz-re Qx = 0 pontosan akkor all fenn, ha QQ’x = 0, amibdl kovetkezik, hogy Q¢ = 0,
vagyis () els6 j oszlopa is linedrisan Osszefiiggs. o

Egy z € R elem szintjén a o(2) := r(Q) — r(Q7) szamot értjiik. A Qx < b linearis
rendszer egy z megoldésat (azaz az z € R elemet) bazis-megoldasnak neveziink, ha a
z-aktiv Q7 részmatrix rangja (@), mas szoval a 0 szintii elemek a bazis-megoldasok.
Ha egy bazis-megoldas raadasul olyan, hogy z nem-nulla komponenseinek megfelels
(Q-oszlopok linearisan fiiggetlenek, akkor erés bazis-megoldasrol beszéliink. Specia-
lisan, ha () oszlopai linearisan fiiggetlenek, akkor minden béazis-megoldas erds.

A tételbdl rogton kapjuk az alabbit.

3.3.6. Kovetkezmény. Az R poliéder eqy z elemének szintje csak a poliédertdl fiigg
és nem a poliédert meghatdrozo egyenldtlenség-rendszer konkrét alakjdtol. Specidlisan,
a bazis-megoldds fogalma is csak a poliédertdl fiigg. e

Erdemes kiolvasni, hogy mas alaki egyenlGtlenség-rendszerek esetén mit is jelent a
bazis-megoldas fogalma.

3.3.7. Tétel. (i) Egy M = (g

) nem-nulla mdtriz esetén a

Px = bo,QZE < b1 (33)

linedris rendszernek egy z megolddsa akkor bazis-megoldds, ha r(M) = r(MZ).

(ii) Az {Az =0b,x > 0} egy z megolddsa akkor és csak akkor bdzis-megoldds, ha a
pozitiv elemekhez tartozo A-beli oszlopok linedrisan fiiggetlenek.

(i) Az {yA > 0,yb = —1} rendszer egy yo megolddsa akkor és csak akkor bdzis-
megoldds, ha az A-bdl linedrisan fiiggetleniil kivdlaszthato, az yo-ra merdleges oszlopok
mazximdlis szama r(A,b) — 1.
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Biz. (i) (3.3) és {Pz < by, —Px < —by, Qx < by} megoldashalmaza ugyanaz, tovabba
r(M) = r(M') & r(M=) = r(M'), ahol M’ := (;\f)
(ii) Esetleges oszlopcserével feltehetjiik, hogy z-nek az utolso j komponense pozitiv.

. . . . A
Jelolje az ezen j oszlophoz tartozo m x j-es részmatrixot A’. Legyen M := _[>,

ahol I az n X n-es egységmatrixot jeloli. Az (i) rész szerint z akkor bazis-megoldas, ha
r(M>) =r(M)=n. Ekkor M az M matrix els6¢ m + (n — j) sora (vagyis az A sorai
valamint a —1I els6 n — j sora). Ennek a bal als6 (n — j) x (n — j)-es részmatrixa egy
negativ egységmatrix, igy M rangja pontosan akkor n, ha az elsé n — j oszlopanak és
utols6 n — j soranak kitorlésével keletkez6 A’ részmatrix rangja n — (n — j) = j, ami
épp azt jelenti, hogy A’ oszlopai lineérisan fiiggetlenek.

(iii) Jelolje Ay az A azon a; oszlopaibol allo részmatrixot, melyekre y, merdleges,
azaz a;yo = 0. Definicio szerint y, akkor bazis-megoldas, ha r(Ag, b) = r(A,b). A tétel
allitasa pedig azzal ekvivalens, hogy yo pontosan akkor bazis-megoldas, ha r(Ay) =
r(A,b) — 1. Azt kell tehat csak belatnunk, hogy r(Ag) = r(Ap,b) — 1. De ez rogton
latszik, hiszen yg Ay = 0 és yob = —1 miatt a b vektor nem fiigg linearisan A, oszlopaitol.
[

Megjegyzés A szakirodalomban &ltalaban az {Az = b,x > 0} rendszerre vezetik be
a béazis-megoldas fogalmét; egy z megoldast akkor definidlva bazis-megoldasnak, ha a
pozitiv komponenseihez tartozé A-oszlopok linearisan fiiggetlenek. Mi egy altalanosabb
megkozelitést hasznaltunk és ez a tulajdonsag tételként adddott! Ebben az esetben
rdadasul minden bazis-megoldas erds.

A tételbdl rogton kapjuk az alabbiakat.

3.3.8. Kovetkezmény. Az erds bdzis-megoldds fogalma csak a poliédertdl fiigg és nem
a poliédert meghatdrozo egyenldtlenség-rendszertdl. e

3.3.9. Kovetkezmény. A {Px = by,Qz < b1} egyenldtlenség-rendszer egy z bdzis-
megolddsa pontosan akkor erds, ha a z nem-nulla komponenseihez tartozo M-beli 0sz-

lopok linedrisan fiiggetlenek, ahol M = (g) °

3.3.10. Tétel. (A) Minden megoldhatd linedris egyenldtlenség rendszernek létezik
bazis-megolddsa, nevezetesen barmely minimdlis szintd z elem bdzis-megoldds. (B) Lé-
tezik erds bazis-megoldds is, nevezetesen eqy mazximdlisan sok 0 komponenst tartalmazo
x* bazis-megoldds erds.

Biz. (A) Belatjuk, hogy o(z) = 0, azaz z bazis-megoldas. Ha indirekt r(Q) >
r(Q7), ugy a Fredholm tétel szerint létezik ¢ vektor, amelyre Q7q¢ = 0 és Qsq #
0. A ¢ esetleges negalasaval elérhetjiik, hogy a Q5 ¢ vektornak van szigortian pozitiv
komponense. Ekkor van olyan A\ > 0 érték, amelyre 2’ = z 4+ A\q € R és ;,q2' = b(i) a
Qs valamely ;q sorara. Q¢ = 0 és ;qq # 0 miatt ;¢ linearisan fiiggetlen Q)7 soraitol.
lgy Q72" = b, miatt 7(Q7) > 7(Q7), ellentmondésban z vélasztasival.

(B) Tegyiik fel indirekt, hogy az z* nemnulla komponenseinek megfelelé Q-beli
oszlopok linedrisan Osszefiiggéek. Ez azt jelenti, hogy létezik egy olyan ¢ # 0 vektor,
amelyre Qq = 0 (vagyis ¢ eltolasi vektor) és 2*(i) = 0 esetén ¢(i) = 0. Ekkor alkalmas

www.tankonyvtar.hu (© Frank Andras és Kirdly Tamas, ELTE


http://www.tankonyvtar.hu

3. fejezet. Linearis egyenl6tlenségrendszerek megoldasa 81

A-ra x) 1= x* + Ag-nak tobb nulla komponense lesz, mint z*-nak, tovabba x3 is bazis-
megoldés, ellentmondva z* valasztasanak. e

3.3.11. Tétel. A Qx < b egyenldtienség-rendszer eqy z megolddsa akkor és csak akkor
erds bazis-megoldds, ha létezik Q-nek egy olyan r(Q) sorbdl és r(Q) oszlopbdl allé nem-
szinguldris Q' részmdtriza, amelyre z a Q'z" = U egyértelmd x' megolddsdbdl dll eld
0-komponensek hozzdvételével (ahol b' a b azon részét jeloli, amely a @' sorainak felel
meg.)

Biz. Ha z a megadott modon all el§, agy @ tartalmazza Q'-t, igy rangja r(Q).
Tovabbé a z nemnulla komponenseinek megfelel6 ()-beli oszlopvektorok linearisan fiig-
getlenek, hiszen ezek mindegyike Q' egy oszlopanak kibgvitése, marpedig Q' a feltevés
szerint nem-szingularis, igy oszlopvektorai linearisan fiiggetlenek. Vagyis ilyenkor z
valoban erGs bazis-megoldas.

Megforditva, legyen z erGs bazis-megoldas. Ekkor r(Q7) = r(Q). Vélasszuk ki
Q)7-nek r(Q) darab linearisan fiiggetlen sorat, majd a z nem-nulla komponenseinek
megfelels linearisan fliggetlen oszlopokat tetszés szerint egészitsiik ki a () oszlopai ko-
ziil 7(Q) darab linearisan fliggetlen oszloppa. Az igy kapott 7(Q) sor és r(Q) oszlop
altal meghatarozott @)’ részmatrix a lemma miatt nem-szingularis, és éppen z-t
definialja a kivant modon. e

3.3.12. Kovetkezmény. Tetszdleges egyenlitlenség-rendszernek legfeljebb csak véges
sok erds bdazis-megolddsa van. e

Jegyezziik meg, hogy egy egyenletrendszernek minden megoldésa bazis-megoldas,
vagyis bazis-megoldasboél kényelmesen lehet végtelen sok.

Gyakorlatok

3.12. Igazoljuk, hogy a tétel (i) részében z szintje r(M) — r(M7).

z

3.13. Igazoljuk, hogy a Pxq+ Axy = b,x1 > 0 rendszer egy megolddsa akkor és csak
akkor bdzis-megoldds, ha az x1 nem-nulla elemeihez tartozo P-beli oszlopokat az A-
bol kivdlasztott mazximdlisan sok linedrisan fiiggetlen oszloppal kiegészitve még mindig
linedarisan fiiggetlen rendszert kapunk.

3.14. Igazoljuk, hogy a {Bx < b,x > 0} rendszer egy z megolddsa akkor és csak
akkor bazis-megoldds, ha a B valamely B’ nemszinguldris négyzetes részmdtrizdra z a
B'x' =V egyértelmi megolddsdbol dll eld nulldk hozzdvételével.

3.15. Legyen [ < g, (azaz f minden komponensében kisebb, mint g), ahol f,g € R".
Igazoljuk, hogy az Ax = b, f < x < g rendszer eqy z megolddsa pontosan akkor bdzis-
megoldds, ha az A azon a; oszlopai linedrisan fiiggetlenek, melyekre f(i) < z(i) < g(4).
Mik az erds bdazis-megolddsok? Mik a bdzis- és az erds bdzis-megolddsok, ha f < g
helyett csak a gyengébb f < g egyenldtlenséget tessziik fel?

Feladatok

3.16. Az R poliéder eqy z pontjdt tartalmazo legbdvebb, R-ben fekvd affin altér az A
karakterisztikus altér z-vel valo eltoltja.
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3.17. Egy R :={z: Qx < b} CR" poliéder belsd dimenzidja n —r(Q). e

3.18. Mutassunk olyan Qx < b alaki egyenldtlenség-rendszert, ahol eqy erds bdzis-
megoldds elddll mds erds bdzis-megolddsok konvex kombindciojaként. Bizonyitsuk be,
hogy ha Q) oszlopai linedrisan fiiggetlenek, akkor ilyen példa nem létezik.

3.3.2. Csticsos poliéderek

Nézziik meg, hogy mi a kapcsolat csics és extrém pont kozott, és hogy ezek definicidja
miként tiikrozédik a poliéder métrixszal torténé megadasaban.

3.3.13. Tétel. Az R = {x : Qx < b} poliéder egy z elemére a kivetkezdk ekvivalensek:
(1) Q oszlopai linedrisan figgetlenek és z bdzis-megoldds (azaz Q) oszlopai linearisan
fiiggetlenek, vagyis @-nak van n linearisan fliggetlen z-aktiv sora).

(2) z csucs.

(3) z extrém pont.

Biz. (1)=(2) Legyen c a Q)7 sorainak az Osszege, azaz ¢ = y; @, ahol y; azt a (0, 1)-es
vektort jeloli, amelyben a ()7 sorainak megfelel§ komponensek értéke 1, a tobbié 0.
Tetsz6leges © € R esetén cx = (y1Q)r = y1(Qz) < b = y1(Qz2) = (11Q)z = cz.
Ha itt valamely = € R elemre egyenlGség szerepel, akkor ()7 x = b7, ennek pedig z az
egyértelmd megoldasa, hiszen a feltevés szerint QT oszlopai linearisan fiiggetlenek. (Itt
a b7 vektor a b vektor azon komponenseibél 4ll, melyek a () matrix z-aktiv sorainak
felelnek meg.)

(2)=(3) Ha z cstcs, akkor létezik egy olyan ¢ vektor, amelyre cz > cx minden
r € R — z elemre. Ha z, indirekt, nem extrém, akkor létezik x,y € R — z, melyekre
z=(x+y)/2. De ekkor cx < cz és cy < cz ésigy cz = (cx+cy)/2 < (cz+cz)/2 = cz,
ellentmondas.

(3)=(1) Tegyiik fel, hogy z extrém. Amennyiben @7 oszlopai, indirekt, line4risan
Osszefiiggbek, agy létezik egy ¢ nemnulla vektor, amelyre (7 ¢ = 0. De ekkor kicsiny
pozitiv e-ra z + €q is és z — £q is benne van R-ben (merthogy kielégitik {Qx < b}-t),
ellentmondéasban a feltevéssel, hogy z extrém. e

3.3.14. Kovetkezmény. Fqy poliédernek legfeljebb véges sok csicsa van.

Biz. A [3.3.13| tételben az (1) tulajdonsag miatt minden z csicshoz létezik Q)-nak n
linearisan fiiggetlen z-aktiv sora, mely sorhalmaz kiilénb6z6 csticsra kiillonbozs. Igy
R-nek legfeljebb m!/(n!(m — n)!) cstcsa lehet. o

A kovetkezs eredmény jellemzi a csticsos poliédereket.

3.3.15. Tétel. Egy R = {x : Qx < b} nemiires poliéderre a kivetkezdk ekvivalensek:
(1) Q oszlopai linedrisan figgetlenek.
(2) R egyenes-mentes.
(3) Az R eltoldsi altere trividlis.
(4) R cstcsos.

Biz. Az els6 harom feltétel ekvivalencidja kozvetleniil adodik a tételbal.
(4)=(1) Ha z cstcs, akkor a[3.3.13|tétel nyomén Q7 oszlopai linearisan fiiggetlenek,

igy persze () oszlopai is azok.
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(1)=-(4) A3.3.10| tétel miatt van bazis-megoldas, és a [3.3.13| tétel miatt barmely z

bazis-megoldas csiics. o

3.3.16. Tétel. Minden R = {x : Qx < b} nemiires poliéder elddll, mint eqy A altér és
eqy R’ csicsos poliéder dsszege. Nevezetesen, A az R eltoldsi altere (azaz @) nulltere),
mig R' = RN AL, ahol A+ az A altér ortogondlis kiegészitdje (vagyis Q sortere).

Biz. El6szor belatjuk, hogy R C A+ R/, azaz barmely z € R elem elGall egy A-beli és
egy R'-beli elem Gsszegeként. Valoban, minden z elem egyértelmiien elGall egy A-beli z;
és egy AL-beli zy elem Osszegeként. Belatjuk, hogy 2o € R’. Ha nem ez volna a helyzet,
akkor z € A* miatt 2, nem volna R-ben, azaz z, megsértené Qz < b valamelyik sorét.
De akkor ()z; = 0 miatt z = 2; + 2o is megsértené ugyanazt a sort, ellentétben a
2z € R feltevéssel. Igy valéban R C A+ R'. Masrészt a definiciokbol vilagos, hogy
A4+ R C A+ RC R, amibsl A+ R = R.

Végiil belatjuk, hogy R’ egyenes-mentes. Az A altér egy béazisabol, mint sorvek-
torokbol készitsiik el a @Q* méatrixot. Ekkor tehat () sorai és Q* sorai egymasra me-

rélegesek, egylitt kifeszitik az egész teret, azaz *> teljes oszlop-rangi. Miutan R’

Q@
a {Q*r = 0,Qx < b} rendszer megoldas-halmaza, a |3.3.15| tételbsl adodik, hogy R’

egyenes-mentes. e

3.19. Feladat. Fgy R := {z : Mz < 0} metszetkip az A := {x : Mz = 0} eltoldsi
altér (ami specidlis metszetkip) és az R := RN AL csiicsos metszetkiip vektor-dsszege.
[

3.3.3. Korlatos poliéderek

Miutan megtudtuk, hogy egy poliéder mikor nem tartalmaz egyenest, nézziik meg, hogy
mikor nem tartalmaz félegyenest. Azt mondtuk, hogy a ¢ irdny a poliéder iranya, ha
R minden z elemére a {z + Aq : A > 0} félegyenes R-ben van.

3.3.17. Tétel. Valamely nemnulla q vektorra a kovetkezdk ekvivalensek:
(1) Q¢ <0.

(2) ¢ a poliéder irdnya.

(3) R-nek van olyan z pontja, amelyre a {z + \q : A\ > 0} félegyenes R-ben van.

Biz. (2)—(3) semmitmondé. A (3)—(1) és (1)—(2) irdnyok kozvetleniil latszanak. o
3.3.18. Kovetkezmény. Az R := {x € R" : Qx < b} poliéder irdnykipja a Q mdtriz
Mg = {z : Qv < 0} metszetkipja. o

3.20. Gyakorlat. Igazoljuk, hogy egy {x : Px = by, Qx < b1} alakban adott nemiires
poliéder irdnykipja {x : Px = 0,Qx < 0}.

3.21. Feladat. Fqgy poliédernek és iranykupjanak extrém irdanyai ugyanazok. e

3.3.19. Tétel. Egy R = {z : Qx < b} nemdires poliéderre a kovetkezdk ekvivalensek:
(1) R nem tartalmaz félegyenest.

(2) R-nek véges sok csicsa van, melyek konvex burka R.

(3) R korldtos.

(4) R irdnykipja trividglis.

3
4
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Biz. (1)=(2) Mivel R nem tartalmaz félegyenest, igy egyenest még kevésbé, és ezért
a tétel miatt van csticsa. A kovetkezmény miatt véges sok cstcsa van.
Jelolje Ry a csicsok konvex burkat. Belatjuk, hogy R = Rg. Ha bizonyos vekto-
rok kielégitenek egy egyenlGtlenség-rendszert, akkor barmely konvex kombinéciojuk is
kielégiti, ezért Rx C R.

A forditott irdnyud tartalmazés igazolasdhoz indirekt tegyiik fel, hogy a poliédernek
van olyan z pontja, amely nem all el cstcsok konvex kombinacidjaként. Valasszuk
z-t olyannak, hogy )7, a z-aktiv részmatrix maximalis legyen. Mivel z nem cstcs,
igy )7 oszlopai linearisan Osszefiiggenek. Ezért létezik egy nemnulla ¢ vektor, amelyre
Q- q = 0. Kicsiny pozitiv A-ra z + A\¢g € R és mivel R nem tartalmaz félegyenest,
nagy A értékre z + A\g ¢ R. Ez azt jelenti, hogy @Qs-nek van olyan ;¢ sora, amelyre
;qq > 0. Igy ha A-t nullatol kezdve folyamatosan noveljiik, lesz egy olyan \; érték,
amelyre z; := 2+ A\;q benne van R-ben és aktiv részmatrixa szigorian bévebb ()7 -nél.
(Nevezetesen A, := min{b;(i) — ;¢2)/(;qq)}, ahol a minimum a @7 azon ;q soraira
megy, amelyekre ;q¢ > 0.) Analoég modon létezik egy zo := z — Aaq vektor R-ben
(A2 > 0), amelynek aktiv részmatrixa szigorian bdvebb Q7-nél. A z-re tett feltevés
miatt mind z;, mind 25 benne van Rg-ban, és ezért a 21z szakasz belsejében fekvs z
is, ellentmondés.

(2)=(3) Trivialis.

(3)=-(4) Ha indirekt létezne az irdnyktupnak ¢ nemnulla eleme, akkor barmely z € R
elemre a {z + Ag : A > 0} félegyenes R-ben volna, és igy R nem lenne korlatos.

(4)=(1) Ha indirekt valamely ¢ nemnulla vektorra a {z + Aq : A > 0} félegyenes
R-ben volna, akkor sziikségképpen QQq < 0, azaz ¢ benne volna az irAnykupban. e

A (2) tulajdonsag bizonyitasa mogott rejlé geometriai szemlélet a kovetkezs: nincs
mit bizonyitani, ha 2z maga cstcs. Ha nem az, ugy tekintsiikk a z pont R, oldalat,
amin az R legsziikebb olyan oldalat értjiik, amely tartalmazza z-t. (Ez annak felel
meg, hogy a z-aktiv egyenlGtlenségeket egyenlGségnek vessziik.) Keresiink egy iranyt,
amely mentén z-ben elmozdulva R,-ben maradunk, és megnézziik, hogy az ilyen iranya
z-n atmend egyenes mely x; és xo pontokndl 1ép ki a poliéderbsl. Mivel az z; oldala
és x9 oldala is sziikebb z oldalanal, igy indukcioval 6k mar elGallnak csicsok konvex
kombinaciojaként, de akkor az [x1, x| szakasz pontjai is elGallnak, specidlisan z is.

3.4. A Fourier-Motzkin eliminaci6 és kovetkezményei

A Gauss eliminacié egyrészt hatékony algoritmust szolgaltatott linearis egyenletrend-
szerek megoldasara, masrészt fontos bizonyitéasi eszkoznek bizonyult (példaul a Fred-
holm féle alternativa tételnél.)

A Gauss-eliminécié mintajara egy kézenfekve eljarast adunk linearis egyenlétlenség-
rendszerek megoldasara. A modszer eredetileg Fouriertol szarmazik, amelyet késGbb
Motzkin elemzett, igy az irodalomban Fourier-Motzkin (réviden FM) eliminécioként
hivatkozzak. A Gauss elimindcidhoz hasonléan az FM eljards is véges algoritmust
szolgaltat, de ez, szemben a Gauss eliminacioval, szorvanyos kivételektsl eltekintve
nem hatékony a gyakorlatban. Valojaban a Gauss eliminacié polinomialis futasidejd
algoritmus, mig az FM eliminéci6 exponencialis. Ugyanakkor az FM eljaras is hatékony
bizonyitasi eszkoznek bizonyul, melynek segitségével néhany alaperedmény koénnyen
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kiadodik.

3.4.1. Oszlop eliminaci6

Legyen A olyan m - n-es matrix (m > 1,n > 2), amelynek elss, a;-gyel jelolt oszlopa
0,+1 értékd. Jeldlje rendre I, J, K a sorok azon indexhalmazait, melyekre az a; ()
értéke +1, —1 illetve 0. Keészitsiik el az A matrixot a kovetkezSképpen. A K-nak
megfelel§ sorok véltozatlanul keriiljenek be All-be. Ezen kiviil minden i € I, j € J
valasztasra legyen ;a + ja az Al egy sora, melyet jeldljiink ija-val. Ez azt jelenti,
hogy ha I vagy J iires, akkor Al egyszertien az A matrix K-nak megfelels részmatrixa.
Altalaban AM-nek m— (|I|+|J|)+|I]|J| sora van. Figyeljiik meg, hogy Al elsé oszlopa
csupa nulldbol all. Hasonloképp, tegyiik fel, hogy a ) matrix els6 oszlopa 0, £1 értékii,
és rendeljiik a

Q' <b (3.4)

egyenl6tlenség-rendszerhez a
QW < bl (3.5)

rendszert, ahol bl az A := (Q, b) matrixhoz tartozo A"l matrix utolsé oszlopa.

3.4.1. Tétel. (A) Az
Az <0 (3.6)

eqyenldtlenség-rendszernek bdrmely megolddsa az
Al <0 (3.7)

rendszernek is megolddsa, és a bdrmely megoldasdnak elsé komponensét alkalma-
san megudltoztatva a eqy megolddsdt kapjuk.

(B) 4 barmely megolddsa a rendszernek s megolddsa, és a bdr-
mely megolddsdnak elsd komponensét alkalmasan mequdltoztatva a eqy megolddsdt
kapjuk.

Biz. (A) Az els6 rész kozvetleniil adodik az Al konstrukciojabol, hiszen az Al
minden sora az A sorainak nemmnegativ linearis kombinaciéja. A masodik részhez,
legyen z megoldasa (3.7)-nek. Mivel Al elss oszlopa 0, feltehetd, hogy z(1) = 0. A
z(1) értékét fogjuk alkalmasan megvaltoztatni, hogy egy megoldaséat nyerjiik.

Amennyiben J iires, vagyis A els6 oszlopaban nincsen negativ elem, dgy z elsé
komponensét kellGen kicsiny « értékre valtoztatva egy megoldasat kapjuk. (Ne-
vezetesen, a := min;e;{— ;az} megteszi.) Analoég modon, ha I iires, tgy z(1)-t kellen
nagyra valtoztatva kapunk (3.6)-nek egy megoldasat. Tegyiik most fel, hogy sem I,
sem J nem iires. Allitjuk, hogy

I?eaij{ jaz} < rlnelln{ jaz} (3.8)

Valoban, ha volna olyan ¢ € I,j € J index-par, amelyre j;az > — ;az, Ugy
(a2 = jaz+ jaz > 0 volna, ellentmondasban a feltevéssel, hogy » megoldasa (3.7)-nek.
Marmost, ha o tetszéleges olyan szdm, amelyre

a2} < a < min{— , .
I?eaf{ jazt <a < r?el}l{ jaz}, (3.9)
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ugy z els6 komponensét a-ra valtoztatva a kapott z,-rél allitjuk, hogy megoldasa (3.6)-
nek. Valoban, ha h € K, akkor pa elsé komponense 0, igy a ,az, = raz < 0. Ha
h € I, azaz na(1) = 1, akkor masodik egyenlétlensége folytan paz, = paz+a < 0.
Végiil a h € J esetben pa(l) = —1, és ekkor els§ egyenlGtlensége folytan paz, =
naz —a < 0.

(B) Egy ' vektor pontosan akkor megoldasa (3.4)-nek, ha az x := (2/, —1) megol-
dasa Az < 0-nak. Tovabba x’ pontosan akkor megoldésa (3.5)-nek, ha az r megoldasa
Az < 0-nak. Alkalmazhatjuk a tétel (A) részét. o

3.4.2. Tétel. Metszetkip tengelymenti (kiils6 vagy bels6) vetiilete metszetkip. Poliéder
tengelymenti vetilete poliéder.

Biz. A tétel szerint az {x : Az < 0} metszetkip z; tengelymenti belss vetiilete
az {x : Alllyz <0, 2, = 0} metszetkip. Miutan Al els§ oszlopa 0-vektor, a kiils6
vetiilet nem més, mint az {2’ : A2’ < 0} metszetkip, ahol AN jeloli az AM-bél az
elsG (azonosan nulla) oszlop elhagyéaséaval keletkezd matrixot. Az R = {2’ : Qa’ < b}
poliéder x; menti belss vetiilete a tétel alapjan az {2’ : QWa’ < ol 2z, = 0}
poliéder, mig a kiils vetiilete az {2’ : Q'a’ < I} polieder, ahol QM az a matrix,
amely QU elsé (azonosan nulla) oszlopanak elhagyisaval keletkezik. o

3.22. Feladat. Igazoljuk, hogy poliéder linedris képe poliéder.

3.4.2. Poliéder = politép + generalt kip

20 2

Politép elsall poliéderként

A kovetkezmény szerint minden generalt altér nulltér és minden nulltér generalt
altér, ami azzal ekvivalens, hogy egy Ar = 0 homogén egyenletrendszer megoldés-
halmaza elgall véges sok vektor linearis burkaként, és megforditva, véges sok vektor li-
nearis kombinacidinak halmaza el§all egy homogén linearis egyenletrendszer megoldéas-
halmazaként. Ennek altalanositasaként igazolni fogjuk, hogy minden metszet-kip ge-
neralt kup és minden generalt kip metszet-kip.

A tétel szerint ha az Axr = b egyenletrendszernek zy egy megoldasa, akkor
a megoldasok halmaza affin (=eltolt) altér, nevezetesen az A nullterének zq-lal valo
eltoltja. FEnnek &altalanositasaként igazolni fogjuk, hogy R"-ben egy halmaz pontosan
akkor poliéder, ha egy politop és egy generélt kip Osszege. Az egyik irdnnyal kezdjiik.

3.4.3. Tétel. Egy politép és egy generdlt kip dsszege poliéder. Specidlisan, minden
politop korldtos poliéder és minden generdlt kiup elddll metszetkupként.

Biz. Tekintsiik R™-ben az A (m - n-es) matrix oszlopai altal generélt kipot és az
A" (m - n'-s) matrix oszlopai altal feszitett politopot. Ezek osszege a C' := {z : z =
Az + A2, (x,2") > 0,12’ = 1} halmaz, ahol 1 a csupa egyesbdl allo (n’ dimenzios)
vektort jeloli.

Tekintsiik most R™"+"_ben az R := {(z,2,2') : Az + A'e’ — [z = 0,2 > 0,2/ >
0,1z’ = 1} poliédert. Ha R-nek vessziik a kiilsg vetiiletét az (z,2") komponenseinek
megfelel§ koordinatak mentén, akkor (definicio szerint) azon z vektorok halmazat kap-
juk, melyekhez van olyan (x,z’), hogy Az + A'z’ — [z =0,2 > 0,2’ > 0,12’ = 1, azaz
z = Ax + A’x’. Vagyis a kiils6 vetiilet éppen C, és igy a kovetkezmény miatt C
val6ban poliéder. o
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A Farkas lemma

A linedris programozas egyik sarokkove a Farkas lemma. FEnnek tobb ekvivalens meg-
fogalmazasa van: a legszemléletesebb alakkal kezdjiik.

3.4.4. Tétel (Farkas lemma, geometriai alak). Ha egy C C R* generdlt kip nem
tartalmaz valamely b € R* elemet, akkor létezik olyan (zart) homogén féltér, amely
magdban foglalja C-t, de nem tartalmazza b-t. Ha eqy P politép nem tartalmazza b-t,
akkor létezik olyan féltér, amely magdban foglalja P-t, de nem tartalmazza b-t.

Biz. Mivel minden generalt kiip metszetkip, azaz véges sok homogén féltér metszete,
igy ha b nincs a kupban, akkor nincs benne ezen félterek valamelyikében. A maésodik
rész ugyanigy kovetkezik abbol, hogy minden politép poliéder, azaz véges sok féltér
metszete. o

A Farkas lemma eredeti, Farkas Gyula altal kimondott alakja a kovetkezd.

3.4.5. Tétel (Farkas lemma, standard alak). Az {Ax = b,z > 0} rendszernek pontosan
akkor van megolddsa, ha az {yA > 0,yb < 0} rendszernek nincs.

Biz. Mindkét rendszernek nem lehet megoldasa, mert akkor 0 < (yA)z = y(Ax) =
yb < 0 volna. A forditott irdnyhoz tekintsiik az A oszlopai altal generalt K kupot
és tegyiik fel, hogy az {Ax = b,x > 0} rendszernek nincsen megoldasa. Ez éppen
azt jelenti, hogy b nincs benne K-ban A tétel szerint van olyan F homogén
feltér, amely K-t magaban foglalja, de b-t nem. Az F' normalisat y-nal jeldlve ez avval
ekvivalens, hogy az A mindegyik a; oszlopara ya; > 0 és yb < 0. e

Az {Ax = b,z > 0} rendszert primal feladatnak, mig az {yA > 0,yb < 0}
rendszert dual vagy dudlis feladatnak nevezik. Megjegyzends, hogy ha a szoébanforgod
y létezik, akkor az gy is megvalaszthato, hogy yb = —1 teljesiiljon, igy néha azt hivjuk
duélis feladatnak, amikor az yb < 0 helyett yb = —1-et koveteliink. Néha a duélist
az {yA < 0,yb > 0} ekvivalens alakban adjak meg: ennek és az eredeti dudlisnak a
megoldésai egymas minusz egyszeresei.

Erdekes, hogy a tételnek nemcsak az oszloptérben, hanem a sortérben is szem-
léletes jelentés adhat6. Ugyanis a primél probléma megoldésa azzal ekvivalens, hogy
létezik olyan nemnegativ (z,1) vektor, amely ortogonalis az A" := (A, —b) métrix so-
raira, ami viszont azzal ekvivalens, hogy az A’ matrix nullterében létezik egy olyan
2’ nemnegativ vektor, amelynek utols6 komponense szigortian pozitiv. A dudal problé-
méban yb < 0 helyett y(—b) > 0-t irva, a dual probléma megoldhatosiga azt jelenti,
hogy van olyan y vektor, amelyre y A’ > 0 és y A’ utolsé komponense szigortian pozitiv;
magyaran azt, hogy az A’ métrix sorterében van olyan nemnegativ vektor, amelynek
utols6 komponense szigorian pozitiv. Miutan egy tetszGleges matrix nulltere és sortere
egymas ortogondlis kiegészits alterei, tovabbé tetszéleges altér és ortogonalis kiegészitd
altere megadhaté egy matrix nulltereként illetve sortereként, a Farkas lemma ekvivalens
megfogalmazasa a kovetkezd.

3.4.6. Tétel (Farkas lemma: 2. geometriai alak). Tetszdleges altér és ortogondlis
kiegészitd altere kézil pontosan az eqyik tartalmaz olyan nemnegativ vektort, amelynek
utolsé komponense pozitiv. e
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Figyeljiik meg, hogy két ilyen vektor skalaris szorzata biztosan pozitiv, azaz nem
lehetnek merélegesek egymasra, tehat két ortogonalis altér koziil legfeljebb csak az
egyik tartalmazhat ilyen vektort.

Korlatos poliéder elGall politépként

A tétel szerint egy politop és egy generalt kup Osszege poliéder. Megmutatjuk,
hogy érvényes a megforditas is, azaz minden poliéder elGall, mint egy politop és egy
generélt kip Osszege. A bizonyitas érdekessége, hogy megforditas igazolasahoz magat
a tételt hasznaljuk fel.

Tekintsiik elgszor a specialis esetet, amikor egy metszetkipot akarunk elGéallitani
generalt kupként. Jelolje G4 := {yA : y > 0} az A matrix sorai altal generalt kapot,
mig My := {z : Ax <0} az A sorai altal definialt metszetkipot.

3.4.7. Lemma. (A) Ha G4 2 Mp, akkor My C Gg. (B) Ha G4 C Mg, akkor
Ms 2 Gg. (C) G4 = Mg akkor és csak akkor ha My = Gp.

Biz. (A) Tegyiik fel, hogy G4 D Mp és lassuk be, hogy M4 C Gp. Ehhez legyen
2z € My, vagyis ;az < 0 fennall az A minden sorara. Emiatt az A sorainak barmely
qg=>_ )\ a (N >0) nemnegativ kombinacidjira ¢z < 0, azaz

G 4 minden ¢ elemére ¢z < 0. (3.10)

Masrészt, ha indirekt z nincs a G'g generalt kiipban, akkor a Farkas lemma, tétel)
szerint van olyan homogén féltér, amely tartalmazza Gp-t, de 2-t nem. Vagyis létezik
olyan ¢ vektor (a féltér hatarolé hipersikjanak normélisa), amelyre egyrészt Bq < 0,
azaz ¢ € Mg C G4, mésrészt gz > 0, ellentmondva —nek. Tehat M4 C Gp.

(B) Tegyiik most fel, hogy G4 C Mp. Ekkor G4 minden sorvektora Mp-ben van,
azaz ;a ;b < 0 fenndll az A minden ;a és a B minden ;b sordra. Emiatt minden y € Gz
elemre is érvényes ;ay < 0 vagyis y € M 4. Tehat Gg C My.

A (C) allitas igazolasahoz figyeljiik meg, hogy az (A) és (B) részek Osszetevésébdl
kapjuk, hogy ha G4, = Mp, akkor M4 = Gg. Az A és a B szerepének felcserélésébdl
pedig adodik, hogy Gg = M4, akkor Mg =G 4. @

3.4.8. Tétel. Minden metszetkip elddll generdlt kupként.

Biz. Az A matrix sorai altal definialt M, metszetkuprol fogjuk kimutatni, hogy
generalt kap. A tétel szerint a G4 generdlt kap elall metszetkupként, azaz
létezik egy olyan B maétrix, amelyre G4 = Mp. A lemma nyoman M, = Gp,
vagyis M4 a B sorai altal generdlt kip. e

A metszetkupok elébbi elGallitdsara tamaszkodva megadjuk a poliéderek elGallita-
sat, amely tehat a tétel megforditasanak tekinthetd.

3.4.9. Tétel. Minden nemiires poliéder eldall mint eqy politép és eqy generdlt kip
dsszege. Specidlisan, minden korldtos poliéder politop.

Biz. Legyen R = {z : Qz < b} nemiires poliéder. A bizonyitas Otlete az, hogy R-t
beagyazzuk egy eggyel magasabb dimenzios tér {(z, \) : x € R™, A = 1} hipersikjaba,
ahol R az origoval egy kipot feszit, majd ezen kipra alkalmazzuk a tételt.

www.tankonyvtar.hu (© Frank Andras és Kirdly Tamas, ELTE


http://www.tankonyvtar.hu

3. fejezet. Linedris egyenl6tlenségrendszerek megoldasa 89

Tekintsiik tehat az eggyel magasabb (azaz n+1) dimenzios térben az M = {(x, A) :
Qr — \b < 0,\ > 0} metszetkapot. Ez a tétel szerint elGall generalt kupkeént.
Feltehets, hogy a generalé elemek utolsd (A-nak megfelel§) koordinatainak mindegyi-
ke 1 vagy 0. Legyenek a generdld elemek eszerint szétvalasztva: (zq,1),..., (zx, 1),
(21,0),...,(«},0). Tekintsitk R™-ben az z;-k konvex burkaként definialt P politoépot
valamint az x’; vektorok altal generélt C' kiipot.

Azt allitjuk, hogy R = P + C. Valéban, legyen el6szor z € R. Ekkor (z,1) =
Do Ailwi, 1) + 305 (2, 0), ahol A; > 0,15 > 0. Most tehat Y, A = 1 és ezért z; =
>_; Aixi benne van P-ben és zp := ), yi;x; benne van C-ben. Igy 2 valoban elsall egy
P-beli z; és egy C-beli 25 elem 0Osszegeként, azaz R C P + (. Legyen most z; € P,
2y € C. Ekkor (z,1) = (21,1) + (29,0) benne van M-ben, azaz Qz — b < 0, vagyis z
benne van R-ben, azaz P+ C C R, ésigy R=P+C. e

3.23. Feladat. Minden generdlt kip a poldrisinak poldrisa, azaz (K*)* = K. (Egy C
kiip polarisan a C* := {z : zy < 0 minden y € C-re} kupot értettiik.)

A tételben mar lattuk, hogy minden korlatos poliéder politép, azaz véges sok
pont konvex burka, s6t a[3.3.19] tételben azt is belattuk, hogy minden nemiires korlatos
poliéder a csucsainak konvex burka. A bizonyitas gondolatmenetét hasznalva most
megadjuk a csticsos poliéderek elGallitasat.

3.4.10. Tétel. Minden R # () egyenes-mentes (azaz csiucsos) poliéder elddll, mint
a csicsai dltal feszitett Ry politop valamint a poliéder C' karakterisztikus kipjdnak a
vektor-dsszege. Specidlisan, minden korldtos poliéder elddll csicsainak konvex burka-
ként.

Biz. Tegyiik fel, hogy R = {z : Qx < b} és legyen z a poliéder egy pontja. Legyen Q7
a z aktiv részmatrixa. A tétel alapjan R csucsai éppen a 0 szinti pontok.

A szint szerinti indukciéval fogjuk kimutatni, hogy a poliéder minden z pontja elall
egy Ry-beli és egy C-beli pont 6sszegeként. Ha a szint nulla, akkor tehat z cstcs, igy
eleme R-nak. Tegyiik most fel, hogy o(z) > 0 és azt, hogy minden alacsonyabb szinti
pontra a szobanforgo elGallitas létezik.

Mivel 7(Q) > r(Q7), létezik olyan ¢, amelyre Q7 ¢ = 0 és Q5 q # 0. Feltehetd, hogy
()5 ¢-nak van negativ komponense, kiilonben g-t helyettesithetjiik a negativjaval.

Tegyiik el6szor fel, hogy Q5 ¢-nak nincsen pozitiv komponense, azaz Q<q < 0 (vagy-
is ¢ € C). Ekkor létezik olyan A; > 0 szam, amelyre z; := z — A\;q az R-ben van és
o(z1) < o(z). (Nevezetesen, Ay := min{(by(i) — ;az)/(—;aq)}, ahol a minimum az @
azon ;a soraira megy, amelyekre ;aqg < 0. Az x; szintje val6ban kisebb, mint z szint-
je, hiszen egyrészt QTxy = b, masrészt QT egyik ;q sorara ;qr; = b(i) és ez a sor
iqq # 0 és Q7 q = 0 miatt linearisan fliggetlen Q7 soraitol.) Indukcio alapjan z; elGall
xr1 = y; + v} alakban, ahol y; € R és y; € C. De most z = x1 + A\iqg = y1 + ¥ + \¢
és y) + Aig € O, igy z is el6all az Ry-beli y; és egy C-beli elem 6sszegekeént.

Tegyiik most fel, hogy Q5 g¢-nak létezik pozitiv komponense is, és legyen ¢ és oq a
(s matrixnak két olyan sora, amelyre 1g¢ < 0 és 2gq > 0. Ekkor léteznek pozitiv A\
és \g szamok, melyekre 1 = 2 — A\jqg € R és 19 = 2+ Aoq € R, és mind az x;, mind az
xo szintje kisebb, mint a z-é.

Indukcioval x; = y; +y, (i = 1,2), ahol y; € Ry és 3y, € C. De ekkor z =
()\Ql'l + )\11’2)/()\1 + )\2) = (/\2y1 + /\1y2)/(/\1 + /\2) + ()\lel + /\lyé)/(/\l + )\2) Itt az
Osszeg elsd tagja Ri-ban van, mig a mésodik tagja C-ben. e

(© Frank Andras és Kirdly Tamas, ELTE www.tankonyvtar.hu


http://www.tankonyvtar.hu

90 Operacickutatas jegyzet

Megjegyzés Ezt a bizonyitast valojaban a specialis korlatos esetben mar korabban,
a [3.3.19| tétel (2) pontjanak bizonyitasakor elmondtuk.

3.4.3. Az FM eljaras hatékonysaga

Algoritmikus szempontb6l a Fourier-Motzkin eliminiciét a Qxr < b egyenlGtlenség-
rendszer megoldasara a kovetkez6képp lehet hasznalni. Feltehets, hogy a () els6 oszlopa
0, £1 értékd, mert egy egyenlGtlenséget pozitiv szaimmal szorozva ekvivalens rendszert
kapunk. Legyen @Q; az a matrix, amely QU-bsl keletkezik az elsé (csupa 0) oszlop
eltorlésével. A téetel folytan Qz < b megoldhatosaga ekvivalens Qiz; < bl
megoldhatosagaval, és a tétel bizonyitasa meg is mondja, hogy egy x1-bdl hogyan
lehet kiszamolni Qx < b egy megoldasat. (;-nek eggyel kevesebb oszlopa van mint
@-nak, igy az eliminacios lépést n-szer kell hasznalni.

Kovetkezésképp a Fourier-Motzkin algoritmus véges. Az eljaras hatranya, hogy
egyetlen valtozo eliminalasa sok 1) egyenlGtlenséget hoz be, vagyis menet kézben az
egyenl6tlenségek szama nagyon felszaporodhat. Sajnos ez nem csak elvi lehetdség,
amint a kdvetkez6 példa mutatja. Legyen p pozitiv egész és n := 2P + p 4+ 2. n darab
valtozonk lesz: xq,...,x,. 8(2) egyenl6tlenségiink van, mindegyik £x; £ x; 2, < bij
alaki, ahol b;;, adott szdmok. t szerinti indukciéval lathato, hogy t valtozo kiejtése
utan az 4j egyenlStlenségek kozott szerepelni fog az 6sszes x5, £x5,, ..., x5, < bj, .
alakd, ahol s =2t +2ést+ 1< j; < jo--- < j, < n. Igy p lépés utan a megmaradt
valtozok szama n' = n—p = 2P +2 mig az egyenlGtlenségek szama legalabb 22"+2 = 27,

Tapasztalat szerint a FM eliminécioé legfeljebb csak kis példakon hasznélhato, na-
gyobbakon tipikusan ténylegesen kezelhetetleniil sok egyenl6tlenség keletkezik.

A fenti példaban olyan egyenlStlenség-rendszer szerepelt, amelynek minden sora-
ban harom 1 abszolut értékd egyiitthaté volt. Erdekes, hogy ha csak két 1 abszolat
értéki egyiitthatdé van minden sorban, akkor a Fourier-Motzkin eljaras polinomiélis
futasideji. Egy (sor)vektort nevezziink szimplanak, ha vagy egy nemnulla eleme van
(és errdl feltehets, hogy 1 abszolut értéki), vagy kettd, melyek mindegyike 1 abszolut
értékd. Szimpla sorokbol all6 méatrixot is nevezziink szimplanak. Kénnyd megfigyelni,
hogy ha a kiindulési méatrix szimpla, akkor az FM eljaras soran keletkezd 1j matrix
is az lesz. Miutan szimpla vektor csak kevés (legfeljebb 2m + 3m(m — 1)/2) lehet,
ezért az FM eljaras szimpla matrixokra polinomialis. Természetesen menetkoézben a
redundans egyenlétlenségeket ki kell dobni: ha példaul az x1 +x9 < 3ésaz x1+x, < 4
egyenlé6tlenségek adodnak ki, akkor az utobbi felesleges.

Szimpla métrixokra, egészértéki b esetén azt is el lehet donteni, hogy a Qx <
b rendszernek létezik-e egészértékdi megoldésa. Az az egyetlen kiilonbség, hogy ha
menetkozben keletkezik mondjuk egy 2x; < [ alaki egyenlGtlenség, akkor ezt az x; <
| 3/2] egyenlttlenséggel kell helyettesiteni.

3.4.4. Alkalmazasok
A 2-SAT probléma

Példaként emlithetjiik az an. 2-SAT probléméat (2-satisfiability = 2-kielégithetGség).
Ez grafok nyelvén elmondva azt kivanja eldonteni, hogy egy M teljes parositassal ren-
delkezé G = (V, E) graf pontjai koziil ki lehet-e valasztani |M| darabot, melyek az
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osszes élt lefogjak. Ennek eldontésére, minden v csticshoz rendeljiink egy x(v) valto-
z0t, és tekintsiik a kovetkezd egyenlStlenség-rendszert. 0 < xz(v) < 1 minden v € V-re,
z(u) + x(v) = 1 minden uv € M élre, és z(u) + x(v) > 1 minden egyéb uv élre. A 2-
SAT problémanak pontosan akkor van megoldasa, ha ezen egyenlGtlenség-rendszernek
van egész megoldasa. Miutan a feltételi matrix szimpla, az FM eliminéci6é polinomiélis
futésideji algoritmust szolgéltat.

Erdemes az FM eliminécio egy lépését kozvetleniil grafnyelven elmondani: Legyen
wv € M az egyik pérositas él. A V — {u,v} ponthalmazon definialjuk a G grafot
ugy, hogy xy €él, ha eredetileg él, vagy ha x szomszédos u, v egyikével és y szomszédos
a masikaval. Konnyen ellenérizhetd kozvetleniil is, hogy a 2-SAT probléma akkor és
csak akkor oldhaté meg G-re, ha megoldhaté G!-re.

3.24. Gyakorlat. Tekintsik négy vdltozéban az x; > 0, v; +z; =1 (1 <i < j <
4) rendszert. Déntsiik el az FM elimindcidval, hogy van-e megolddsa és van-e egész
megolddsa.

Az iitemezési feladat tGjra

Abban a specialis esetben, amikor a matrix minden soraban vagy egyetlen nemnulla
elem szerepel és ennek az abszolat értéke 1, vagy pedig egy +1-es és egy —1-es, akkor
az FM eliminaci6é automatikusan fenntartja ezt az alakot. Kovetkezik, hogy ha a jobb-
oldali b vektor egészértéki, és a Qz < b rendszernek van megoldasa, akkor van egész
megoldasa is (és az FM egy ilyet meg is talal).

Az részben mar megfogalmaztuk egy nagyobb projekt részfeladatainak titeme-
zési problémajat és megadtunk egy megoldast is. Erdekességként most megmutatjuk,
hogy ilyenkor az FM modszer is segit. Az ott felallitott matematikai modellben tehat
a feladat olyan 7 : V' — R fliggvény meghatarozasaval ekvivalens, amelyre minden uv
élnek az eldre adott silya legfeljebb 7(v) — 7(v), minden cstcsra f(v) < 7(v) < g(v),
ahol f és g elére adott korlatok, és w(t) — 7(s) < T. Ha ezen egyenlStlenségeket felir-
juk, akkor mindegyikiikben vagy egyetlen +1 vagy —1 szerepel, vagypedig egy darab
+1 és egy darab —1. A fentiek szerint ilyen esetben az FM elimindcié polinomialis
algoritmust szolgaltat, rddasul, ha a silyok egészértékiiek és létezik m megoldés, akkor
létezik egészértékd m is.

3.25. Feladat. Adjunk a Fourier-Motzkin eljards segitségével 1ij bizonyitdast Gallai
tételére miszerint eqy élsulyozott iranyitott grafban akkor és csak akkor van ne-
gativ ssz-sulyu irdnyitott kér, ha nincsen olyan m := V — R fiiggvény, amelyre
7(v) — w(u) < c(uv) fenndll minden uv élre. Tovdbbd, ha a c silyfiggvény egészér-
tékid, akkor m 1s vdlaszthato annak.
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3.5. Megoldhat6sag: a Farkas lemma

A Fredholm tétel egyszeriien ellenérizhets tanusitvanyt adott arra, hogy ha az Az = b
rendszernek nincsen megoldéasa, hiszen a ilyenkor létezik egy y, amelyre yA = 0, yb # 0,
és egy adott y-rol ennek fennalldsa szintén konnyen eldonthets. Hasonloképp, a Farkas
lemma standard alakja arra szolgaltat tantsitvanyt, hogy ha az {Ax = b,z > 0}
rendszernek nincsen megoldéasa.

Mivel egy poliédert tobbféle alakban is meg lehet adni, a Farkas lemméanak is kii-
16nb6z6 valtozatai vannak. KEzek azonban egyszerii fogassal kovetkeznek egymésbol,
ezért minden alakot Farkas lemmanak neveziink majd. A harom leggyakoribb algeb-
rai valtozatot adjuk meg, majd kozos altalanositasként egy olyan forméat is felirunk,
amelybdl mind a harom alak speciélis esetként kiadodik.

A [3.3.7 és a[3.3.10] tételek alkalmazaséval megkaphatjuk a Farkas lemma standard
alakjanak egy élesitését.

3.5.1. Tétel. Az {Ax =0b, x > 0} rendszernek akkor és csak akkor van olyan megol-
ddsa, amelyben az x pozitiv vdltozdinak megfeleld A-beli oszlopok linedrisan fiiggetlenek,
ha nem létezik olyan y, amelyre yA > 0, yb = —1 és A-nak létezik r(A,b) — 1 lined-
risan figgetlen oszlopa, amelyekre y merdleges. (Roviden, vagy a priméal, vagy a duéal
problémanak létezik bazis-megoldasa). e

A primél feltétel geometriailag azt mondja, hogy ha a b vektor benne van néhany
vektor K kupjaban, akkor mar benne van ezen vektorok koziil vett néhany linearisan
fliggetlen vektor kupjaban is. Egy y dualis bazis-megoldas geometriailag a kévetkezét
jelenti. Amennyiben r(A,b) = r(A) + 1, ugy az y ortogonalis r(A) linearisan fiiggetlen
oszlopra, ezért yA = 0, vagyis az y normélisi homogén hipersik tartalmazza A osz-
lopait, de b-t nem. Amennyiben r(A,b) = r(A), Ggy az y normalisi K-t tartalmazo,
b-t nem tartalmazo6 homogén féltér olyan, hogy hatarold hipersikja, amely a kiap egy
shatarolo lapjat” (maximalis valodi oldalat) tartalmazza. Ha a kip teljes dimenzios,
gy a hipersik ezen hatarolo lap hipersikja.

A Farkas lemma valtozatai

3.5.2. Tétel (Farkas lemma, (A) valtozat). A Qx < b egyenldtlenség-rendszer akkor
és csak akkor oldhato meg, ha nem létezik olyan y > 0, amelyre y@Q = 0,yb = —1.

Biz. A Qz < b feladatot nevezziik primal probléméanak, az {y@Q =0,y > 0,¢b = —1}
feladatot pedig dualnak. Mindkett6 nem oldhatoé meg, mert akkor 0 = y(Qx) < yb =
—1 allna. A forditott irdnyhoz jelélje A a [@, b] méatrixot, és legyen ¢ = (0,...,0,—1)
egy (n+ 1)-dimenzios vektor. A dual megoldhatosaga azt jelenti, hogy ¢ benne van az
A sorai altal generalt kipban. Ha nincs benne, akkor a Farkas lemma geometriai alakja
szerint van olyan 2’ = (z,«) (n + 1)-dimenziés vektor, amelyre Az’ < 0 és da’ = 1,
ami azzal ekvivalens, hogy a = —1 és Qx < b, vagyis a primal feladat megoldhat6. e

Alternativ bizonyitas A standard alakra torténd visszavezetés két 1épésben torténik.
Egyrészt az elGjel kotetlen x valtozot a nemnegativ 2’ és x” kiilonbségeként irjuk fel.
Masrészt, egy x1 nemnegativ (m-dimenzios), igynevezett eltérés (vagy pot) valtozo
(slack variable) bevezetésével az egyenlGtlenség-rendszert egyenldség-rendszerré alakit-
juk. Ekkor a Qz < b primal feladat a Q' — Qx” +x1 = b, (', 2", 1) > 0 alakba megy
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at. Az A := (Q,—Q, I,,) matrixra alkalmazva a Farkas lemma standard alakjat, azt
kapjuk, hogy a megoldhatosaghoz sziikséges és elegendd feltétele az, hogy nem létezik
y, amelyre yb < 0 és yA > 0, azaz y@Q > 0 y(—Q) > 0, yI,,, > 0, vagyis y@ = 0, y > 0.

3.5.3. Tétel (Farkas lemma, (B) valtozat). A {Bx < b,z > 0} egyenldtlenség-rendszer
akkor és csak akkor oldhato meg, ha nem létezik olyan y > 0, amelyre yB > 0,yb = —1.

Biz. Mindkét rendszer nem oldhato meg, mert akkor 0 < (yB)z = y(Az) < yB = —1.
Jelolje () azt a matrixot, amely B-b6l keletkezik azaltal, hogy alairjuk az n x n-es —1I
egységmatrixot és jelolje by azt a vektort, amely b-bdl keletkezik n darab 0 komponens
hozzéftizésével. A {Bx < b,z > 0} rendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha Qz < by
megoldhato. Az (A) valtozat szerint, ha Qx < b; nem oldhaté meg, akkor létezik
egy olyan (y,y’) > 0 vektor, amelyre yB + y/(—1) = 0,yb = —1. De 3’ > 0 miatt
yB + y/'(—1I) = 0 azzal ekvivalens, hogy yB > 0. e

Egyszerti fogassal a Farkas lemmat olyan alakban is megfogalmazhatjuk, amikor a
Fredholm féle alternativa tételt mar explicit magaban foglalja.

3.5.4. Tétel. A

primdal rendszer akkor és csak akkor oldhato meg, ha az

{9oP +1:Q=0,y1 > 0,yb=—1} (3.12)

dudlis nem, ahol y = (yo,v1),b = (bo, by).

Biz. Mindkeét feladat nem oldhat6 meg, mert akkor 0 = (yoP + y1Q)r = (yoP)z +
(11Q)x = yo(Px) + y1(Qz) < yobo + y1b1 = —1.

Ha a primal probléma nem oldhaté meg, akkor a vele ekvivalens { Pz < by, —Px <
—by, Qx < b1} egyenlStlenség-rendszer sem. Ekkor viszont a Farkas lemma (A) val-
tozata alapjan az ehhez tartozé dudl megoldhato, azaz létezik (yg,yi,v1) > 0 vektor,
amelyre y, P4y (—P)+11Q = 0 és yjbo+yj (—bo)+y1b1 = —1. De ekkor yo := y{—y;-re
az (Yo, y1) megoldasa a duélisnak. e

Hasznos egy olyan alakot is felirni, amely a fenti valtozatok mindegyikét magaban
foglalja.

3.5.5. Tétel (Farkas lemma, altalanos alak). A
Pxo+ Axy = by, Qug+ Bxy <by, 11 >0 (3.13)
primdl rendszernek akkor és csak akkor nincs megolddsa, ha az
YyoP +11Q =0, yoA+y1B >0, y1 >0, yoby + y1b1 = —1 (3.14)
dudlis rendszernek van.
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To 1 >0
R EN
OSZ/_l Q B SZ
T

3.1. dbra. A Farkas lemma altalanos alakja

Biz. Jelolje az xg,x1,vo,y1 dimenzidjat rendre ng,ni, mg,my. Az x; > 0 feltételt
explicit beirhatjuk az egyenlétlenségek kozé 0,000 + T1(—Inyn, ) < 0 alakban. A
tételbdl kozvetleniil kapjuk, hogy a primal probléma pontosan akkor oldhaté meg,
ha az {yoP + 11Q = 0,90A + 1B + y1(—Lnin,) = 0, (y1,91) = 0,900 + 1161 = —1}
rendszer nem. Ez utobbi megoldhatosaga viszont ¥} nemnegativitésa folytan épp
duéliséval ekvivalens. e

Megjegyezziik, hogy a Farkas lemmat még altalanosabb alakban is fel lehetne irni.
Példaul a primal feladatban lehetnek forditott iranyta egyenlGtlenségek, vagy nempo-
zitiv valtozok. A megfelel6 egyenlGtlenség illetve a feltételi matrix megfel§ oszlopanak
negalasaval azonban kénnyen a alakra juthatunk, igy ez a legaltalanosabb alak
méar nem ad igazan Gjat.

3.5.1. Direkt bizonyitas

Bar a Farkas lemma standard alakjat mar levezettiik kordbbi eredményekbdl (neveze-
tesen a Fourier-Motzkin eliminaciora timaszkodva), érdemes egy kozvetlen bizonyitast
is megadni.

3.5.6. Tétel (Farkas lemma, standard alak). Az {Ax = b,z > 0} rendszernek pontosan
akkor van megolddsa, ha az {yA > 0,yb < 0} rendszernek nincs.

Biz. Csak a nemtrivialis irannyal foglalkozunk, és azt mutatjuk ki, hogy a primél
és dual problémak egyike megoldhaté. A szokasnak megfeleléen A-nak legyen m > 1
sora és n > 1 oszlopa. m + n szerinti indukciét alkalmazunk. A lemma allitasa
kozvetleniil latszik az m = 1 esetben, igy feltehet6, hogy m > 2. Figyeljiik meg,
hogy az Az = b egyenletrendszer valamely sorat nemnulla szimmal szorozva a primél
probléma megoldéshalmaza és a dual probléma megoldhatosiga sem valtozik. Hasonlo
kijelentés érvényes, ha az egyenletrendszer egyik egyenletét hozzdadjuk egy mésikhoz
(vagy levonjuk bel6le). Ezért, esetleges sorcserét is alkalmazva, feltehetjiik, hogy az
A els6 oszlopa az (1,0,...,0) vektor. Tegyiik fel elgszor, hogy n = 1. Ha b(1) > 0,
akkor az n-dimenzioés z = (b(1),0,...,0) primal megoldas. Ha b(1) < 0, akkor az
m-~dimenzios y = (1,0, ...,0) dual megoldas. Feltehetjiik tehat, hogy n > 2.
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Jelolje A" az ay oszlop elhagyasaval keletkezd matrixot. Ha az {A'2’ = b2’ >
0} rendszernek létezik =’ megoldasa, akkor ez elé egy 0 komponenst irva az eredeti
primal feladat megoldasat kapjuk. Ha az {A’z’ = b, 2’ > 0} rendszernek nem létezik
megoldésa, akkor indukcio miatt létezik 3/, melyre y’A’ > 0 és y'b < 0. Amennyiben
y'a; > 0, agy y' az eredeti dudlnak is megoldasa. Akkor nem vagyunk kész, ha y'a; < 0.

Tekintsiik most a {A"2” = V", 2" > 0} rendszert, ahol (A", ") az (A, b) els§ soranak
torlésével keletkezik. Ha most a dualisnak van egy y” megoldasa, akkor ez elé egy 0
komponenst irva az eredeti duélis megoldasat kapjuk. Ha a dudlisnak nincs megoldasa,
akkor indukcio miatt létezik x” > 0, amelyre A”x"” = b"”. Mivel A” elsé oszlopa null-
vektor, x”(1) barmi lehet, ezért x”(1)-t gy megvalaszthatjuk, hogy jaz” = b(1). Belat-
juk, hogy (1) > 0, amibdl kévetkezik, hogy z” az eredeti primal probléma megoldésa.
Ha ugyanis indirekt 2”(1) < 0, akkor mind az x”, mind az 3’ A olyan vektor, melyeknek
pontosan az elsé komponense negativ és ezért 0 < (y’A)z” = y/(Az") = y'b < 0, amely
ellentmondéas bizonyitja a Farkas lemmét. e

Megjegyzés Erdemes nyomon kévetni a fenti bizonyitas hatterében megbuvo geomet-
riai szemléletet. Amikor a Gauss eliminacioval az a; oszlopot az (1,0,...,0) vektorra
alakitjuk, ennek az a jelentése, hogy az A oszlopait egy olyan bazisban irjuk fel, melynek
elsG tagja a;. Az a; = (1,0,...,0) esetben a matrix els6 soranak torlése geometriailag
azt jelenti, hogy az A oszlopvektorait vetitjiikk az a; normalisu hipersikra.

A fenti bizonyitas soran az a; torlésénél az elintézetlen eset az volt, amikor létezett
egy olyan iy’ vektor, amelyre az ' = {z : 'z > 0} homogén féltér tartalmazta az
as, . .., a, oszlopvektorokat, de sem ai-et, sem és b-t nem. FEkkor F' tartalmazza a
—ay, as, as, . . ., a, vektorokat, és emiatt a b bizonyosan nem lehet benne ezen vektorok
generélt kapjaban. Mésrészt, az aj-re merdleges hipersikra valo vetitésnél (azaz a
matrix els soranak torlésénél) a bajos eset az volt, ha létezik egy olyan z”, amelyre
Ax" = b, az 2" els6 komponense negativ, mig a tobbi nem. Ez viszont éppen azt
jelenti, hogy a b el6all a —ay,as,as,...,a, vektorok nemnegativ kombinaciojaként,
amely eshet&séget az el6bb zartuk ki az F' féltér segitségével.

Még egy bizonyitast lefrunk, amelyben nincs sziikség olyan Gauss eliminaci6 szeri
miiveletre, amellyel az el6bbi bizonyitasban az els6é oszlopot egységvektorra alakitot-
tuk. Kényelmesebbnek bizonyul a tételben megfogalmazott kicsit altalanosabb
alakot igazolni. (Nem ritka jelenség, hogy egy jol eltalalt altalanositasra az indukci-
0s bizonyitas gordiilékenyebben miikédik.) Szemben az ottani megkozelitéssel, amely
valdjaban specialis esetként kiadta a Fredholm féle alternativa tételt, az itt kivetkezd
bizonyitas hasznélja azt.

3.5.7. Tétel. A
Pl’o -+ Al‘l = b, T > 0 (315)

primdl feladatnak akkor és csak akkor nincsen megolddsa, ha az
yP =0, yA>0, yb=—1 (3.16)
dudlis feladatnak van.

(Figyeljiikk meg, hogy (3.16) megoldhatosaga ekvivalens az {yP = 0,yA > 0,yb < 0}
rendszer megoldhatosagaval.)
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Biz. A primal és a dudl feladat nyilvin nem oldhaté meg egyszerre, mert akkor
0+0 <0+ (ylA)xy = (yP)zo + (yA)z, = y[(P,A)x] = yb = —1, azaz 0 < —1
kovetkezne.

Annak bizonyitasara, hogy a primal és a dudl feladatok egyike biztosan megoldhato
az A oszlopai szama szerinti indukciot alkalmazunk. Amennyiben ez az ni-gyel jelolt
szam nulla, azaz A iires, ugy a tétel kovetkezik a Fredholm féle alternativa tételbdl.
Tegyiik tehat fel, hogy n; pozitiv és indukci6é alapjan azt, hogy n;-nél kisebb oszlop-
szamra a tétel érvényes!

Legyen a; az A matrix els6 oszlopa. Jelolje A’ azt a matrixot, amely A-bol keletkezik
az a; kihagyésaval. Amennyiben a

Pxo+ A'z) =b, 27 >0 (3.17)

rendszernek létezik megoldasa, ugy az x)-t egy nulla komponenssel kiegészitve (3.15))
megoldasahoz jutunk. Ha (3.17)-nak nincs megoldasa, tigy az indukcios feltevés miatt
az

yP =0, yA' >0, yb=—1 (3.18)

rendszernek létezik ¢y’ megoldasa. Amennyiben 3/'a; > 0, ugy 3/ a (3.16))-nek is megol-
désa, és ekkor készen vagyunk.

Tegyiik fel tehat, hogy y'a; < 0, azaz y' A els6 komponense negativ, a tobbi nem-
negativ. Jelolje P’ azt a méatrixot, amelyet P-bdl az a; oszlop hozzavételével nyeriink.
Ha most az

yP' =0, yA' >0, yb = —1 (3.19)

problémanak van megoldésa, az nyilvian megoldasa (3.16)-nek is, és ekkor ismét csak
készen vagyunk. Ha (3.19)-nek nincs megoldasa, agy a

Pag+ Azl =0, 27 >0 (3.20)

rendszernek van (indukci6 miatt). Jelolje (zo, 1) azt a vektort, amely tugy keletkezik
(xp, 2)-b6l, hogy az a;-nak megfelel§ komponenst z{-b6l /) -be helyezziik (ami persze
azt jelenti, hogy (x(, ) ugyanazt az ng + ny dimenzids vektort jel6li, mint (xq,z1)).

Allitjuk, hogy (o, 1) megoldasa —nek. Ehhez csak azt kell igazolnunk, hogy
z1(1) (az a;-nek megfelels komponens) nemnegativ. Valoban, ha ez negativ lenne,
akkor x1 is és y'A is olyan, hogy els6 komponensiik negativ, a tobbi pedig nem az.
Emiatt (yA)zy > 0ésigy 0+0 <0+ (YA)xy = (Y P)xo + (Y A)xy = Y [(P,A)z] =
y'b = —1, ami lehetelen. e

Megmutatjuk, hogy a tételbdl is levezethetd a [3.5.5] altalanos alak.

Biz. (3.5.5] tétele) Jelolje az xg,x1,yo,y1 dimenziojat rendre ng, ny, mo, m;. Legyen
B' = (B,I),A" := (A,0) (ahol az I egy m; X mj-0s egység-matrixot, a 0 pedig egy
mp X my-os nulla matrixot jelol). Most (3.13) (xq,x;) megoldasai és

Pxo+ A’z = by, Qro+ B'x] =by, 21 >0 (3.21)

(x0, 7)) megoldéasai kozott egy-egy értelmi kapcsolat all fenn. Nevezetesen (xzg,x;)
az (xo,x})-bol keletkezik az utolsd m; komponens kihagyasaval, mig (zq,x1)-bdl agy
kapjuk (zq, z})-t, hogy x;1-t helyettesitjiik az x| := (21,0, — (Qzo + Bzy)) vektorral.
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A (3.21)-hez tartozo
YoP +y:1Q =0, yoA' +y: B >0, yb=—1 (3.22)

dual probléma és ekvivalensek, hiszen csak arrél van sz6, hogy a (3.14)-ban
explicit szerepls y; > 0 el6jel megkotést (3.22)-ben az yoA' + y1 B’ > 0 egyenlétlenség-
rendszerben rejtettiik el. A primél feladatra felirva a tételt az abban
szerepld dual feladat éppen a (3.22)) alakot Olti. e

Tovabbi kézenfekvs megjegyzés, hogy a Farkas lemméat olyan alakban is hasznal-
hatjuk, amikor a rendszer balrdl szorzassal van adva. (Egy kés6bbi alkalmazas miatt
néhany vektort és matrixot vesszds bettivel jeloliink.)

3.5.8. Tétel.
YoP' + Q' = ¢y, yoA' +yB' >, y1 >0 (3.23)

primdl rendszernek akkor €s csak akkor nincs megolddsa, ha a

P'zg+ A2y =0, Qug+ B'xy <0, 2} >0, cywg + x>0 (3.24)
dudlis rendszernek van. e
Feladatok

3.26. Az {yA < ¢} rendszernek akkor és csak akkor van megolddsa, ha nincs olyan
x>0, amelyre Axz =0, cx < 0.

3.27. Tekintsik a dudlis feladatban eléforduls {yP = 0, yA > 0, yb = —1}
rendszert, mint primdl problémdt és fogalmazzuk meqg erre a Farkas lemmdt. Mutassuk
meq, hogy a felirt dudlis ekvivalens a alakkal.

3.28. Tegyiik fel, van egy szubrutinunk, amely vagy az {Ax = b,x > 0} rendszer-
nek vagy a dudlis {yA > 0, yb = —1} rendszernek kiszdmit eqy megolddsdt. Hogyan

haszndalhatjuk fel ezt a vagy rendszer megolddsdra?

3.29. Tegyiik fel, van eqy szubrutinunk o {Bx < b,x > 0} rendszer megolddsdra.
Hogyan haszndlhatjuk fel ezt a {Qx < b} rendszer megolddsdra?

3.5.2. A szimplex algoritmus a Farkas lemmara

Ebben a szakaszban megismerkediink a Farkas lemmaval kapcsolatos f6 algoritmikus
eredményekkel. Azt mar korabban lattuk, hogy a Fourier-Motzkin eljaras segitségével
egy R poliédernek véges sok lépésben megtaldlhatunk egy elemét, amennyiben R nem
iires. Ez az eljaras azonban, szemben a Gauss eliminaciéval, nem polinomialis futas-
idejd és a gyakorlati tapasztalatok is kedvezétlenek. Egy linearis célfiiggvény poliéder
feletti optimalizaladséara is van véges algoritmus, hiszen ha cx feliilr6l korlatos, akkor a
maximum erds béazis-megoldason is felvétetik, és ezekbdl csak véges sok van. Ezzel a
megkozelitéssel az a baj, hogy erds bazis-megoldasbol igen sok lehet (exponenciélisan
sok). Példaul, ha a poliéder, amely felett a cx célfiiggvényt akarjuk maximalizalni, egy
n-dimenzios egységkocka kocka, azaz {x : 0 < z < 1}, akkor ezt a feladatot mind a
2" cstcs cx szerinti sorbarendezésével méar a nem tilsagosan nagy n = 100-as méretnél

(© Frank Andras és Kirdly Tamas, ELTE www.tankonyvtar.hu


http://www.tankonyvtar.hu

98 Operacickutatas jegyzet

sincs semmilyen esélyilink megoldani, a legjobb szamitogépet hasznalva sem, ugyanak-
kor a problémat ranézésre rogton meg lehet oldani.

A szimplex algoritmus George Dantzigtol szarmazik. Az a lényege, hogy a poliéder
bizonyos csticsait egyre javulo sorrendben valasztja ki. Oriasi felhalmozott tapasztalat
mutatja, hogy a szimplex algoritmus a gyakorlatban hatékony, tipikusan linearis szé-
mu csucs atvizsgalasa utan megtalalja az optimumot. Annal szomoribb, hogy konst-
rudltak olyan példa sorozatot, ahol a szimplex algoritmus végiglatogatja az Osszes,
exponencialisan sok cstcsot, mielétt az optimalisat megtaldlna. Ez azt jelenti, hogy
matematikai szempontbol a szimplex algoritmus nem tekinthet6 hatékonyabbnak, mint
a durva, Gsszes csucsot szamba vevs algoritmus. (Kimutattak azonban, hogy ha nem
a legrosszabb el6forduld esettel akarjuk az algoritmus hatékonysagat mérni, hanem az
atlagos lépésszamot tekintjiik, akkor a szimplex algoritmus polinomiélis futasidejt.)

Kezdjiik a Farkas lemméval, annak a tételben megfogalmazott erésebb val-
tozataval, amely tehat azt mondja ki, hogy az {Ar = b,z > 0} primal és az
{yA > 0,yb = —1} dual feladatok koziil pontosan az egyiknek van bazis-megoldasa:

3.5.9. Tétel. Az {Ax =0, x > 0} rendszernek akkor és csak akkor van olyan megol-
ddsa, amelyben az x pozitiv vdltozdinak megfeleld A-beli oszlopok linedrisan fiiggetlenek,
ha nem létezik olyan y, amelyre yA > 0, yb < 0 és A-nak létezik r(A,b) — 1 linedri-
san fiiggetlen oszlopa, amelyekre y merdleges. (Tomoren, vagy a primal vagy a duéal
feladatnak létezik bazis-megoldasa). e

Bizonyitas a szimplex algoritmussal. Mar a Farkas lemma bizonyitasanal lattuk,
hogy a két lehetGség kizarja egymast. Azt latjuk be algoritmikusan, hogy legalabb
az egyik lehetGség fennall. A Gauss-eliminacioval el6szor eldontjiik, hogy az Ax = b
rendszernek van-e egyaltalan megoldasa. Ha nincs, akkor a Gauss-eliminéacié egy olyan
y vektort szolgaltat, amelyre yA = 0 és yb # 0. (Lasd a Fredholm féle tételt és
bizonyitasat.) Itt —1-gyel torténd esetleges szorzas utan feltehetjiik, hogy yb < 0 azaz
a masodik alternativara jutottunk.

Tegyiik fel tehat, hogy Ar = b megoldhat6. Feltehetjiik, hogy A sorai linedrisan
fiiggetlenek, mert ha nem, akkor az A soraibol kivalasztunk r(A) linearisan fiiggetlen
sort (ezt valojaban a Gauss-eliminacié mar meg is tette), és csak az ezek altal alkotott
részmatrixszal dolgozunk tovabb. Véalasszunk ki az A oszlopaibol egy By bézist (ami
tehat egy m x m-es nemszingularis részmatrix). Tekintsiik a Byjxz = b egyértelmi
megoldasat (amit tehat az el6bbi Gauss-eliminacié meghatarozott), és egészitsiik ki
nullakkal. Igy az Az = b egy x; megoldasat kapjuk. Ha 2, nemnegativ, akkor ez az
Ax = b,x > 0 egy bazis-megoldasat alkotja.

Tegyiik fel most, hogy x1-nek van negativ komponense. (Az alapalgoritmus itt egy
tetszbleges negativ komponenst vilaszt. Példaval kimutathatd, hogy ilyenkor az algo-
ritmus végtelen ciklusba eshet, ezért ennek elkeriilésére indokolt valamilyen megkotést
tenni.) Jelolje i1 a legkisebb indexet, amelyre z(i1) < 0. (Ez a Bland féle legkisebb
index szabaly). Legyen y; olyan vektor, amely B minden oszlopara merdleges, kivéve,
hogy y1a;, = 1. (Az yB; = d minden m-dimenziés d-re egyértelmtien megoldhato.)
Most ¢ = 1-re

Ygb = yq(Axq) = (ygA)zg = 4(ig) <O. (3.25)

Amennyiben minden a;-re yia; > 0, ugy a dudlis feladat bazis-megoldasat kaptuk.
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Tegyiik fel tehat, hogy valamely j; indexre yia; < 0 és valasszuk ji-t a lehetd
legkisebbnek. (Ismét a legkisebb index szabalyt alkalmazzuk). Természetesen ekkor
a;, nincs a B; béazisban, és az is lathato, hogy Bi-ben a;,-t a;, -re cserélve egy masik
bazist kapunk, amit jeloljiink By-vel. (Valoban, az aj, vektor nem fiigghet linearisan a
Bi-nek a;,-t6l kiilonb6z6 oszlopaitol, hiszen az y; vektor ezen utdobbiak mindegyikére
meréleges, mig a;,-re nem.) Iterdljuk az eljarast most a By bazissal kezdve, ameddig
csak lehet.

Igazolnunk kell, hogy az eljaras véges sok 1épésben véget ér. Tegyiik indirekt fel,
hogy nem ez a helyzet. Mivel csak véges sok bazis-megoldas van, lesznek olyan osz-
lopvektorok, melyek idérél idére ki- majd tjra bekeriilnek a bazisba. Legyen a; a
legnagyobb ilyen indexii. Tehat a h-néal nagyobb indext oszlopok egy bizonyos id6-
ponttol fogva méar nem valtoztatjak helyzetiiket: vagy egyszer és mindenkorra benn
vannak a bazisban, vagy kiviil. Legyen egy ezutani pillanatban B, egy olyan eléforduld
bézis, amelyben a;, benne van, de B,;i-ben nincs. Legyen B, (¢ > p) egy olyan késGb-
bi bazis, amelyben a; nincs benne, de B, i-ben benne van. Ekkor tudjuk, hogy y, a
B, 41 minden oszlopara merdleges, kivéve ay-t, amelyre y,a;, < 0. A mésodik valasztasi
szabalybol az is kovetkezik minden aj, el6tti a; oszlopra (azaz ¢ < h-re), hogy y,a; > 0.

Az els6 valasztési szabaly miatt z, minden h-ndl kisebb indexi komponense nem-
negativ. Igy tehdt az 1 < i < h indexekre (y,a;)7,(i) > 0 és (y,an)z,(h) > 0. A B,
méatrixnak egyetlen olyan a; oszlopa van, amelyre y, nem meréleges, de mivel éppen ez
az oszlop esik ki a B, bazisbol, az a; sziikségképpen megel6zi aj-t. Tehat y, merdleges
a B -nak aj utani oszlopaira, de mivel a h-nal nagyobb indext oszlopokon a B, és a
B, bazis megegyezik (itt hasznalva h maximalis valasztasat), y, mercéleges B, minden
h-nal nagyobb indext oszlopara. Igy felhasznéalva —t, kapjuk, hogy 0 > y,b =
ys(Azy) = (y,A)x, > 0, és ez az ellentmondas a tételt és egyuttal az algoritmus
végességét is bizonyitja. e

Az algoritmus altalanosabb alakban is hasznalhato. Példaul, ha a {Pzo + Az, =
b,z1 > 0} rendszer megoldhatosagat akarjuk eldonteni, akkor az eléz6 eljarast a ko-
vetkez6képpen kell modositani. A kezdeti By bazist ugy hatarozzuk meg, hogy a P
maximaélisan sok linearisan fiiggetlen oszlopat egészitjiik ki A oszlopaibol r(P, A) da-
rab linedrisan fliggetlen oszloppd. Az eljarast gy modositjuk, hogy csak az A-beli
bazis elemeket cserélhetjiik, a kezdeti By bazis P-bdl kivalasztott elemei végig fixen
maradnak. Rogton lathatod, hogy az igy modositott eljaras j bizonyitast ad a [3.5.7]
tételre. A még altalanosabb alakra is kiterjeszthetd az algoritmus, ha a tétel
bizonyitasaban leirt visszavezetést alkalmazzuk. Megallapithatjuk tehat, hogy a fenti
eljaras barmely alakban adott lineéris egyenlGtlenség-rendszer megoldasara alkalmas.

A név eredete

Miért hivjak a fenti algoritmust szimplex algoritmusnak? Az m-dimenziés térben, ha
vesziink gy m+1 pontot, hogy ezek egyike sincs benne a tobbi konvex burkaban, akkor
az m + 1 pont konvex burka definici6 szerint egy szimplexet alkot. Egy dimenziéban
ez egy szakasz, két dimenziéban haromszoég, harom dimenzioban tetraéder.

Tegyiik fel példaul, hogy a sikban adottak a py, ..., p, pontok, és el akarjuk donteni,
hogy ezek konvex burkidban benne van-e egy megadott ' pont. Egyszeriiség kedvéért
tegyiik fel, hogy nincs harom pont egy egyenesen. Készitstink el egy 2 x n-es A’ méatri-
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xot, melynek i-edik oszlopa a p; pont koordinatait tartalmazza. Legyen A az a matrix,
amely A’-bdl keletkezik egy csupa egyesbdl allo harmadik sor hozzavételével. A b'-t is
egészitsiik ki egy egyessel egy harom dimenzios b vektorra. Ekkor a feladat azzal ekvi-
valens, hogy az { Az = b,z > 0} rendszernek van-e megoldéasa. Egy bazis-megoldashoz
tartozo harom oszlopvektor harom olyan p; pontnak felel meg, amelyek egy U'-t tar-
talmaz6 haromszoget alkotnak. Egy dudlis bazis-megoldas egy olyan egyenesnek felel
meg (miért?), amely két p; ponton atmegy, és az altala meghatarozott egyik zart félsik
tartalmazza az Osszes p; pontot, de nem tartalmazza b'-t. Marmost a szimplex algo-
ritmus ezen a geometriai nyelven a kévetkez6képpen fut. Induljunk ki egy tetszéleges
Bi-gyel jellt haromszogbdl, melynek csticsai mondjuk pi, pa, ps. Allapitsuk, meg, hogy
b’ benne van-e Bi-ben. Ha benne van akkor készen vagyunk: & benne van a p; pontok
konvex burkdban. Ha b’ nincs benne a haromszogben, akkor a haromszognek az egyik
e; oldalegyenese, mondjuk pops, elvalasztja b'-t pi-t6l. (A haromszognek egy vagy két
ilyen elvalaszto oldalegyenese lehet, a o' elhelyezkedésétdl fiiggGen: az altalanos algo-
ritmus ezek egyikét valasztja, a Bland féle szabaly pontosan elGirja, hogy melyiket kell
valasztani.) Amennyiben az €’ egyenes altal hatarolt, a b'-t tartalmazé nyilt félsik-
ban nincsen p; pont, akkor készen vagyunk; megkaptuk az elvalaszté egyenest. Ha van,
mondjuk a py pont, akkor p;-t becseréljiik py-re és a keletkez6 {po, p3, ps} hadromszoggel
folytatva iteraljuk az eljarast.

A fenti algoritmus szemléletesen tehat azt jelenti, hogy a p; pontok altal alkotott
haromszogek segitségével mintegy letapogatjuk a sik egy darabjat, és ekézben vagy ré-
akadunk a 0’ pontra vagy megtalalunk egy elvilaszto egyenest. Magasabb dimenziéban
ez azt jelenti, hogy a p; pontjaibol készitett szimplexekkel tapogatjuk le a teret, hogy
megtalaljuk a ' pontot. Innen tehat az elnevezés.

Ciklizalas

A kovetkez6 példa mutatja, hogy ha a futas soran nem alkalmazzuk a Bland féle sza-
balyt, akkor az algoritmus ciklizalhat. Legyen b’ az origd és n = 6. Az origo kozépponti
egységkoron legyen pq, p3, ps egy egyenls oldald haromszog harom csiicsa. ¢ = 1,2, 3-ra
a po;_1 pontot az origoval 6sszekots szakasz felezé pontjat az origo koriil az 6ramutatod
jarasaval ellentétesen egy csoppnyit elforgatva kapjuk a po; pontot. Ha most B; jeldli a
Di» Pit1, Dive Pontok altal alkotott haromszoget (modulo 6 tekintve), akkor a szimplex
algoritmus egymas utan ezen haromszogeket véalaszthatja (ezt ellendrizziik le!), amig
vissza nem ér a kiinduléasi B;-be.

Feladatok

3.30. Hol tér el eldszor az elobbi peldaban a szimplex algoritmus, ha ugyanazzal a By
hdromszéggel kezdiink és alkalmazzuk a Bland féle legkisebb index szabdlyt?

3.31. Tegyiik fel, hogy csak a bdzisba bekerild vy oszlop kivdlasztdsandl alkalmazzuk a
legkisebb index szabdlyt, a bdzisbol kikerild oszlop meghatdrozdsdndl nem. Ciklizdlhat-e
lyenkor az algoritmus vagy mdr ilyenkor is bizonyithatoan mindig véges lesz?

3.32. Tekintsik a Farkas lemma kovetkezd alakjdt: Az yA < c rendszernek pontosan
akkor nincs megolddsa, ha létezik olyan x > 0, amelyre Ax = 0 és cx < 0. Tegyiik fel,
hogy A sorai linedrisan figgetlenek. Igazoljuk, hogy a kivetkezd algoritmus véges. (A
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bizonyitasban vagy a fenti bizonyitas lépéseit imitaljuk, vagy pedig azt mutassuk ki,
hogy az alabbi algoritmus nem maés, mint a fenti algoritmus adaptacioja):

Legyen B; az A egy m X m-es nemszingularis részmétrixa és legyen y; az yB; = cp,
egyértelmd megoldasa. Amennyiben y; A < ¢, akkor készen vagyunk, megtalaltuk a
kivant y-t. Ha y1A £ ¢, ugy legyen a; az A matrix legkisebb indext oszlopa, amelyre
ya; < c(j). Tekintsik a Bjx = —a; egyértelmd =} megoldéasat, és jelolje z; azt a
vektort, amely x)-bdl keletkezik az x1(j) helyen 1-gyel, a tébbin pedig 0-val kiegészitve.
Ekkor Azy = 0 és cxy = cp, ) +c(j) = (p1B1)zi+c(7) < (y1 Br)x)+1ha; = (y1A)z = 0.
Igy ha 2, > 0, akkor z; teljesiti a Farkas lemma masodik alternativajat. Amennyiben
x1 2 0, agy legyen i a legkisebb index, amelyre x(7) < 0, és cseréljitk ki a Bj-beli a;
oszlopot az a; oszlopra. A keletkez§ B, matrixszal folytatva iteraljuk az eljarast.

3.33. Terjessziik ki a fenti algoritmust a Farkas lemma kévetkezd vdltozatdra. Az
{yP = co,yA < c1} rendszernek pontosan akkor nincs megolddsa, ha létezik olyan
x = (xg,21), amelyre (P, A)x =0, 1 > 0 és cx < 0.

3.5.3. Linearis és logikai kovetkezmény

Azt mondjuk, hogy a cxr < v egyenlStlenség logikai k6vetkezménye a Qx < b egyen-
16tlenség rendszernek, ha az utébbinak van megoldasa és minden megoldasa kielégiti
a cx < v egyenlGtlenséget. Ez geometriailag azt jelenti, hogy az R := {z : Qz < b}
poliéder teljesen a zart {x : cx < v} féltérben fekszik. Azt mondjuk, hogy a cz < v
egyenlGtlenség linearis kévetkezménye Q)x < b-nek, ha létezik olyan y > 0, amelyre

yQ =césyb <~.

3.5.10. Tétel. Feltéve, hogy R nemiires, a cx < v egyenlitlenség akkor és csak akkor
linedris kovetkezménye a Qr < b egyenldtlenség-rendszernek, ha logikai kévetkezménye.

Biz. Tegyiik fel elGszor, hogy cx < v linearis kovetkezmény, azaz létezik olyan y > 0,
amelyre y@ = c és yb < . Ekkor Qz < b esetén cx = (yQ)b = y(Qb) < yb < ~, azaz
cx < v valoban logikai kévetkezmény.

A forditott iranyhoz tegyiik fel, hogy cx < v logikai kovetkezmény. Azt kell kimu-
tatnunk, hogy cx < v linearis kévetkezmény, vagyis, hogy létezik olyan y > 0, amelyre
yQ = c és yb < . Tegyiik fel, nem ez a helyzet, azaz nem létezik olyan y > 0, amelyre
yQ = ¢ és y(—b) > —~. Ekkor a Farkas lemma (balrél szorzos alakja) miatt van olyan
(z*, ) vektor, amelyre

a>0,Qx" —ab<0,cx* —ay > 0. (3.26)
Ha most a = 0, akkor ez a
Qr* <0, cz* >0 (3.27)

alakot 6lti. Ebbdl kévetkezik, hogy az R poliéder egy z elemére barmilyen pozitiv A
esetén z + Az benne van R-ben, ugyanakkor ¢(z + Ax) barmilyen nagy lehet, ha A ng,
vagyis cx < v nem volna logikai kovetkezmény. Vagyis a-nak pozitivnak kell lennie.
Feltehetd, hogy a = 1, mert a-val végigoszthatunk. Most azzal ekvivalens, hogy
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Qx* < b, cx* > v vagyis az x* létezése cafolja, hogy cx < v logikai kovetkezmény
volna. e

A Farkas lemma kiilonféle valtozatai kozotti atjarasoknal megismert eszkozokkel
levezethetjiik a |3.5.10] tétel kiterjesztését is. Tekintsiik a

PSC() + A$1 = bo, Ql‘o -+ Bl’l S bl, T Z 0 (328)
egyenlGtlenség-rendszert, melynek R megoldas-halmazarol tegyiik fel, hogy nemiires.

Legyen M = (g g) Legyen ¢ = (co, ;) adott vektor. Az (xqg,z1) vektort néha

roviden z-szel jeloljiik, és hasonloképp a (ZO) vektort b-vel. Azt mondjuk, hogy a
1

coro + 1z <y (3.29)

egyenlGtlenség logikai kévetkezménye a ((3.28) rendszernek, ha (3.28)) minden meg-

oldasa teljesiti (3.29)-t. A (3.29) egyenlétlenség linearis kovetkezménye (3.28)-nek,
ha létezik olyan y := (yo, 31), amelyre

y1 >0, yoP +11Q = co, yoA+wyB >ci, yb<. (3.30)

3.5.11. Tétel. Feltéve, hogy R nemiires, (3.29) akkor és csak akkor linedris kovetkez-
ménye (3.28)-nek, ha logikai.

Biz. Tegyiik fel el6szor, hogy cx < v linearis kovetkezmény, azaz létezik a szoban-

forgo y. Ekkor (3.28)) barmely = megoldasara cx = coxo + 121 < [(Yo,y1) (g)]xo +

(Yo, y1) (g)]ﬂfl = (yM)x = y(Mz) = yo[Pxo + Ax1] + y1[Qzo + Br1] < yobo + y1b1 =

yb < v, azaz cx < -y valoban logikai kovetkezmény.

A forditott iranyhoz tegyiik fel, hogy cx < 7 logikai kévetkezmény. Méar belattuk
azt a specidlis esetet nézziik, amikor A, B, P mindegyike iires, azaz R = {z : Qx < b}.
Tegyiik most fel, hogy A és B iires. Az R-t definial6é rendszer a

alakra egyszertisodik, és ilyenkor a cx < v egyenl6tlenség definicio szerint akkor linearis
kovetkezmeény, ha létezik olyan y := (yo, 1), amelyre

v =20, yoP +y1Q =c, yb <. (3.32)

(3.31) azzal ekvivalens, hogy Px < by, —Pz < —bg, Qx < b;. Ennek a rendszernek
logikai kévetkezménye a cx < v egyenlGtlenség, igy a tétel szerint létezik olyan
(Y0 Yo, y1) = 0 vektor, amelyre yo P + yg (—P) + 11Q = ¢ és yybo + y5(—bo) + y1b1 < v,
de ekkor yo := yi — yg valasztéissal teljesiil, azaz cx < ~ linearis kdvetkezmény
(3.31)-nek.

Az altalanos eset bizonyitasdhoz legyen B* = (_B]> , QF = (%2), ahol I egy

ng X ng-es egységmatrix, mig 0 egy ng X nj-es nulla-matrix. Legyen b} := bol , ahol

0 most egy ns dimenzios 0-vektor. A megel6z6 eset P és @ helyén rendre P*-gal és
Q*-gal illetve by helyén bj-gal éppen az altalanos alakkal ekvivalens. e
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3.5.4. Alkalmazasok

3.5.12. Tétel. Ha egy n-vdltozdos linedris eqyenldtlenség-rendszernek nincsen megol-
ddsa, akkor van egy legfeljebb n + 1 egyenldtlenségbdl dllo részrendszer gy, hogy mdr
annak sincsen megolddsa.

Biz. Amennyiben a QQx < b rendszernek nincsen megoldésa, ugy a Farkas lemma
szerint létezik olyan y > 0 vektor, amelyre y@Q = 0,yb0 = —1. E dudlis rendszer
tehat megoldhato, igy létezik y* béazis-megoldéas is, amibdl kovetkezik, hogy az y*-nak
legfeljebb n + 1 pozitiv komponense van. A Farkas lemma trivialis irdnya szerint az
ezen komponensekhez tartozo egyenlétlenség-rendszernek sincsen megoldasa. e

3.5.13. Tétel (Caratheodory). Ha a d-dimenzids tér eqy z pontja p > d + 1 darab
pont konvexr kombindcioja, akkor ezen pontok kézétt van legfeljebb d + 1, amelyeknek z
konvex kombindcidja.

Biz. Készitsiink el egy matrixot, amelynek p oszlopa van és az egyes oszlopok a p pont
helyvektorait tartalmazzak, majd egészitsiik ki a matrixot még egy csupa egyesbdl allo
sorral. A keletkezd (d+ 1) X p-es matrixot jelolje A. Az, hogy z elgéll a megadott pon-
tok konvex kombinaciojaként azt jelenti, hogy az Ax = (z,1)-nek létezik nem-negativ
megoldésa. De akkor létezik bazis-megoldasa is, ami azt jelenti, hogy az elGallitasban
legfeljebb annyi egyiitthatdo nemnulla, mint ahany sora van az A matrixnak, vagyis
d+1. e

3.5.14. Tétel. Ha R és R' két nemiires poliéder, melyek metszete tres, akkor van dket
szigorian elvdlaszté {x : cx = a} hipersik, azaz cv < a < cx’ fenndll az R minden x
és az R minden x' elemére.

Biz. Legyen R ={z: Qx <b} és R := {x: Q'x < V'}. Mivel a metszetiik iires, azaz
a {Qr < b,Q'r < b} rendszernek nincsen megoldasa, a Farkas lemma szerint, létezik
olyan (y,y’) > 0 vektor, amelyre y@Q + y'Q" = 0 és yb + y't/ < 0. Ekkor az yb és y't/
szamok egyike biztosan negativ, mondjuk yb. A ¢ := y@Q vektor nem lehet nulla, mert
akkor (a Farkas lemma trividlis irAnya miatt) R iires lenne. yb + ¢'b' < 0 miatt van
olyan a szam, amelyre yb < a < —y'b’. Ekkor x € R-re cx = (yQ)zx = y(Qz) < yb < «
és 2’ € Rl-re ca’ = (yQ)a' = —(yVQ" )2’ = =y (Q'2') > —y'b/ > . o

3.5.15. Tétel (Helly). Az n-dimenzids térben adottak a C4,...,Cy konver halmazok,
melyek metszete tires. Ekkor ezen halmazok kozott létezik mar legfeljebb n+ 1 olyan s,
amelyek metszete fires.

Biz. Feltehets, hogy £ > n + 1. Tegyiik fel indirekt, hogy barmely n + 1 halmaz
metszete nemiires. Kimutatjuk, hogy léteznek R; C C; poliéderek gy, hogy méar ezek
koziil is barmely n + 1-nek van kozos pontja. E célbol legyen S olyan véges halmaz,
hogy a Cj-k koziil barmely n + 1-nek van kozos pontja S-ben. Mindegyik Cj-re legyen
R; a C;-be es6 S-beli pontok konvex burka. Mivel C; konvex, igy R; C C;. A
tétel szerint R; poliéder.

Ha most vesziink n + 1 darab C; halmazt, akkor az ezek metszetében 1évs S-beli
pontok S definici6ja folytan benne vannak a megfelel§ n + 1 darab R; metszetében is.
Ebbdl adodik, hogy az R;-ket definialo egyenlStlenség-rendszerek egyesitésébsl barhogy
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véve n + 1 egyenlétlenséget, annak van megoldasa, és igy a[3.5.12| tétel szerint az egész
rendszernek is létezik megoldasa, vagyis az Osszes R; halmaznak van koz0s pontja, és
emiatt persze az 6sszes C; halmaznak is van, ellentmondasban a tétel feltevésével. o

3.5.16. Tétel (Kirchberger). Az n dimenzids térben adott k piros és { zold pont, ahol
k40> n+2. Amennyiben a piros pontokat nem lehet a z6ld pontoktol eqy hipersikkal
elvdlasztani, gy a pontok kézétt létezik legfeljebb n + 2 olyan, hogy mdr ezeket sem
lehetl hipersikkal elvdlasztans.

Biz. Jeldlje P és Z azokat a matrixokat, amelyek oszlopai a piros illetve a z6ld pontok
helyvektorai. Egészitsiik ki a [P, —Z] matrixot egy (1,1,...,1,0,...,0) sorvektorral,
amely k darab egyest tartalmaz, valamint egy (0,...,0,1,1,...,1) sorvektorral, amely
¢ egyest tartalmaz. A keletkez6 matrixot jelolje A. Legyen b az az (n + 2)-dimenzios
vektor, melynek utols6 két komponense 1, mig a tobbi 0. Az A-nak tehat n + 2 sora
van.

Allitjuk, hogy az {Az = b,z > 0} rendszernek van megoldasa. Ha ugyanis nincs,
akkor a Farkas lemma szerint létezik egy olyan (y,«, 3) vektor, amelyre yP + aej, >
0,—yZ+ ey > 0és a+ < 0, ahol e; a csupa 1-esbdl 4116 i-dimenzios vektort jeldli. Ez
viszont azt jelenti, hogy az {z : yr = —a} hipersik elvalasztja a piros és a zold pontokat,
ellentétben a feltevéssel. Az {Ax = b,x > 0} rendszer egy megoldasa a piros illetve és
a zold pontok egy-egy konvex kombinaciojat adja meg, amelyek egyenlGk egymassal.
Emiatt az ebben szerepld piros és zold pontok nem vélaszthatok el hipersikkal. Miutan
létezik bazis-megoldas és ebben legfeljebb n + 2 nemnulla komponens van, az ezeknek
megfelel6 pontok sem valaszthatok el hipersikkal. o

A geometriai alkalmazasok utan most kovetkezzék egy érdekes eredmény a valoszi-
niiségszamitas teriiletérdl.

3.5.17. Tétel. Ha az A nxn-es nemnegativ mdtric minden oszlopdban az elemek
dsszege 1, akkor az {Ax = x,e,x = 1,2 > 0} rendszernek létezik megolddsa, ahol
en=(1,...,1).

Biz. Legyen B = A — I, ahol I jeloli a diagonalis egységmatrixot. Azt kell kimutat-
nunk, hogy a {Bx = 0,e,x = 1,2 > 0} rendszernek létezik megoldasa. Ha nem létezne,
ugy a Farkas lemma alapjan volna olyan (y, «) vektor, amelyre yB+ae, > 0 és a < 0,
ami azzal ekvivalens, hogy 1étezik olyan y, amelyre yB>>0, azaz yA>y. Jeldlje y legna-
gyobb komponensének értékét p. A feltételek nyoman y < yA < (puen)A = (i, ..., 1),
ellentmondasban p valasztasaval. e

3.34. Feladat. A Farkas lemma felhaszndldsdval igazoljuk a kévetkezd eredményt.

3.5.18. Tétel. Legyen D = (V, A) irdnyitott grdf élhalmazdn adott a g : A — Ry
kapacitds fiigguény. Akkor és csak akkor létezik az s; pontbdl t;-be oy nagysdgi folyam
(1 = 1,...,k) dgy, hogy minden élre a rajta dtmend folyamértékek dsszege legfeljebb
az él kapacitdsa, ha az éleken értelmezett tetszdleges ¢ memnegativ koltségfiigguényre
S (i) < Y oecacle)gle), ahol L.(i) jelsli az s;-bdl t;-be vezetd utak minimdlis
c-kéltségét.
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4. fejezet
Linearis optimalizalas

4.1. IrAnymenti korlatossag

A Farkas lemma megadta egy linearis egyenl&tlenség-rendszer megoldhatatlansdganak,
masszoval egy R poliéder iirességének az okat. A kovetkezd feladatunk annak eldontése,
hogy valamely ¢ vektorra a cx linearis célfiiggvény korlatos-e (mondjuk) feliilrdl egy
nemiires R poliéderen.

Korabban mar igazoltuk, hogy mindig létezik erés bazis-megoldas és legfeljebb véges
sok van beldliik. Ki fogjuk mutatni, hogy minden olyan c¢ vektorra, amelyre cx az
R halmazon feliilr6l korlatos, a sup{cx : x* € R} érték egy erds bazis-megoldason
felvétetik, azaz a maximum létezik. Tl ezen, jellemezziik majd azon ¢ vektorokat,
melyekre cx feliilr6l korlatos R-en.

Az idealis az lenne, ha igazolni tudnank, hogy tetszéleges ¢ vektorra és z € R
megoldasra mindig létezik olyan z* bazis-megoldéas, amelyre cx* > cz, vagyis x* a
max cx célfiiggvény szempontjabdl legalabb olyan jo, mint z. Sajnos ez az allitds méar
egy dimenzioban sem igaz. Tekintsiik ugyanis az x > 0 egyenlGtlenséget (ahol x most
egyetlen valtozot jelol). Ennek egyetlen bazis-megoldésa van, az x = 0. Igy a ¢ = 1
(egydimenzios) vektor esetén az x = 1 ponthoz nincs néala jobb bézis-megoldas.

A bajt az okozza, hogy cx nem korlatos feliilr6l az R-en. Emiatt érdemes megvizs-
galni, hogy ez miként fordulhat elg. Konnyti megfigyelni, hogy a nem korlatossagnak
egyik (és amint kés6bb majd kideriil az egyetlen) lehetséges oka, ha létezik olyan ¢ vek-
tor, amelyre cq > 0,Qq < 0. A poliéder egy ilyen g vektor altal meghatarozott iranyat
c-ndvelének neveziink. Ekkor cx valéban nem korlatos feliilr6l R-en, hiszen barmely
pozitiv A szamra z + Aq is eleme R-nek, és cg > 0 miatt ¢(z+ Ag) barmilyen nagy lehet.
A kovetkezd lemma tartalma az, hogy ha a c-ndvel§ iranyok létezését kizarjuk, akkor
az elébbi példaval illusztralt baj méar nem fordulhat eld.

4.1.1. Lemma. Legyen z a Qx < b egyenldtlenség-rendszernek eqy megolddsa, és c
eqy n-dimenzids vektor. Ha nem létezik olyan q vektor, amelyre cq > 0,Qq < 0, akkor
Qr < b-nek létezik olyan x* bdzis-megolddsa, amelyre cx* > cz.

(Megjegyzés. A lemma megforditasa nem igaz, vagyis el6fordulhat, hogy mind ¢, mind
x* létezik. Ha példaul R = {(z1, 22) : —22 < 0,22 < 0} a sik vizszintes tengelye, ugy
minden megoldas egyuttal bazis-megoldas is, és ezért z* := 2 valasztassal cx* = cz
teljesiil. Ugyanakkor z := (0,0),q = (1,0),c = (1,0) esetén cqg = 1 és Qq = 0).
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Biz. A @QF sorai szama szerinti indukci6. Ha ez a szam nulla, 4gy z maga bazis-
megoldés, tehat jo lesz z*-nak. Tegyiik fel, hogy z nem bézis-megoldas. Ez azt jelenti,
hogy Q= -nek van olyan sora, amely linearisan fiiggetlen a Q7 soraitol, és emiatt a[2.2.9
tételbdl adodoan létezik olyan ¢, amelyre Q7 ¢ = 0, Q5 q # 0. Tekintsiik az x) := z+ ¢
vektort (A > 0).

1. eset c¢ = 0. Feltehetd, hogy Q5-nek van olyan ;q sora, amelyre ;qq > 0, mert
kiilonben ¢-t a negativjaval helyettesithetjiik. Kicsiny A-ra x) benne van R-ben, mig
nagy A-ra, ;q¢ > 0 miatt, nincsen. Igy van olyan X > 0 érték, amelyre zy € R és
xy tObb egyenlStlenséget teljesit egyenl@séggel, mint 2. [Nevezetesen N a maximalis
olyan A érték, amelyre Qsx, < b5 teljesiil, vagyis A’ = min((b.(¢) — ;92)/ iqq : q a
Qs olyan sora, amelyre ;qq > 0).] Miutén Q;A,—nek kevesebb sora van, mint Q5-nek,
az indukcios feltevést alkalmazhatjuk xy-re. Igy létezik egy olyan x* bazis-megoldas,
amelyre cx* > cxy = cz + ¢(Nq) = cz.

2. eset cq # 0. Feltehetd, hogy cq > 0, mert ha nem, ¢-t a negativjaval helyettesitjiik.
Amennyiben Q5q < 0, 4gy ¢ léte ellentmond a lemma feltevésének. Ha viszont van
olyan ;q sora QQ5-nak, amelyre ;qq > 0, akkor ugyantgy jarunk el, mint az elsé esetben:
indukci6 alapjan létezik olyan z* bazis-megoldas, amelyre cxz™ > cxy = cz + ¢(Nq) >
cz. (Az utolso egyenlGtlenség érdekében kellett ¢-t tgy valasztanunk, hogy cq pozitiv
legyen.) e

Hasznos tudatositani, hogy a bizonyités algoritmikus abban az értelemben, hogy
a szobanforgd z*-t a Gauss-eliminéacio segitségével polinom idében kiszamithatjuk. A
lemméat ¢ = 0-ra alkalmazva visszakapjuk a tételt bazis-megoldas létezésérsl. A
f6 eredményt elGszor specialis alakban fogalmazzuk meg.

4.1.2. Tétel (Az iranymenti korlatossag tétele, specialis alak). Tegyik fel, hogy az
R :={x: Qx < b} poliéder nemiires, és legyen ¢ egy n-dimenzids vektor. A kovetkezdk
ekvivalensek.

(0) A {cx} linedris figguény R-en felilrdl korldtos.

(1) Minden z € R elemre létezik Qr < b-nek olyan x* erds bazis-megolddsa, amelyre
cx* > cz.

(2) Nem létezik olyan q vektor, amelyre cq > 0 és Qq < 0.

(3) Létezik olyan y > 0 vektor, amelyre yQ = c.

Biz. Elgszor is figyeljiik meg, hogy a (2) és (3) feltételek ekvivalencidja nem més, mint
a balrol szorzéassal felirt Farkas lemma standard alakja.

Mivel a kovetkezmény alapjan csak véges sok erds bazis-megoldas van, (1)
implikalja (0)-t. (0)-bol rogton kovetkezik (2). Igazoljuk most a (2) — (1) iranyt.
A lemmébol tudjuk, hogy létezik olyan x* bazis-megoldas, amelyre cx* > cz.
Valasszuk z*-t olyannak, amelynek maximalisan sok 0 komponense van. Allitjuk, hogy
x* erés bazis-megoldas. Tegyiik fel indirekt, hogy ez nem igaz, vagyis az x* nemnulla
komponenseinek megfelel6 Q)-beli oszlopok linearisan sszefiiggéek. Ez azt jelenti, hogy
létezik egy olyan ¢ # 0 vektor, amelyre Q¢ = 0 (vagyis ¢ eltolasi vektor) és z*(i) =
0 esetén ¢(i) = 0. Feltehetjiik, hogy cq > 0, kiilénben ¢-t a minusz egyszeresével
helyettesitjiik. A (2)-bsl kovetkezik, hogy valojaban cg = 0. Most alkalmas A-ra
x) = x* + Ag-nak tobb nulla komponense lesz, mint z*-nak, tovabba x} is bazis-
megoldas, amely cx* = cx} miatt ellentmond z* valasztasanak. e
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4.1.3. Kovetkezmény. Ha az R = {x : Qx < b} poliéder nemiires, és {cx : x € R}
feliilrél korldtos, gy max{cr : x € R} létezik (azaz létezik olyan z € R, amelyre
cz =sup{cr : x € R}).

Biz. A[3.3.12)tétel szerint véges sok erds bazis-megoldéas van. A tételbsl adododan

a maximum ezek egyikén felvétetik.

Megjegyzés A tétel harom jellemzést is ad {cx : z € R} feliilr6l valo korla-
tossagara. Az els§ tartalma az, hogy a maximum felvétetik (véges sok erds bazis-
megoldas van). A mésodik kénnyen ellendrizhets okot mutat a nemkorlatossagra (Qq <
0 miatt zy = z+ A\¢ € R, igy ¢g > 0 miatt cz, barmilyen nagy lehet.) Végiil a
harmadik jellemzés konnyen ellendrizhetd okot mutat a korlatossagra (y > 0,yQ = ¢
esetén minden = € R-re cx = (yQ)r = y(Qzr) < yb, magyaran az yb érték egy konkrét
felsg korlat.)

4.1.4. Kovetkezmény. Ha egy egyenldtienség-rendszer megoldhatd, akkor van erds
bdzis-megolddsa 1s.

Biz. A tételben ¢ = O-ra (0) fennall, igy a tétel alapjan (1) is.

Az irodalomban gyakran Caratheodory tételnek hivjak a kovetkezménynek az
{Az = b,x > 0} alakra vonatkozé specialis esetét, ami szerint, ha van megoldas, akkor
van olyan is, amelynek a nem-nulla komponenseihez tartozé A-beli oszlopok linearisan
fiiggetlenek.

Alkalmazhatjuk a Farkas lemma balrol szorzéassal felirt altalanos alakjat ([3.5.8tétel)
a tétel kiterjesztésére arra az esetre, amikor az R poliéder a

Pon—l-Al'l :bo, Q$0+BZ‘1 Sbl, T 20 (41)
egyenlGtlenség-rendszer megoldas-halmazat jeloli.

4.1.5. Tétel (Az iranymenti korlatossag tétele). Tegyiik fel, hogy az R poliéder nem-
tres, és legyen ¢ = (co, c1) adott vektor. A kovetkezdk ekvivalensek.

(0) A {cx} linedris figguény R-en felilrdl korldtos.

(1) Minden z € R elemre létezik —nek olyan x* erds bazis-megolddsa, amelyre
cx* > cz.

(2) Nem létezik olyan q = (qo,q1) vektor, amelyre cq > 0, és ¢ > 0, Pqy + Aq1 =
0,Qqo + Bq: < 0.

(3) Létezik olyan y = (yo,y1) vektor, amelyre

YoP +11Q = co, yoA+yB=>c1, yr > 0.0 (4.2)

4.2. Optimalitas

Korabban megvizsgaltuk, hogy egy R poliéder mikor nemiires, majd azt, hogy egy cx
linearis célfiiggvény mikor korlatos feliilr6l R-en. Most ratériink a linearis programozas
f6 kérdésének targyalasara: amennyiben R nemiires és {cz : x € R} korlatos feliilrdl,
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hogyan jellemezhetjiik a cx-et maximalizal6 pontokat és a maximum értékét. Roviden,
maximalizaljuk cx-t az R poliéder felett:

max{cx : z € R}. (4.3)

A feladatot linearis programnak nevezziik. Természetesen a poliéder lehet
méas alakban is megadva, szorozhatunk balr6l, és maximalizadlas helyett szerepelhet
minimalizalas (lasd a és a alakokat). Miutan R nemiires és cx feliilrsl
korlatos R-en, a tétel alapjan jogos (4.3)-ben maximumrol beszélni.

Geometriailag egy linearis program azt jelenti, hogy a ¢ vektor iranyaban keressiik
az R legtavolabbi pontjat, vagyis azt a pontot, amelyben egy ¢ normélist hipersik, ha
kiviilr6l a poliéderhez toljuk, azt megérinti. Specialis eset, amikor a ¢ egy egységvektor
(példaul ¢ = (0,0,...,0,1), ekkor a linearis programozas feladata gy interpretalha-
t0, hogy egy poliédernek a legmagasabb pontjat kell megkeresni. Ez igen egyszertinek
latszik, rdadasul az altalanos c esete egyszert fogéassal ilyen alakra hozhato. Mégsem
ismert olyan hatékony (polinomialis futésidejii) eljaras, amely a Gauss-eliminaciohoz
hasonlé egyszerti 1épésekbdl all. (Az olyan ismert polinomialis algoritmusok, mint az
ellipszoid modszer vagy az tn. belsé pontos modszerek bonyolultabb apparatust igeé-
nyelnek.) Egy egyenl6tlenség-rendszer megoldasara szolgalé Fourier-Motzkin eljaras
ilyen egyszertd lépésekbdl all, és konnyen modosithato is egy linearis program megoldé-
sara, de nem hatékony. A szimplex algoritmus optimalizalos valtozataval a kdvetkezs
részben fogunk megismerkedni. Ez az FM eljarashoz hasonlit abban, hogy egyszert
lépésekbdl all és matematikai értelemben nem hatékony. A gyakorlatban ugyanakkor
igen jol hasznalhato.

4.2.1. Optimalitasi feltételek

Egy linearis programmal kapcsolatban fontos kérdés, hogy létezik-e olyan egyszerii-
en ellenérizhets eszkoz, amelynek segitségével a poliéder egy megadott x* elemének
optimalitasarél gyorsan meggy6zddhetiink. Amennyiben z* nem optimalis, egy olyan
eszkoz is kivanatos, amelynek segitségével az x*-nal a poliédernek egy jobb eleméhez
tudunk hozzajutni (z jobb: cx > cx*).

Legyen z* az R = {x : Qx < b} egy adott eleme. Azt mondjuk, hogy egy 7’
irany z*-nél lehetséges elmozdulas, ha van olyan (kicsiny) pozitiv A szam, amelyre
r* + A\’ € R. Ha raadasul cx’ > 0, akkor 7’-t névels iranynak hivjuk (c-re és z*-
re nézve). Egyszer megfigyelni, hogy 7’ pontosan akkor lehetséges elmozdulés, ha
Q2" <0.

4.2.1. Tétel. Tegyik fel, hogy az R := {x : Qx < b} poliéder nemiires és {cx : v € R}
feliilrdl korldtos. Az R eqy megadott x* elemére a kivetkezd dllitdsok ekvivalensek.

(1) cz* > cx minden x € R-re, azaz x* mazimalizdlja a cx figguényt az R-en (réviden,
x* optimalis).
(2) Nem létezik c-néveld irdny, azaz olyan ' vektor, amelyre Q7.a" <0 és cx’ > 0.

(3) A c vektor benne van x* aktiv sorainak kipjiban. Mds szoval, van olyan y* vektor,
amely kielégiti az
Yy >0,yQ=c (4.4)

www.tankonyvtar.hu (© Frank Andras és Kirdly Tamas, ELTE


http://www.tankonyvtar.hu

4. fejezet. Linedris optimalizalas 109

dudlis feltételt, és amelyre fenndll az
y (i) > 0= ;qz" =b(i) (4.5)
optimalitdsi kritérium. fenndlldsa esetén (4.5)) azzal ekvivalens, hogy
cx* = by*, (4.6)

tovdbbd azzal, hogy

y*(b—Qz") = 0. (4.7)

Biz. (1) = (2) Ha létezik a szobanforgo o/, akkor kicsiny pozitiv A-ra az =* + \a’
vektor R-ben van, ami cx’ > 0 miatt ellentmond cx* maximalitasanak.

(2) = (3) Ha nem létezik a szobanforgd ', akkor a Farkas lemma (balrol szorzos
alakja) miatt van olyan y' > 0, amelyre ¥'Q7. = ¢, igy ¥/-t nulla komponensekkel
kiegészitve egy (4.9))-t kielégité y*-t kapunk.

(3) = (1) Tetsz6leges x € R esetén

cr = (y'Q)r =y (Qz) < y'b, (4.8)

vagyis az y*b érték fels6 korlat {cx : x € R}-re. Ebbdl adodik, hogy egy z* € R

elem bizonyosan optimalis, ha (4.8)-t egyenlGséggel teljesiti. Masrészt (4.5)),(4.6), (4.7)
mindegyike azzal ekvivalens, hogy z* egyenldséggel teljesiti (4.8)). o

Megjegyzés A optimalitasi kritérium szavakban kifejezve azt mondja, hogy az
y* barmely komponense csak akkor lehet pozitiv, ha a neki megfelel§ primal egyenlét-
lenséget az x* egyenlGséggel teljesiti.

Az el6bbi bizonyitas 1épéseinek a méasolédsaval kiterjeszthetjiik a tételt az altalanos
alakra.

4.1. Gyakorlat. Igazoljuk, hogy egy dltalinos R = {(xg,x1) : 1 > 0, Pxo + Axy =
bo, Qzo + Bxy < by} alakban megadott poliéder x* = (zf, x7) elemére az x' = (xf, 7))
vektor &' irdnya pontosan akkor lehetséges elmozdulds, ha Px{+Ax| = 0 és Qu{+Bx} <
0, és x5(i) = 0 esetén 2 (i) > 0.

4.2.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy a
P$0 + Aﬂfl = bo, Ql’o + BZL’1 S bl, T 2 0 (49)

rendszerrel definidlt R poliéder nemiires és {cx = coxo+ c1xq : x € R} felilrdl korldtos.
Legyen x* = (x§,x7) az R egy eleme, és jeldlje (Q5., B5.) a (Q, B) mdtriz azon sorai
daltal alkotott részmdatrizot, amelyekre a hozzdjuk tartozo egyenldtlenségeket x* egqyenld-
séqgel teljesiti, mig by, jeldlje a by megfeld részét. A kivetkezd dllitdsok ekvivalensek.

(1) cx* > cx minden x € R, azaz x* mazimalizdlja a cx figguényt az R-en (roviden,
x* optimdlis).
(2) Nem létezik c-néveld irdny, azaz olyan x' = (xy, x)) vektor, amelyre cx’ > 0,

Pay+ Az = 0,Q.xy + Bhay; <0 (4.10)
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s
zi(i) = 0= (i) > 0. (4.11)

(3) Létezik olyan y* = (y5,y7) vektor, amely kielégiti az
y1 2 0,5 P +yiQ = co, YoA+yiB > (4.12)
dudlis feltételt, és amelyre fenndll az
21(7) > 0 = yoa; + yib; = () (4.13)

valamint az

optimalitasi kritérium. (4.12)) fenndlldsa esetén az optimalitdsi kritérium azzal ekviva-
lens, hogy
cx® = by, (4.15)

és azzal, hogy

ahol M = (g g)

Biz. (1) = (2) Ha létezik a szobanforgo 2, akkor kicsiny pozitiv A-ra a 2* + A\a’ vektor
R-ben van, ami cx’ > 0 miatt ellentmond z* maximalitasanak.

(2) = (3) Jelolje P" a (P, A) matrix azon részmatrixat, amely a P-bél és azon A-
beli a; oszlopokbol all, amelyekre x7(i) > 0, és legyen A" az A maradék része. (Tehét
(P',A") = (P,A)). Alljon Q' a Q7. matrixbol kiegészitve a By . azon oszlopaival,
amelyekre az x] megfelel komponensei pozitivak, és legyen B’ a B. maradék része.
(Tehat (@', B') = (@5, B)). Analég modon definialjuk (¢, ¢})-t.

Ha (2) szerint nem létezik a szobanforgé 2/, akkor a Farkas lemma tételben
megfogalmazott alakja szerint van olyan (yo,y1), amelyre y; > 0, yoP + 1105 =
s YoA+y1 B > ). Legyen yj := yo, és legyen y; az a vektor, amelyet y;-bdl kapunk
nulla komponensek hozzavételével (éspedig annyival, ahany sora Q5.-nek van). Az igy
kapott (yg,y;) vektor kielégiti a dudl feltételeket és az optimalitési kritériumot.

(3) = (1) Tetsz6leges x € R esetén

y*(b— Maz*) =0, (4.16)

e = o + s < [05.00) ( o+ [06.00) (g ) Jos = de = @1

vagyis az y*b érték felsé korlat {cx : © € R}-re. Ebbdl adodik, hogy az x* € R elem
bizonyosan optimalis, ha (4.17) és (4.18) mindegyike egyenldséggel teljesiil. Az elsG azt

. . A . .
jelenti, hogy 121 = (v, y7) B x%, ami pontosan akkor all fenn, ha z3(j) > 0 esetén

yoa; +yib; = c1(i), azaz (4.13)) teljesiil. Az z* akkor teljesiti (4.18)-t egyenlGséggel, ha
yi[Qzl + Bxi] = yiby, ami pontosan akkor all fenn, ha yi(:z) > 0 esetén ;qzf +; bat =

b1 (i), azaz (4.14)) teljesiil.
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Masrészt (4.15)), (4.16) mindegyike azzal ekvivalens, hogy z* mind (4.17)-t, mind
(4.18)-t egyenldséggel teljesiti. o

Megjegyzés Az optimalitasi kritérium szavakkal kifejezve azt jelenti, hogy egy elGjel-
kotott x5(7) primal valtozo vagy vy (i) dual valtozo csak akkor lehet pozitiv, ha a neki
megfelel6 duél vagy primal egyenlGtlenség egyenlGséggel teljesiil.

Megjegyezziik, még hogy a tétel bizonyitasara alternativ lehet&ség a [4.2.1
tételbdl a korabban mar megismert atalakitasokkal jutni az altalanos alakra.

4.2. Gyakorlat. Irjuk fel az optimalitdsi feltételeket a max{cx : Az = b,z > 0},
max{cz : Bx < b,z > 0} linedris programokra.

4.2.2. A dualitas tétel

A korlatossagi tételben lattuk, hogy ha cz feliilrgl korlatos az R = {z : Qz < b}
nemiires poliéderen, akkor tetszGleges olyan y vektorra, amelyre y > 0,yQ = c a by
érték fels korlat {cx : x € R} maximumara. A legjobb (ilyen tipusi) felsé korlatot ezen
by értékek minimuma jelenti. Erdekes, hogy a legkisebb felss korlat meghatarozasanak
feladata, vagyis a min{by : y > 0,yQ = c} probléméja is egy (balrol szorzéssal felirt)
linearis program, amit dualis programnak hivunk, megkiilonboztetends a max{cz :
Qr < b} primal programtol. A kérdésre, hogy az igy kapott legjobb korlat vajon
mindig elérheté-e, masszoval hogy a primél optimum és a dudl optimum érteke mindig
megegyezik-e, a dualitas tétel adja meg a valaszt.

4.2.3. Tétel (Dualitas tétel, specidlis alak). Tegyik fel, hogy az R = {z : Qz <
b} primdl poliéder nemiires. Tegyiik fel tovabbd, hogy {cx : © € R} felilrdl korldtos
(ami a tétel szerint azzal ekvivalens, hogy a dudlis R* = {y : y > 0,yQ = ¢}
poliéder nemiires). Ekkor a primdl optimalizdldsi feladatban a mazimum egyenld a dudl
feladatban szerepld minimummal, azaz max{cx : Qx < b} = min{by : y > 0,yQ = c}.

Biz. Haz € R és y € R*, akkor cx = (yQ)r = y(Qx) < yb, és igy max < min
kovetkezik. Az egyenlGség igazolasihoz egy olyan z* € R és y* € R* primal és duél
megoldéas-part kell talalnunk, amelyekre cx* = by*. A kovetkezmény szerint,
ha {cz : = € R} feliilr6l korlatos, akkor a maximum egy x* erds bazis-megoldason
felvétetik. A tétel szerint létezik olyan y* € R* vektor, amelyre y*(b — Qx*) = 0,
amibdl y*b = cx* kdvetkezik. o

A dualitas tételt is megfogalmazhatjuk az altalanos alakra. A priméal probléma a
kovetkezd:

maX{(Cgl'o + Cll'l) . P.I'o + A.I'l = bo, Ql’o + Bl’l < bl, T1 > 0} (419)

A primél problémahoz hozzarendelt duélis lineéaris program a kovetkezd:

min{ (boyo + b1v1) : Yo P + 1@ = co, YoA+y1B > 1, 11 > 0} (4.20)

A (4.20)-ban szerepl§ poliedert R*-gal jeloljiik és dualis poliédernek hivjuk. (Figye-
lem: R* az m := my + mo dimenziés térben van, mig R az n := n; + ny dimenziésban.
Az R* nem csak az R primal poliédertdl fiigg, hanem a c-t6l is, s6t az R megadasatol
is!)
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To x1 >0
s e
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max cr = min yb
4.1. abra. A dualitas tétel altalinos alakja

4.2.4. Tétel (Dualitas tétel, altalanos alak). Tegyik fel, hogy a rendszer dltal
definialt R primdl poliéder nemdiires. Tegyiik fel tovdbbd, hogy a cx = coxg + 171
célfiigguényre nézve {cx : x € R} felilrél korldtos (vagy ekvivalensen a dualis R*
poliéder nemiires). Ekkor a primdl optimalizdldsi feladatban a mazimum egyenld
a dudl feladatban szerepld minimummal.

A specialis alakhoz hasonloan, a tétel a tételbdl kozvetleniil adodik.

A megel6z6 szakaszban megmutattuk, hogy a dualitas tétel miképp vezethetd le a
Farkas lemmabol és abbol a tételbdl, hogy a maximum (erds bazis-megoldason) fel-
vétetik. A linearis és logikai kovetkezményre vonatkozo tétel bizonyitasa csak

a Farkas lemmara tamaszkodott. Most megmutatjuk, hogy a dualitas tétel kdvetkezd
szimmetrikus alakja konnyen levezethetd a [3.5.11| tételbdl is.

4.2.5. Tétel (Dualitas tétel, szimmetrikus alak). Tegyik fel, hogy mind az R = {x :
Bx < b,z > 0} primdl, mind az R* := {y : yB > ¢,y > 0} dudl poliéder nemiires.
Ekkor cx < by fenndll minden x € R,y € R* esetén, és van olyan x* € R,y* € R*,
melyekre eqyenldség érvényes, azaz max{cx : x € R} = min{by : y € R*}.

Biz. Az z és y nem-negativitdsa miatt x € R,y € R* esetén cx < (yB)x = y(Bz) <
yb, igy mindenesetre cz feliilr6l korlatos R-en, by pedig alulr6l R*-on. Legyen v, :=
sup{cz : * € R} és v, := inf{by : y € R*}. Ekkor tetszlleges © € R,y € R* esetén
cr < v, < ; < by. A tételhez azt kell belatnunk, hogy 1étezik x* € R, amelyre cx* = ~;
és letezik y* € R*, amelyre by* = v,. Szimmetria miatt elég y* létezését belatnunk,
x*-¢ analog modon kovetkezik.

Most tehat a cx < 5 egyenlGtlenség logikai kdvetkezménye a Bxr < b,z > 0
egyenlGtlenség-rendszernek, igy a tétel szerint létezik olyan y* > 0, amelyre
y*B > c és y*b < v, De itt nem szerepelhet szigort egyenlGtlenség, mert akkor
y*b < vs < ; ellentmondana +; definiciojanak. Tehat valoban y*b = ;. o

Megjegyzendd, hogy megforditva, a |3.5.11] tétel is kozvetleniil adodik a dualitas
tételbsl. Nézziik ehhez a technikailag legegyszertibb Qx < b esetet, és tegyiik fel, hogy
a cr < v logikai kévetkezmeény. Ez azt jelenti, hogy max{cx : Qzr < b} < ~, igy a
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dualitas tétel miatt v > max{czr : Qx < b} = min{yb : y > 0,yQ = c}. Vagyis létezik
olyan y > 0, amelyre y@Q = c és v > yb.

Feladatok

4.3. Irjuk fel @ min{a : Ax — ab = b, (x,a) > 0} linedris program dudlisdt, igazoljuk
mind a primdl, mind a dudl rendszer megoldhatosdgdt, és a dualitds tételbdl vezessik

le a Farkas lemmdt (3.4.5 tétel).

4.4. Tegyiik fel, hogy az {x : Ax = b,x > 0} poliéder nemires. Az A egy a; oszlopdt
érdektelennck mondjuk, ha a poliéder minden x elemére x(i) = 0. Igazoljuk, hogy a;
akkor és csak akkor érdektelen, ha van olyan y vektor, amelyre yb =0, yA > 0 és ya;
pozitiv.

4.5. Tekintsiik a min{cx : Az = b,x > 0} linedris programot. Legyen A’ az A érdekes
(azaz nem érdektelen) oszlopai dltal alkotott részmdtrix és jelolje ¢ a c megfeleld részét.

Igazoljuk, hogy cx akkor és csak akkor konstans R-en, ha lélezik olyan vy, amelyre
yA =¢.

4.6. Az R := {Ax = b,x > 0} poliéder valamely xo eleme akkor és csak akkor mi-
nimalizdlja cx-t R-en, ha létezik eqy olyan c-vel ekvivalens nemnegativ vektor, amely
merdleges xo-ra. A cq és ¢y vektor ekvivalens, ha c;z = cox minden = € R-re.

4.7. Tekintsik az R := {x : Az < b,z > 0} primdl és R* = {y : yA > ¢,y > 0}
dudl poliédereken definidlt max{cz : x € R} és min{by : y € R*} primdl-dudl linedris
program pdrt, €s teqyiik fel, hogy R és R* nem dres. Igazoljuk, hogy az A-nak van
olyan A" nemszinguldris négyzetes részmdtriza (mindegy milyen méreti), amelyre az
A'x' =1 egyértelmi x' megolddsdbol nulldk hozzdvételével keletkezd x1 eleme R-nek
(ahol b’ azon része b-nek, amely az A’ sorainak felel meg) tovdbbd azy' A’ = ¢ egyértelmd
Yy megolddsdabol nulldk hozzdvételével keletkezd vy, eleme R*-nak. Mutassuk meg, hogy
ekkor x1 primdl optimum, vy, dudl optimum.

4.2.3. Kovetkezmények

A jatékelméletben fontos alkalmazasra lel a kivetkezé tétel. Egy vektor tetején értsiik
a legnagyobb komponensének az értékét. A vektor alja legyen a legkisebb komponen-
sének az értéke.

4.2.6. Tétel (Neumann). Tetszdleges m X n-es (m,n > 1) A mdtrizra az A o0sz-
lopvektorai dltal feszitett politopban lévd elemek tetejének a minimuma eqyenld az A
sorvektorai dltal feszitett politopban lévd elemek aljanak maximumdval. Formdlisabban,
min{(max Az) : x > 0,e,x = 1} = max{(minyA) : y > 0,e,y = 1}, ahol ¢; az
1-dimenzios csupa eqyesbdl allo vektort jelents.

Biz. A primal feladat egy olyan minimalis w szam keresésével ekvivalens, amelyre
letezik © > 0 vektor gy, hogy e,z = 1 és Ax < (w,w,...,w) érvényes. Ez viszont
éppen a

min{w : —Az + (w,w,...,w) >0,z > 0,e,z = 1} (4.21)

lineéris programmal egyenértékii.
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A duélis feladat egy olyan maximalis z szam keresésével ekvivalens, amelyre létezik
y > 0 vektor augy, hogy e,y =1 és yA > (z,2,...,z) érvényes. Ez viszont éppen a

max{z:y(—A)+ (z,2,...,2) <0,y > 0,e,y =1} (4.22)

linearis programmal egyenértéki. Miutan a (4.22)) program dudlisa éppen a (4.21)) prog-
ram, igy a dualités tételbsl adodik, hogy a w minimalis értéke egyenlé a z maximalis
értékével. o

4.2.7. Tétel (Clark). Tekintsik a max{cx : x > 0, Bx < b} ésmin{by : y > 0,yB > ¢}
primdl-dudl program pdrt, és tegyiik fel, hogy mindegyik megoldhaté. Ekkor az R primdl
€s az R* dudl poliéderek kozil az eqyik nem korldtos.

Biz. Amennyiben a {Bx <0,z > 0,—1z < —1} rendszernek létezik egy 2’ megoldasa,
akkor barmely = € R vektorra x + Az’ minden pozitiv A\-ra R-ben van, és mivel 2’ # 0,
igy R nemkorlatos. Ha a kérdéses 2’ nem létezik, akkor a Farkas lemma szerint van
olyan y' > 0 vektor és a > 0 szam, melyekre /B — (a,...,a) > 0, és y'b — a < 0.
Ekkor a duél poliéder barmely y elemére y + Ay’ minden pozitiv A\-ra R*-ban van, és
mivel 3y’ # 0, igy R* nem korlatos. e

Oldalak

Foglaljuk 6ssze a poliéder oldalainak néhény tulajdonsagat. Egy R = {z : Qz < b}
(nemiires) poliéder F' oldalan az R-nek egy

F:={ze€R:cx=74} (4.23)

alak nemiires részhalmazat értettiik, ahol § := max{cx : * € R} valamely cx cél-
fiiggvényre, melyre a maximum létezik. Vagyis a poliéder oldala az optimum helyek
halmaza valamely cx linearis célfiiggvényre nézve, mésként szblva a poliédernek az a
része, amely egy hipersikkal érintkezik, amikor azt kiviilr6l a poliéderhez toljuk.

4.2.8. Tétel. Az R = {x: Qu < b} poliéder egy nemiires F' részhalmaza akkor és csak
akkor oldala R-nek, ha létezik a QQ bizonyos soraibdl dllé olyan Q' részmdtriz, amelyre
F={zxe€eR:Qz=107}, aholl a Q' sorainak megfeleld részvektora b-nek.

Biz. Tegyiik fel, hogy F oldal, melyet definial. Tekintsiik a min{yb : yQ =
¢,y > 0} dualis linearis programnak egy 3’ optimalis megoldasat. Legyen @ a @ azon
;q soraibol allo részmatrix, amelyekre a megfelel (i) komponens pozitiv. Tetsz6leges
xr € Rre cx = (YQ)r =y (Qz) < y'b. A dualitas tételbsl kovetkezik, hogy egy 2’ € R
vektor akkor és csak akkor primal optimum (azaz eleme F-nek), ha az ' minden pozitiv
komponensére a neki megfelel§ primal feltétel egyenléséggel teljesiil (azaz /(i) > 0-bol
iqr = b(i) kovetkezik.) Igy tehat F = {zx € R: Q'z =V'}.

Forditva, legyen @)’ a ) bizonyos sorai altal alkotott matrix, és 0’ a b megfelels része,
amelyekre {x € R : Q'z = I/} nemiires. Legyen € a csupa egyes vektor, amelynek
annyi komponense van, mint ahany sora @Q’-nek. Jeldlje ¢ a ()" sorainak Gsszegét (azaz
c = €Q), mig § a b komponenseinek Gsszegét (0 := €'b'). Most cx = (¢/Q )z =
e(Q'z) < €'t = 6. Ebbdl adodéan valamely x € R vektorra Q'z = b’ akkor és csak
akkor teljesiil, ha cx = §, amibdl a tétel kovetkezik. e
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4.2.4. Jatékelméleti alkalmazas

Sari és Oszi a kovetkezs jatékot jatsszdk. Egyszerre elrejtenek a keziikben egy vagy
két forintot és egyuttal tippelnek arra, hogy a masik egy vagy két forintot rejtett.
Amennyiben mindkettejiik tippje helyes, avagy mindkettejiik tippje téves, ugy a jaték
dontetlen. Ha viszont pontosan az egyikiik tippje helyes, gy a jol tippel6 elnyeri a
kettejiik altal elrejtett pénz Osszegét (ami tehat 2,3 vagy 4 forint). Ez a jaték egy
fordul6ja. Kérdés, hogy ha N fordulot jatszanak, milyen stratégiat érdemes kévetni.

Mindkét jatékos egy lehetséges fordulobeli jatékat egy szampérral lehet megadni,
amelynek els6 tagja azt jelenti, hogy hany forintot rejtett, a masodik tagja pedig azt,
hogy hény forintot tippelt. Vagyis egy forduléban mindkét jatékos el6tt négy lehetséges
valasztas van: [1,1], [1,2], [2,1], [2,2]. Nevezziik ezeket elemi vagy tiszta stratégi-
anak. A késGbbiekben ezen sorrend szerint fogunk rajuk hivatkozni (tehat pl. a 3-dik
elemi stratégia [2,1]).

Ha Sari példaul mindig az [1, 1] part valasztja, akkor konnyen rosszul jarhat, mert
ezt ellenfele hamar kifigyelheti, és akkor a [2,1] valasszal mindig nyer. Sari persze
ravaszabbul is eljarhat, példaul mindig ugyanigy rejt és tippel, mint ahogy Oszi tette
a megeléz6 forduléban, de ennek a stratégianak is az a hétuliitGje, hogy Oszi el6bb-
utobb rajohet az alkalmazott szabalyra és akkor méar konnyen nyer. Ez a veszély minden
determinisztikusan meghatarozott véalasztasi szabaly esetén fenndll. Ezt elkeriilendd
Sari minden forduloban a véletlentsl teszi fiigg6vé a valasztasat. Természetesen az a
kérdés, hogy milyen valoszintiséggel valasszon a négy lehetség koziil.

Tételezziik fel, hogy a lejatszott IV fordulo soran Oszi c;-szer jatszotta meg az i-edik
elemi stratégiat (i = 1,...,4), azaz Y _ ¢; = N. Tegyiik fel, hogy Sari a kovetkez§ stra-
tégiat alkalmazta: mindig az ellenkezGjét mondja annak, mint amit tippel és ezen beliil
1/2 valoszintséggel rejt 1 vagy 2 forintot. Masként szolva a (0,1/2,1/2,0) valoszind-
ségek szerint valaszt minden fordul6ban a négy elemi stratégiabol. Varhato értékben
mekkora nyereségre szamithat?

Oszi ci-szer jatszott [1,1]-t. Atlagosan ezen c; eset felében Sari [1,2]-t jatszik,
amikoris Sari 2 forintot veszit, a mésik ¢;/2 esetben Sari [2,1]-t jatszik, és ekkor 3
forintot nyer. Tehat Sari varhato nyeresége 3¢1/2 — 2¢1/2 = ¢, /2.

Co 4 c3 esetben Oszi mést tippel, mint rejt, ezek a fordulok tehat mind dontetlenek.

Veégiil Oszi ¢4 esetben jatszik [2, 2]-t. Ezeknek atlagosan a felében Sari [1, 2]-t jatszik
és nyer 3 forintot, mig a masik felében Sari [2, 1]-t jatszik és veszit 4 forintot. Ezen ¢4
esetben tehat Sari varhato Ossz-nyeresége 3c¢,/2 — 4cy /2 = —cy /2.

Megallapithatjuk tehat, hogy az N fordul6 sordn Sari varhatd Ossz-nyeresége
(¢cy — cq4)/2 forint, ami persze veszteség, ha ¢4 > ¢;. Vagyis a fent valasztott
y = (0,1/2,1/2,0) valoszintiségi valasztas mellett Sari akkor jar a legrosszabbul, ha
¢y = N és ¢; = co = c3 = 0. Ekkor Sari teljes vesztesége varhatolag N/2 forint, az-
az fordulonként atlagosan 1/2 Ft. Azaz Sari ezzel a stratégiaval azt tudja biztositani
maganak, hogy atlagos vesztesége Oszi barmilyen jatéka esetén se haladja meg az 1/2
forintos fordulonkénti atlagot.

Az y = (0,1/2,1/2,0) valoszintségek helyett természetesen véalaszthatunk mas el-
oszlast is. Nevezziink egy y vektort sztochasztikusnak, ha nem-negativ és 1 -y = 1.
Minden sztochasztikus vektor egy kevert stratégiat definial. Természetesen a fentiek
mintéjara tetszéleges kevert stratégiara rogzitett ¢ := (cq, ..., cq) gyakorisagok esetén
kiszamithatjuk Sari varhaté nyereségét. Konnyt ellendrizni, hogy ez éppen az (yA)c
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szam lesz, ahol A az tgynevezett kifizetési matrix (Sari szempontjabol). Azaz A egy
4 -4-s matrix, amelynek a;; eleme Sari nyereségét (masszoval Oszi veszteségét) jelzi, ha
Sari az i-edik, mig Oszi a j-edik elemi stratégiat jatssza.

Sari akkor fogja egy masik kevert stratégidjat jobbnak tekinteni, mint a
(0,1/2,1/2,0) kevert stratégia, ha a fordulonkénti atlagos nyeresége nagyobb, mint
az el6bb adodott —1/2 forint. Van-e ilyen jobb stratégia és hogyan lehet a legjobbat
megtalalni?

Altalanosabban fogalmazva legyen adva egy A n x m-es matrix. A sorjatékos Sari
és az oszlopjatékos Oszi azt jatsszak, hogy minden forduléban Sari kivalasztja A-nak
egy ¢ sorat, mig Oszi A-nak egy j oszlopat, és ennek megfelel6en Oszi fizet Sarinak a;;
forintot (ami persze azt jelenti, hogy ténylegesen Sari fizet, amennyiben a;; negativ.)
Az el6bbi jatékhoz példaul a kovetkezé matrix tartozik.

1,1] [1,2] [2,1] [2,2]

1,1/ 0 2 =3 0
1,2l =2 o 0o 3
21 3 0o 0 -4
22\ 0 -3 4 0

“ e,

Sari egy kevert stratégiajat egy y (m-dimenzids) sztochasztikus vektor definilja
éspedig ugy, hogy Séari minden forduléban y(i) valoszintiséggel valasztja az i-edik sort.

Tegyiik fel, hogy N fordulé soran Oszi cj-szer jatszotta meg a j-edik oszlopot
(>°¢; = N). Ekkor a j-edik oszlop gyakorisaga x; := ¢;/N. Nyilvin a gyakorisa-
gok x := (z1,...,x,) vektora sztochasztikus.

Mennyire jo Sarinak egy rogzitett y sztochasztikus vektor mint kevert stratégia?
Adott z gyakorisag esetén Sari Ossz-nyeresége varhato értékben (yA)c, vagyis for-
dulonkénti atlagos nyeresége (yA)zr. FEz azon z gyakorisdg mellett a legrosszabb
Sarinak, amelyre (yA)x legkisebb. Vagyis egy y kevert stratégia f(y) josagat az
f(y) := min{(yA)z : x sztochasztikus} érték méri. Sarinak tehat az az y a legjobb,
amelyre f(y) maximalis.

Rogzitett y esetén konnyt f(y)-t megéallapitani, hiszen ez a min{a,z : x > 0,1-2 =
1} linearis programnak az optimuma, ahol a, := yA. Mivel az optimum csticsokban
vétetik fel és az {x : x > 0,1 -2 = 1} poliéder csticsai épp a (0,...,0,1,0,...,0) alakd
egységvektorok (n darab), ezért f(y) nem mas, mint az yA vektor alja (azaz legkisebb
komponense).

Sari optimdlis kevert stratégidjanak megkeresése tehit egy olyan sztochasztikus
y vektor megkeresésével egyenértéki, amelyre az yA vektor alja a lehetd legnagyobb.
Analog adodik, hogy Oszi optimélis kevert stratégiaja egy olyan sztochasztikus x vektor
megkeresését igényli, amelyre az Az vektor teteje a lehets legkisebb.

A tétel alapjan a két érték egyenls, amibdl kapjuk a kétszemélyes zéroosszegi
jatékok alaptételét.

4.2.9. Tétel (Neumann). Tetszdleges A mdtriz dltal meghatdrozott mdtrizjaték esetén
a sorjatékos vdrhatd nyereségének (a legjobb kevert stratégiaval elérhetd) mazimuma
egyenld az oszlopjdtékos varhatd veszteségének (a legjobb kevert stratégiaval elérhetd)
manimumdoval.
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Visszatérve a kiindulasi matrixjatékhoz, kiszamithato (példaul a szimplex modszer
segitségével), hogy a legjobb kevert stratégia [0,3/5,2/5,0]. Ennek alkalmazasaval Sari
biztosithatja, hogy varhat6 értékben nem veszit. A jaték szimmetrikus, ezért ugyanez
a kevert stratégia Oszinak is optimalis. Ha Oszi barmely mas kevert statégia szerint
jatszik, azaz ha a megjatszott elemi stratégidinak gyakorisaga eltér a [0,3/5,2/5,0]
gyakorisagtol, agy Sari varhato értékben nyer.

Ha ténylegesen jatszani akarjuk a jatékot, meg kell dllapodni abban, hogy egy for-
dul6ban ki mondja ki elGszor a tippjét. Sari ,udvariasan” felajanlja, hogy mindig Oszi
mondja ki el6szor. Tehat mindketten rejtenek, majd Oszi kimondja a tippjét, utédna
Sari is kimondja a tippjét. Feltéve, hogy Sari gondolkodhat Oszi tippjének ismeretében
(de persze azon mar nem valtoztathat, amennyit rejtett), ki tudja-e aknézni Sari ezt a
latszolagos el6nyt? Ranézésre azt hihetnénk, hogy ez nem jelent valodi elényt, hiszen
az elrejtett forintok szama minden forduloban azel6tt keriill meghatirozasra mielGtt
akarmelyik tipp elhangzik. Mindenesetre a fenti &dltalanos modell segitségével a kérdést
precizen meg lehet vilaszolni. Az eredeti matrixot még kiegészitjiik négy sorral, mivel
Sarinak négy 1j tiszta stratégiaja addédott. Nevezetesen: A: Sari 1-t rejt és ugyanazt
tippeli, mint Oszi, B: Sari 1-t rejt és az ellenkezgjét tippeli, mint Oszi, C: 2-t rejt és
ugvanazt tippeli, mint Oszi, D: 2-t rejt és az ellenkezGjét tippeli, mint Oszi. A szimp-
lex modszer segitségével ki lehet szamitani, hogy Sari optimalis kevert stratégidjat a
kovetkez sztochasztikus vektor adja meg: [0,56/99,40/99,0,0,2/99,0,1/99]. Ennek
alkalmazasaval Sari (Oszi barmilyen jatéka esetén is) atlagosan 4/99 forint nyereségre
szamolhat fordulonként.
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5. fejezet

Linearis programozas és haldzati
optimalizalas

Mi allhat annak hatterében, hogy utakkal, folyamokkal, &ramokkal, paros grafok parosi-
tasaival kapcsolatban megannyi szép tételt tudtunk megfogalmazni és igazolni? Miként
lehet ilyen tételeket megsejteni? Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy a szoébanforgéd
halézati optimalizalasi feladatok egy olyan linearis programként irhatok fel, amely-
ben a feltételi matrix teljesen unimoduléris (TU). Kideriil, hogy a tételek mindegyike
tgy tekinthetd, mint egy linearis programozasi tétel (Farkas lemma, korlatossagi tétel,
optimalitasi feltétel, dualitas tétel) TU-matrixokra felirt alakjanak speciélis esete. TU-
matrixokra ugyanakkor alabb kimutatjuk, hogy a linearis programozas alaperedményei
erGsebb, “egészértéki" alakban is fennallnak. Ennek a felismerésnek nem csak az lesz a
haszna, hogy az els6 fejezetben mar igazolt tételekre Gjabb bizonyitast nyeriink, hanem
altala olyan hatékony eszkoz birtokaba jutunk, amely altaldnosabb ilyen irdnyu tételek
megsejtésére és bizonyitasara is alkalmas.

5.1. Teljesen unimodularis matrixok

Az alabbiakban egy maétrixot vagy egy vektort akkor neveziink egésznek vagy egész-
értékiinek, ha minden elemiik (komponensiik) egész szam. Gyakran eléfordul, hogy
egy linearis egyenl@tlenség-rendszernek egész megoldasara vagy egy linearis program-
nak egész optimalis megoldasara van sziikségiink. Bebizonyitottak, hogy mindkét fel-
adat NP-teljes, igy dltalanossagban olyan tipust kerek megoldast nem varhatunk, mint
amilyent a Farkas lemma vagy a dualitas tétel nyujt a valos (vagy racionalis) esetre.
Specidlis feltételi matrixok esetén azonban szavatolhatd egészértéki megoldas vagy op-
timum létezése. Ennek messzemend kovetkezményei lesznek grafokon megfogalmazott
optimalitési feladatok megértésében.

5.1.1. Definiciok és példak

Valamely ) matrixot akkor neveziink teljesen unimodularisnak (TU: totally uni-
modular), ha minden aldeterminéansa (0, £1) értéki. Specialisan, ilyen matrix minden
eleme 0, 4+1 vagy —1. Vilagos, hogy TU-matrix transzponaltja is az. Sorokat vagy osz-
lopokat —1-gyel szorozva vagy elhagyva ismét TU-métrixot kapunk. Tovabba, egység-
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vektorokat sorként vagy oszlopként egy TU-méatrixhoz illesztve TU-métrixot kapunk.
Igy, ha a Q TU-métrixot kiegészitjiik egy I egység-matrixszal, akkor a keletkezs (Q, I)
méatrix is TU-matrix. Ha @ TU-matrix, tgy (Q, —Q) is az. (De ha mondjuk egy csupa
1 oszloppal egészitjiik ki @Q-t, akkor nem feltétleniil kapunk TU-matrixot: legyen @) az
{1,2,3,4} pontokon az {12,13,14} élekbdl all6 graf 4 x 3-as incidencia méatrixa.)

Példaképp, legyen @ egy D = (V, A) iranyitott graf incidencia métrixa, azaz Q
sorai a V-nek, oszlopai A-nak felelnek meg, és az ¢, . elem akkor +1 illetve —1, ha az
e ¢l belép illetve kilép v-bdl (egyébként 0). Egy G = (V, E) graf (pont-¢l) incidencia
matrixaban a soroknak a csicsok, mig az oszlopoknak az élek felelnek meg. A méatrix
egy v csticshoz és e élhez tartoz6 eleme akkor 1, ha e egyik végpontja v, kiilonben 0.
Tehat az incidencia matrix minden oszlopaban két darab 1-es elem van.

5.1.1. Tétel. (a) Digrdf incidencia mdtriza teljesen unimoduldris. (b) Pdros grdf
incidencia mdtriza teljesen unimoduldris.

Biz. (a) Vegyiink egy Q' négyzetes részmatrixot, amelyrsl be akarjuk latni, hogy
determinénsa 0,+1. Amennyiben ennek van olyan oszlopa, amelyben legfeljebb csak
egy nem-nulla elem van, akkor ezen oszlop szerint kifejtve a determinanst, indukcioval
kész vagyunk. Igy feltehetjiik, hogy minden oszlopban pontosan két nem-nulla van
(merthogy tobb nem lehet). Ezek koziil az egyik +1, a masik —1, vagyis a sorokat
osszeadva 0-t kapunk, azaz ()’ sorai linearisan fiiggGek, igy a determinéns 0.

(b) Szorozzuk meg —1-gyel a matrix azon sorait, amelyek a paros graf egyik osz-
talydban 1évé pontoknak felelnek meg. Ekkor egy iranyitott graf incidencia matrixat
kapjuk, amir6l az el6bb lattuk, hogy TU. e

5.1. Feladat. Igazoljuk, hogy ha eqy pdros graf incidencia mdtrixdt kibdvitjik eqy csupa
egyesekbdl dllo sorral, akkor TU-mdtrizot kapunk, mig ha az oszlopathoz vesziink eqy
csupa egyes oszlopot, akkor az igy keletkezd mdtriz nem feltételenul TU.

5.2. Feladat. Igazoljuk, hogy eqy D digrdf incidencia mdtrizdnak oszlopai akkor és
csak akkor linedrisan fliggetlenek, ha D irdanyitott erdd.

Hipergrafon egy (V, F) part értiink, ahol V' adott alaphalmaz, F pedig V részhal-
mazainak egy rendszere, amelyben ugyanaz a részhalmaz tobb példanyban is szerepel-
het. Az F tagjai a hipergraf hiperélei. Egy H hipergrafot akkor nevezziink teljesen
unimodularisnak, ha H incidencia matrixa teljesen unimodularis. Ez egy olyan 0 — 1
értékid méatrix, amelyben a soroknak a V' elemei felelnek meg, az oszlopoknak az F
elemei, és a matrix egy eleme pontosan akkor egy, ha az oszlopanak megfelel6 hiperél
tartalmazza a métrix-elem soranak megfelel V-beli elemet. A grafok speciélis hiper-
grafok, ahol minden hiperél kételemt. FEzek koziil méar lattuk, hogy a paros grafok
teljesen unimodularisak. Mas grafok viszont sohasem azok, hiszen egy paratlan kor
incidencia matrixanak determinidnsa +2.

Mint lattuk, minden D digraf £1-es incidencia matrixa TU. Ezt altalanositja a ha-
l6zati matrix. Legyen D olyan irdnyitott graf, amely irdnyitatlan értelemben Gssze-
fiiggs és legyen F' egy feszit6 fa. A Hp matrix sorai az F' éleinek felelnek meg, mig az
oszlopai az F-en kiviili éleknek. Minden e = uv nem-fa élre a faban egy egyértelmd
(nem feltétlenill iranyitott) ut vezet v-bdl u-ba. Ennek egy f elemére a matrix ay,. ele-
mét definidljuk 1-nek, ha f irdnya megegyezik az utéval és —1-nek, ha azzal ellentétes.
A métrix minden mas eleme 0.
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5.1.2. Lemma. Hdlozati mdtriz részmdtriza is az. Hdlozatt mdtrix sordt vagy oszlopdt
—1-gyel szorozva hdldézati mdtrizot kapunk.

Biz. Egy oszlop eltorlése annak felel meg, hogy a megfelel§ nem-fa élt a digrafbol
kihagyjuk. Egy sor torlése annak felel meg, hogy a megfelels fa-élt a digrafban Gssze-
huzzuk. Egy sor vagy oszlop —1-gyel valé szorzasa annak felel meg, hogy a megfelels
élt (akar fa-él, akar nem-fa él) atiranyitjuk. e

5.1.3. Tétel. A Hp hdlozati mdtriz teljesen unimoduldris.

Biz. A lemma alapjan elég belatni, hogy egy négyzetes haldzati matrix determinansa
0,1 vagy —1. Tekintsiik a fanak egy v végpontjat. Ha az F fa v-vel szomszédos
éléhez tartozé sorban 1évé nem-nulla elemek a szama legfeljebb 1, akkor a determinans
kifejtési szabaly alapjan indukciéval készen vagyunk. Tegyiik fel, hogy o > 1, vagyis
v szomszédos legalabb két nem-fa éllel. Atiranyitas miatt feltehets, hogy ezek koziil
pontosan egy van v felé irdnyitva. Legyen ez sv és legyen vt egy masik nem-fa ¢l. Ha
az sv-nek megfelel6 oszlopot, hozzaadjuk a vt-nek megfelel6 oszlophoz, akkor egyrészt
persze a determinans értéke nem valtozik, méasrészt ismét halozati matrixot kapunk,
éspedig azé a grafét, amelyben a vt él helyett az st él szerepel.

Ilyen atalakitasokkal egy olyan grafot kaphatunk, amelyben az F' feszité fa valto-
zatlan, egyetlen nem-fa él (nevezetesen sv) szomszédos v-vel, vagyis a hozzatartozo
halozati matrix v-nek megfelel§ soraban egy nem-nulla elem van. Ilyen hélézati mat-
rixr6l pedig mar lattuk, hogy a determinansa 0, £1, ugyanakkor a fenti operaciok nem
valtoztattak a determinéns abszolat értékét. e

5.1.4. Kovetkezmény. Eqy olyan hipergrdf, amely eqy irdnyitott fa élhalmazdn van
definidlva és a hiperélek irdnyitott utak, teljesen unimoduldris. e

Egy hipergrafot laminarisnak mondunk, ha barmely két hiperéle vagy diszjunkt
vagy az egyik tartalmazza a masikat. Példaul, ha F' = (V| E) egy s gyoOkeri feny6 és
minden e = uv éléhez tekintjiik a v-bél a fenyGben elérhet6 pontok halmazét, akkor
ezen halmazok laminéris rendszert alkotnak. Val6jaban ezen allitds megforditasat sem
nehéz bebizonyitani, amely szerint minden laminaris halmazrendszer 1ényegében ilyen
alakban all el6.

Legyen F; és F, két laminaris hipergraf az S alaphalmazon. Jel6lje A; (i = 1,2) az
F; incidencia méatrixanak transzponaltjat. Ebben az oszlopok az S elemeinek felelnek

meg, mig a sorok F; elemeinek. Legyen M := (ﬁl)
2

5.1.5. Tétel. M teljesen unimoduldris.

Biz. Vegyiik M-nek egy négyzetes részmatrixat. Az ebben 1év6 egyesek szdma szerinti
indukciéval ennek determinénsarol kimutatjuk, hogy 0 vagy £1. Mivel A; barmely rész-
méatrixa is egy laminaris rendszer incidencia méatrixa (miért?!), igy feltehetjiik, hogy a
vizsgalt részmatrix maga M. Ha M-ben minden elem nulla, akkor persze a determinans
is nulla. Ha M-nek van olyan sora vagy oszlopa, amelyben legfeljebb egy nem-nulla
elem van, akkor indukcioval (és kifejtési szaballyal) készen vagyunk.

Ha F; is és JF5 is particio, akkor mind A;, mind A, sorainak Osszege a csupa 1
vektor, tehat A sorai linearisan fiiggGek, igy det(M) = 0. Tegyiik fel, hogy mondjuk

www.tankonyvtar.hu (© Frank Andras és Kirdly Tamas, ELTE


http://www.tankonyvtar.hu

5. fejezet. Linedris programozas és halézati optimalizlas 121

F1 nem particié. Ekkor van egy olyan minimdlis Z tagja, amely része JF; egy masik
tagjanak. Ha most Fj-nek valamennyi Z-tartalmazé tagjabol kivonjuk Z-t, ami azzal
ekvivalens (a laminaritds miatt), hogy a megfelel§ sorokbol kivonjuk Z sorat, akkor
a determinans értéke nem valtozik. Viszont a keletkez6 métrixban kevesebb egyes
szerepel, igy indukcidval készen vagyunk. e

5.3. Feladat. Igazoljuk, hogy az[5.1.5 tételben szereplé M mdtriz hdldzati mdtriz!

5.4. Feladat. Igazoljuk, hogy az alabbt mdtrix teljesen unimoduldris, de sem &, sem a
transzpondltja nem hdlozati mdtriz:

1 111

—_ = = e
— =0 O

10
11
01
0 0

— o O =

5.1.2. Farkas lemma, dualitas tétel, optimalitasi feltételek TU-
matrixokra

Az ergs bazis-megoldas fogalma mar eddig is hasznos volt (mert csak véges sok volt
beldliik, és mert minden, a poliéderen feliilr§l korlatos cx célfiiggvény esetén max cx
erds bazis-megoldason felvétetett.) E fogalom most @jabb fontos szerephez jut.

5.1.6. Lemma. Tetszdleges M TU-madtrizszal megadolt eqyenlitienség-rendszer ese-
tén, ha a b jobboldali korldatozo vektor egész, akkor minden erds bdzis-megoldds egész.

Biz. Legyen M = (P

és tekintsiik a
o)

Px = b07QI S b1 (51)

rendszert. A tétel szerint minden erds bazis-megoldés elgall valamely M'x’ =t/
egyenletrendszer egyértelmi megoldasianak nulla komponensekkel valé kiegészitéseként,
ahol M" az M egy [(r(M) x (r(M)]-es nem-szingularis részméatrixa és o' jeldli a b azon
részét, amely az M’ sorainak felel meg. Méarmost, ha M TU-matrix, akkor a nem-
szingularis M’ determinansa +1 vagy —1. A Cramer szabaly szerint, miutan 0’ egész,
az egyértelmi 2’ megoldas is az.

5.1.7. Lemma. Legyen c tetszdleges (nem feltétleniil egészértékid) vektor. Bdrmely M
TU-mdtrizszal megadott K metszet-kipnak, ha van olyan ©' eleme, amelyre cx’ > 0,
akkor K-nak van ilyen (0, £1)-értékd eleme is.

Biz. Legyen M = (g) és tegyiik fel, hogy a K kip a Pr = 0,Qz < 0 rendszer

megoldas-halmaza. Mivel 2’ pozitiv szimszorosa is K-ban van, feltehetd, hogy =’ maga
olyan, hogy minden komponense a [—1, +1] zart intervallumba esik. Vagyis a

(=1,...,-)<a<(l,...,1), Pz =0,Qz <0 (5.2)
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rendszer altal meghatarozott korlatos poliédernek z’ olyan eleme, amelyre cx’ > 0.
Ekkor a tétel szerint van olyan z* erés bazis-megoldasa (5.2|) rendszernek, amelyre
cr* > cx'. Az lemma miatt x* egészértékii, azaz minden komponense 0,+1.

A Farkas lemma szerint az (5.1) és az alabbi (5.3) rendszerek koziil pontosan az
egyik oldhat6 meg. Az alabbi tétel a Farkas lemma TU-maétrixokra vonatkozé élesitését
szolgéltatja.

5.1.8. Tétel. Tegyiik fel, hogy az M = (g) matriz teljesen unimoduldris. Ha az (5.1

primdl probléma oldhatd meg és a korldtozd b vektor egész, akkor (5.1)-nek van egész
megolddsa is. Ha az
y1 > 0,yM =0,yb <0 (5-3)

dudlis probléma oldhatd meg, ahol y = (yo,y1), akkor van (0, £1)-értékd y megoldds is
(fiiggetlentil b egészértékiisegétol).

Biz. A tétel els6 fele kovetkezik az lemmabol, és abbol a korabbi eredménybdl,
hogy ha létezik megoldas, akkor 1étezik erés bazis-megoldas is. A tétel masodik fele
pedig az lemma kozvetlen folyoménya. e

Egy poliédert akkor neveziink egésznek, ha minden oldala tartalmaz egész pontot.
Ez nyilvan azzal ekvivalens, hogy minden (tartalmazéasra nézve) minimélis oldal tar-
talmaz egész pontot, tovabba azzal (az oldal definicidja folytan), hogy minden linearis
célfiiggvény optimuma egész vektoron is felvétetik. Csiicsos poliéder esetén a poliéder

akkor egész, ha minden csiicsa egész. Az alabbi tételek mindegyikében az M = (g)

matrix teljesen unimoduléris és b egész vektor.

5.1.9. Tétel. Ha a max{cx : Px = by, Qx < by} linedris programozdsi problémdnak
létezik megolddsa, akkor az optimum egész vektoron is felvétetik (fuggetlenil attol, hogy
¢ egészértékd vagy sem). Ekvivalens alakban: minden TU-mdtriz és egész korldtozo
vektor dltal megadott poliéder egész.

Biz. Miutan az optimum erds bazis-megoldason is felvétetik, az lemm&bol a tétel
kévetkezik. o

Az alabbi tételek ugyanigy kovetkeznek a és tételekbdl az és5.1.7]
lemmak segitségével.

5.1.10. Tétel. Tegyiik fel, hogy R = {x : Px = by, Qx < b1} nemires. A kivetkezdk
ekvivalensek.

(1) {cx : x € R} felilrdl korldtos.

(2) Nem létezik olyan (0, £1)-értékd x' vektor, amelyre Pz’ = 0,Qx" <0, és cx’ > 0.
(3) Létezik olyan y = (yo,y1) vektor, amelyre y; > 0 és yM = ¢, és amely egész,
amennyiben c egész.

5.1.11. Tétel. Legyen x* az R := {x : Px = by, Qz < by)} poliéder egy eleme. Jelilje
Qo a Q akliv részmdlrizdt. A kévetkezdk ekvivalensek.

(1) «* mazimalizdlja cx-t R folott.

(2) Nem létezik olyan (0,+1)-értékd ' vektor, amelyre Px' =0, Q2" <0, és cx’ > 0.
(3) Létezik olyan y = (yo,y1) vektor, amelyre y; > 0, yM = ¢, y(b— Ma*) =0, ésy
egész, amennyiben c egész. o
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5.1.3. Kerekités és egyenletes szinezés
Kerekités

Akkor mondjuk, hogy egy z egész szam az x szam kerekitése, ha |r — z| < 1. (Tehat
az 1,01-nak az 1 és a 2 is kerekitése.) Ez specilisan azt jelenti, hogy ha x egész, akkor
x = z. A z vektor az x vektor kerekitése, ha minden komponense kerekités. Egy x
nem-egész szam |z | alsd egész részén a legnagyobb z-nél kisebb egész szamot értjiik,
mig [z] fels6 egész részen a legkisebb z-nél nagyob szamot. Egész z-re |x| := [z] := x.
Amennyiben z egy vektort jelol, gy |z] azt a vektort jeloli, amelyet z-bdl nyeriink
a komponenseinek also egész részét véve. Az x vektor [z] felsG egész részét analog
modon definialjuk.

5.1.12. Lemma. Legyen A teljesen unimoduldris mdtriz és xo eqy vektor. Ekkor létezik
egy olyan q egészértéki vektor, amelyre |xo] < q < [xg] €s |Axy| < Aq < [Azg]. Mds
szoval az xo-nak van olyan q kerekitése, hogy az A minden a sordra aq kerekitése axg-
nak.

Biz. A feltevés szerint az |2] < z < [xg] és |Azg] < Az < [Axg] rendszernek van
megoldésa, igy az tétel szerint van egész megoldasa is. e

Erdemes megfogalmazni az alabbi kovetkezményt: Ha (S, F) teljesen unimoduléris
hipergraf, igy barmely zy : S — R fiiggvénynek létezik olyan q kerekitése, hogy minden
A € F hiperélre a > [q(v) : v € A] szam kerekitése Y [xo(v) : v € A]-nak.

5.1.13. Tétel. Tetszéleges m xn-es B matrixnak van olyan kerekitése, hogy a kovetkezd
mennyiségek mind eqynél kevesebbel vdltoznak: minden sordsszeq, minden oszlopdsszeg,
az elsd j sor elemeinek dsszege (j = 1,2,...,m), az elsd i oszlop elemeinek dsszege
(i=1,2,...,n).

Biz. Legyen S a B méatrix mezdinek halmaza. B minden sorahoz legyen a sorban 1é6vG
mez6k halmaza tagja Fi-nek valamint minden i-re (2 < i < m) az els§ i sor mezdinek
halmaza legyen tagja Fi-nek (Gsszesen tehat 2m — 1 tagja van Fj-ben). F, analdg
modon van definidlva az oszlopok segitségével. Ekkor F; laminaris, igy az tétel
és az lemma alapjan készen vagyunk. e

5.1.14. Tétel. Egy x4, ...x, sorozat elemeinek létezik olyan z1, . .., z, kerekitése, hogy
minden 1 <1i < j <n indexre a z;+- - - +2; 0sszeq kerekitése az x;+- - - +x; dsszegnek.

Biz. A {v,...,v,} alaphalmazon tekintsiikk azt a hipergrafot, melynek élei a
{vi,...,v;} tipus halmazok minden 1 < ¢ < j < n index parra. Amint mar lat-
tuk, ez a hipergraf teljesen unimodularis, igy az [5.1.12] lemma alkalmazhato. e

Egyenletes szinezések

A teljesen unimoduléris matrixok egy masik érdekes alkalmazasa hipergrafok egyenletes
szinezésével foglalkozik.

5.1.15. Tétel. Legyen A TU-mdtriz, b egész vektor, k pozitiv egész. Legyen z olyan
egész vektor, amelyre Az < kb. Ekkor z elddll olyan z1, zo, . . ., 21 egész vektorok dssze-
geként, melyekre Az; < b.
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Biz. k szerinti indukci6 alapjan elég egy olyan egész z, egész vektort talalni, amelyre
Az <bés A(z — z1) < (k — 1)b. Ugyanis ilyen z; létezése esetén 2’ := z — z; olyan,
amelyre Az < (k — 1)b és az indukcids feltevés alkalmazhato (k — 1)-re.

A fenti z; létezéséhez csak azt kell 1atni, hogy az Az— (k—1)b < Ax < b poliédernek
van egész pontja. A poliéder mindenesetre nemiires, hiszen z/k benne van. Tovabba a
feltételek egy TU-matrixszal adhatok meg, igy 1étezik a kivant egész pont is. e

A fenti tétel kiterjeszthet§ arra az esetre, amikor z nemnegativitasat is megkove-
teljiik, és az Ax-re nemcsak fels6 korlat van, hanem also6 is. Valoéban, ha A TU-matrix,
akkor az (A, —A, I') matrix is teljesen unimodularis. Kapjuk a kévetkezét.

5.1.16. K6vetkezmény. Ha z > 0 olyan egész vektor, amelyre kby < Az < kbs, akkor
z felbomlik olyan zq, 2o, . . ., 21 egész vektorok dsszegére, melyekre z; > 0, és by < Az; <
bg. L]

Ezt felhasznalhatjuk TU-méatrixok oszlopainak egyenletes k-szinezésére. Az A osz-
lopainak egy particiojat (,szinezését") Ay, Ag, ..., Ap részre akkor nevezziikk egyen-
letesnek, ha A minden a sorara érvényes, hogy a sornak az egyes A; részekbe esé

elemeinek Gsszege minden A;-re lényegében ugyanaz, tehat |e,a/k| vagy [e,a/k].
5.1.17. Tétel. Az A TU-mdtriz oszlopainak létezik eqyenletes k-szinezése.

Biz. Legyen d az A oszlopainak az Osszege. Legyen by := |d/k|, by := [d/k]. Ekkor
a z := 1 benne van a {kb; < Az < kby,z > 0} poliéderben. Az el6bbi kovetkezmény
szerint z felbomlik 2y, 29, ..., 2, egész vektorok OGsszegére, melyekre z; > 0, és by <
Az; < by. Vilagos, hogy a z;-k 0—1 vektorok. Legyen A; az oszlopoknak azon halmaza,
melyeknek megfelel§ komponense z;-nek 1. Fzek éppen a kivant egyenletes szinezést
adjak. e

Egy alkalmazas

5.1.18. Kovetkezmény. Adott eqy F irdnyitott fa (specidlis esetben iranyitott tt)
és F' irdnyitott részitjainak eqy P := {P,..., P;} rendszere, ahol minden utat F-élek
egy részhalmazdnak tekintink. P tagjai megszinezhetdk k szinnel (minden k pozitiv
egészre) gy, hogy F minden e élére az e-t tartalmazo egyszind utak szdma minden
szinre lényegében ugyanannyi, ahol a lényegében ugyanannyi” azt jelenti, hogy bdrmely
két szinosztilyra az eltérés legfeljebb eqy lehet. o

Ha a halozati matrix transzponaltjara alkalmazzuk az egyenletes szinezési tételt,
akkor a kovetkez6t kapjuk.

5.1.19. Ko6vetkezmény. Adott eqy F irdnyitott fa és F irdnyitott részitjainak eqy
P = {P,..., B} rendszere, ahol minden utat F-élek eqy részhalmazdnak tekintink.
Az F élei megszinezheldk k szinnel (minden k pozitiv egészre) gy, hogy P minden
tagjaban a szinek lényegében egyenletes szamban fordulnak eld. o

5.5. Feladat. Egyszerd moho algoritmus megaddsdval kozvetlendl bizonyitsuk be az

b.1.19| kovetkezményt.

Az [5.1.17 tétel paros grafokra vonatkozo kivetkezményeit az tételben targyal-
juk.

www.tankonyvtar.hu (© Frank Andras és Kirdly Tamas, ELTE


http://www.tankonyvtar.hu

5. fejezet. Linedris programozas és halézati optimalizlas 125

5.2. A linearis programozas alkalmazasai a halozati op-
timalizalasban

Ebben a részben attekintjiik az elsé fejezetben megismert eredményeket a lineéris prog-
ramozas szemszogébdl. A csupa egyesbdl all6 j-dimenzios vektort e; jeloli, mig a j- j-es
identitas métrixot [;.

5.2.1. Paros grafok: optimalis részgrafok
Optimalis parositasok
El6szor levezetjiik Kénig az esls fejezetben mar megismert tételét:

5.2.1. Tétel (Kénig). A G = (S, T; E) pdros grifban a figgetlen élek maximdlis v
szdma eqyenld az éleket lefogd pontok minimdlis T szdmdval.

Biz. A graf pontjainak szamaéat jelolje p az élek szamat gq. A paros graf incidencia
matrixat jelolje A, amelyben a soroknak a graf pontjai, az oszlopoknak a graf élei
felelnek meg. FEkkor tehat A egy p x ¢ méretdi 0 — 1-matrix. Tekintsiik a kévetkezd
primal-duél linearis program part:

max{e,r : Ar < e,,x > 0}, (5.4)

min{e,y : yA > e4,y > 0}. (5.5)
Az tétel szerint mindkét programnak az optimuma egész vektoron felvétetik.
Jeloljiik ezeket rendre z(-lal és yp-lal. minden egészértékd megoldésa 0—1 értékd,
és rogton latszik, hogy minden optimalis egészértékd megoldasa is 0 — 1 értékii.
Legyen M azon élek halmaza, melyeken zy az 1 értéket veszi fel, és legyen L azon
pontok halmaza, amelyeken yo, l-et vesz fel. Az Ax < e, feltétel azt jelenti, hogy
M parositas a grafban, mig az yA > e, feltétel azt jelenti, hogy L az éleket lefogod
pontrendszer. A priméal és duél optimum értékek egyenlGsége pedig azt jelenti, hogy
|M| = |L|, ami a célunk volt. e

E bizonyitéas kapcsan azt mondhatjuk, hogy a Koénig tétel nem mas, mint a dualitas
tétel TU-métrixokra vonatkozo egészértéki alakja abban a specialis esetben, amikor a
feltételi matrix a paros graf incidencia matrixa, mig a korlatozo vektor és a célfiiggvény
a (megfelel§ dimenzios) azonosan 1 vektor. Természetesen a primél programban az
azonosan 1 célfiiggvény helyett valaszthatunk tetsz6leges c célfiiggvényt. Ekkor a fenti
megkozelités az tételt adja meg:

5.2.2. Tétel. Pdros grafban egy pdrositdis mazimdlis kéltsége egyenld min{}_ ., 7(v) :
7 > 0,7(u) + 7(v) > c(uv) minden uv élre}. Ha c egészértéki, az optimdlis m is
vdlaszthato egészértékiinek. e

Melléktermékként kapjuk:
5.2.3. Tétel. A G pdros grif A incidencia mdtrizdval felirt
{z: Az <e,,x >0} (5.6)

policder egész, amelynek csicsai pontosan a grdf pdrositasainak incidencia vektorai. e
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Egy graf parositas politopja a parositasok incidencia vektorainak konvex burka.
A tétel szerint tetszéleges politop (korlatos) poliéder, azaz felirhato egy linearis
egyenl6tlenség-rendszer megoldashalmazaként. Az[5.2.3|tétel az (5.6) rendszerrel tehét
konkrétan megadja a parositas politop poliéderként torténd elGallitasat. (Ezek miatt
nem okozhat félreértést, hogy a parositas politopot gyakran parositas poliédernek hiv-
jak.) Megjegyzendd, hogy tetszéleges gréafra is a parositas politop mindig része az ((5.6))
poliédernek, de ilyenkor lehet valodi része.

Nevezziink egy méatrixot bisztochasztikusnak, ha négyzetes, nemnegativ és min-
den sordsszege valamint minden oszloposszege egy. Legegyszeriibb bisztochasztikus
matrixok a permutacié matrixok, melyeknek minden eleme 0 vagy 1 és minden oszlo-
paban és minden sordban pontosan egy darab egyes van. Permutacié matrixok konvex
kombindcidja is bisztochasztikus. A kovetkezd tétel f6 mondanivaldja az, hogy valoja-
ban minden bisztochasztikus métrix elgall ilyen alakban.

5.2.4. Tétel (Birkhoff és Neumann). Egy mdtric akkor és csak akkor bisztochasztikus,
ha permutdcio mdtrizok konvexr kombindcidja.

Biz. Egy B n x n-es méatrix megfelel egy G n X n-es teljes paros graf élhalmazan
értelmezett xp vektornak. Figyeljiik meg, hogy a permutacié matrixok éppen a tel-
jes parositasoknak felelnek meg. Ha B bisztochasztikus, akkor Axg = e,2, x5 > 0,
azaz rp benne van a G péarositas poliéderében, vagyis el6all parositasok (incidencia
vektorainak) konvex kombinéciojaként. Tehat B elGall permutacio méarixok konvex
kombinécidjaként. e

Természetesen megkaphatjuk Egervary tételét, s6t most mar belefoglaljuk azt
az esetet is, amikor a sulyfiiggvény nem egész.

5.2.5. Tétel (Egervary). A G = (S, T; E) teljes pdrositdissal rendelkezd pdros grdifban
a c > 0 sulyfiigguényre vonatkozo mazximdlis sulyu teljes pdrositas v, silya egyenld a
sulyozott lefogdasok minimdlis T, dsszértékével. Amennyiben G teljes pdros grdf, gy az
optimalis sulyozott lefogds vdlaszthato nemnegativnak is. Amennyiben c egészértékd az
optimadlis sulyozott lefogds is vdlaszthato annak.

Biz. A fenti megkozelitéshez képest csak annyit kell valtoztatni, hogy az Az < e,
egyenlGtlenség rendszer helyett az Az = e, egyenletrendszert kell venniink. Ekkor per-
sze a dudlisban a valtozokra nincs nemnegativitas elGirva. A teljes paros graf esetén
azért igaz mégis, hogy az optimalis dualis megoldas valaszthatdé nemnegativnak, mert
ilyenkor az {maxcx : Az < e, x > 0} linearis program optimalis megoldasa ¢ nem ne-
gativitdsa valamint a paros graf teljessége miatt mindig teljes parositéson is felvétetik,
méarpedig ezen linearis program dualisiban a valtozok nemnegativak. e

Mi torténik, ha adott k-ra a pontosan k éld parositasok maximalis silyara szeret-
nénk tételt kapni? Miutan bebizonyithato, hogy egy paros graf incidenciaméatrixat egy
csupa egyes sorral kiegészitve tovabbra is TU-matrixot kapunk (figyelem: csupa egyes
oszloppal valo kiegészitéssel nem), igy a kovetkezs primél-dudl linearis program par
megadja a valaszt: max{cx : Az < e,,e,x = k} és min{me,+ka : TA+ae, > ¢,m > 0}.
A primal optimum tehét egészértékii, és igy sziikségképpen egy k elemt parositas inci-
dencia vektora. A dual optimum is egészértékii, feltéve, hogy c az.
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Paros graf fokszamkorlatozott részgrafjai: a szallitasi probléma

Tovabbi altalanositasokat kaphatunk, ha a priméal feladatban a jobboldalt valamilyen
(nem-negativ) b vektornak valasztjuk. Ennek az a kombinatorikus jelentése, hogy a
paros grafban maximalis sily( fokszam-korlatozott részgrafot keresiink. Természete-
sen also korlatokat is kittizhetiink a fokszdmokra, mint ahogy korlatozhatjuk alulrol
és feliilr6l azt is, hogy egy ¢élt hany példanyban vehetiink be a keresett részgrafba
(megint csak amiatt, hogy az incidencia méatrixot egy csupa egyes sorral kiegészitve
TU-maéatrixot kapunk). Valojaban nem is érdemes explicit megfogalmazni a kiilonb6z6
lehet&ségekre vonatkozo min-max tételeket, mert a dualitas tétel és a paros graf inciden-
cia métrixanak teljes unimodularitasa mar magaban hordozza a sziikséges informaciot.
Emlékeztetiink, hogy kordbban ezen feladatok korét neveztiik szallitasi problémanak.

5.2.2. Paros grafok: élszinezések

Kozismert Kénig élszinezési tétele, amely szerint minden A-regularis paros graf élhal-
maza felbomlik A élidegen teljes parositasra. (Ez kozvetleniil levezethets indukcioval,
vagy esetleg a Hall tételre tamaszkodva). Ugyanakkor a TU-matrixokra vonatkozo
5.1.17 egyenletes szinezési tételbsl sokkal altaldnosabb eredmény nyerhets. Az élszine-
zési tételt néha kicsit altalanosabban fogalmazzék meg: Ha eqy pdros grafban a maxi-
madlis fokszam A, akkor az éleket meg lehet A szinnel szinezni dgy, hogy minden csticsba
kiilonbozd szind élek futnak.

5.2.6. Tétel. Egy G = (S,T; E) pdros grdf €leit meg lehet k szinnel igy szinezni,
hogy minden v csicsra és mindegyik j szinre (j = 1,...,k) a v-be mend d(v) darab él
kézil |d(v)/k| vagy [d(v)/k] darab szine j. Rdaddsul még azt is megkovetelhetjik, hogy
minden szinosztdly mérete kizel ugyanakkora legyen, vagyis ||E|/k]| vagy [|E|/k]. Ha
k-t a mazimadlis A fokszamnak vdlasztjuk, akkor megkapjuk Kdénig élszinezési tételét,
amely szerint pdros grdf kromatikus indexe (€élszinezési szama) a mazimdlis fokszammal
eqyenld. Ha k-t a minimdlis 0 fokszamnak vdlasztjuk, akkor Gupta eqy tételét kapjuk,
amely szerint G pdros grdf élhalmaza felbonthatd § részre gy, hogy mindeqgyik rész fedi
az 0sszes pontot. e

5.2.3. Megengedett potencialok, legolcs6bb utak

Legyen D = (V, A) iranyitott graf, melynek (0,1, —1)-es incidencia matrixat jeldlje
Q. Egy 7 : V — R vektort akkor neveztiink a ¢ : A — R koltségfiiggvényre nézve
megengedett potencidlnak, ha m(v) — w(u) < c¢(uv) fennall minden wv € A élre. Fi-
gyeljik meg, hogy egy m vektor pontosan akkor megengedett potencial, ha 7@Q) < c.
Egy x : A — R vektor pedig pontosan akkor aram, ha Qz = 0. Megmutatjuk, hogy
a megengedett potencial létezésére vonatkozo tétel rogton kovetkezik a Farkas
lemma TU-matrixokra vonatkozo élesebb alakjabol. Az alabbi tétel az tétel mas
szovegezéssel.

5.2.7. Tétel. Adott c: A — R kéltség-fiigguényre akkor és csak akkor létezik olyan m -
V' — R wvektor, amelyre w(v) —m(u) < c(uv) minden e = uv € A élre, ha ¢ konzervativ,
azaz ha nem létezik negativ koltségil irdanyitott kor. Amennyiben c egészértéki, gy a
potencidl is vdlaszthato annak.
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Biz. A Q) matrix transzponéltja teljesen unimodularis, igy az tétel miatt vagy
letezik a mQ) < c rendszernek megoldasa (amely egész, ha ¢ az), vagy pedig a dudlis
{Qz = 0,2 > 0,cx < 0} rendszernek létezik egy (0, £1)-es megoldasa. Az elsé eset
épp egy megengedett potencial 1étezését jelenti, mig a masodik esetben, z > 0 miatt, x
egy (0,1) értékii, negativ koltségii aram, amely élidegen korokre bomlik, és igy e korok
egyike is negativ. e

A dualitas tétel TU-matrixokra vonatkozo élesitett alakjabol konnyen levezethetd

az tétel is.

5.2.8. Tétel. Konzervativ c kéltségfiigguény esetén az s-bdl t-be vezetd utak koltsé-
gének 1.(t) minimuma egyenld m(t) — 7(s) mazimumdval, ahol a maximum az dsszes
megengedetl © potencidlon veendd.

Biz. Tegyiik fel, hogy a ) matrix elsd és mésodik sora felel meg az s illetve a ¢
pontnak. Tekintsiikk a max{m(t) — w(s) : 7Q) < ¢} linearis programot. Ennek duélisa
min{cz : Qr = (—=1,+1,0,0,...,0),2 > 0}. A primdal program optiméalis megoldasa
épp a tétlben szereplé maximum. Mivel () TU-métrix, igy az tétel miatt létezik
egészértékd optimalis 7 is, ha ¢ egész. A dudlis programnak az szerint a ¢ egész-
értékiiségétol fiiggetleniil 1étezik egy x* egészértéki optimuma. Figyeljiik meg, hogy a
Qr = (—1,+1,0,0,...,0),z > 0 megoldasai éppen az egy nagysagu folyamok. Mivel
x* egészérték, igy elGall, mint egy ut és iranyitott korok (incidencia vektorainak) nem-
negativ kombinaciojaként. De ¢ konzervativitasa miatt a korok koltsége nemnegativ,
igy ezeket kihagyva feltehetjiik, hogy x* egy st 1t incidencia vektora. e

5.2.4. Megengedett Aramok és folyamok

Korédbban mar megjegyeztiik, hogy ha a megmaradasi szabaly helyett csupan a g, (v) <
d.(v) egyenlGtlenséget irjuk el minden v csticsndl, akkor x automatikusan dram, méas-
szoval a Qx < 0 egyenl6tlenség-rendszer megoldéshalmaza pontosan az dramok halma-
za. (Ezt kellett bizonyitani az gyakorlat (a) részében.)

5.2.9. Tétel. Ha [ < g egészértéki, akkor a megengedett aramok {x : Qx < 0, f <
x < g} poliédere, amennyiben nemiires, egész poliéder.

Biz. Mivel @ TU-matrix, igy ha kiegészitjiik egy (negativ) egységmétrixszal, agy
tovabbra is TU-matrixot kapunk, és igy az tételt alkalmazhatjuk. e

Hasonl6 megfontolassal kapjuk:

5.2.10. Tétel. A D = (V, A) digrdf élhalmazdn adott a g > 0 egész kapacitdsfiggvény.
Legyen s és t két kijelolt csics, melyekre o(s) = 0 = §(t). A k nagysdgu megengedett
folyamok {x € R4 : 0 <z < g,0,(v) = 6,(v) minden v € V — {s,t}-re, §,(s) = k}
poliédere, amennyiben nemires, egész poliéder. o

Hoffman megengedett aramok létezésére vonatkozo tételét kordbban méar kétféle-
képpen is belattuk: egyrészt adtunk ra egy direkt bizonyitést, masrészt levezettiik az
MFMC tételbdl is. Most megmutatjuk, hogy a Hoffman tétel lényegében nem mas,
mint a Farkas lemmanak az tételben TU-matrixokra vonatkozo élesebb alakja
egy digraf incidencia métrixara felirva.
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5.2.11. Tétel (Hoffman, 1960). A D = (V, A) digrdfban adott f < g kapacitdsfiggvé-
nyekre vonatkozolag akkor és csak akkor létezik megengedett dram, ha

07(X) < 64(X) minden X CV halmazra. (5.7)

Tovdbbd, ha f és g egészértékiek és (5.7)) fenndll, vgy létezik egészértéki megengedetl
dram 1s.

Biz. Csak az elegend@ség igazolasaval foglalkozunk. Tekintsiik a Qz < 0,2 < g, —x <
—f rendszert. Az tételt alkalmazva kapjuk, hogy ha a fenti rendszernek nincs
megoldasa, akkor van olyan (y,u,v) (0,1)-értékd vektor amelyre (x) yA+u—v =0
és (xx) ug —vf < 0. Mivel f < g, igy minden élre feltehetd, hogy u(e) és v(e) koziil
legalabb az egyik nulla (ha ugyanis mindkettd 1, akkor mindkettst helyettesithetjiik
nullaval.)

Jelolje Z azon z pontok halmazat, ahol az y(z) = 1. Ekkor (*) miatt minden olyan
e élre, amelynek mindkét vége vagy Z-ben vagy V — Z-ben van, u(e) = v(e) = 0.
Tovabba minden Z-be beléps e élre v(e) = 1, u(e) = 0 és minden 2-bdl kiléps élre
v(e) = 0,u(e) = 1. Miutdn ug = 04(2) és vf = ps(Z), igy (s*) ellentmond az
feltételnek. o

5.2.5. Minimalis koltségi Aramok és folyamok

Tekintsiik most a koltséges aram probléméat, azaz adott ¢ : A — R koltségfiiggvény
esetén keressiink minimalis koltségli megengedett aramot, més szoval, oldjuk meg a

min{cz: Qz =0, f <z < g} (5.8)

linedris programot. (Természetesen az x < g egyenlGtlenség itt azt jelenti, hogy
z(e) < g(e) az olyan élekre, ahol g(e) véges. Dudlis valtozo tehat csak ilyen egyenl6t-
lenségekhez tartozik.)

Korlatossag és optimalitas

El6szor vizsgaljuk meg, hogy cx mikor korlatos alulrol. Készitsiink el egy D' = (V, A")
digrafot, és élein definialjuk a ¢ koltségfiiggvényt a kovetkezSképpen. D’-ben wv
akkor él, ha vagy vu € A, f(vu) = —oo, és ekkor ¢'(uv) = —c(vu), vagy pedig
w € A, g(uv) = oo, és ekkor ¢'(uv) = c¢(uv). Bar az tételt specializalva kozvet-
leniil is kiolvashat6 az alabbi eredmény, Gjra megadjuk az ottani bizonyitast a mostani
helyzetre specializalva.

5.2.12. Tétel. Feltéve, hogy létezik megengedett dram, a kévetkezdk ekvivalensek.

(a) cx alulrdl korldtos,
(b) nincs negativ dsszkoltségd iranyitott kor D'-ben,
(c) létezik egy olyan w: V — R figguény, amelyre

m(v) — m(u) < c(uwv), ha wv € A és g(uv) = oo, (5.9)
7(v) — w(u) > c(uwv), ha uwv € A és f(uv) = —oo. (5.10)

Amennyiben c egészértéki, gy a szébanforgd m is vdlaszthatd annak.
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Biz. (a)—(b) Ha létezik negativ kor D’-ben, akkor ennek egy olyan kor felel meg
D-ben, melynek az el6remend élein a g végtelen, a visszamend élein az f minusz vég-
telen, és az éleinek Osszkoltsége negativ. Marpedig ha a meglévé megengedett dramot
az eléremend éleken barmilyen nagy K-val egységesen megnoveljiik a visszamend&kon
pedig K-val csokkentjiik, akkor megengedett aramot kapunk, amelynek kéltsége igy
akarmilyen kicsi lehet.

(b)—(c) Ha D'-ben nincs negativ kor, akkor az[5.2.7)tétel miatt létezik egy 7: V —
R fiiggvény, amelyre uv € A, g(uv) = oo esetén (amikor is uv € A’) w(v) — w(u) <
d(uv) = c(uv) azaz fennall, mig uv € A, f(uv) = —o0 esetén (amikor is vu € A’)
m(u) — m(v) < d(vu) = —c(uv) vagyis 7(v) — m(u) > c(uv), azaz fennall.

(c)—(a) Tetsz6leges = aram koltsége barmely A, (uv) := w(v) — 7(u) pontin-
dukalt koltségfiiggvény esetén nulla. A ¢ (uv) := c(uv) — 7(v) + 7(u) eltolt kolt-
ségfiiggvényre azzal ekvivalens, hogy c;(uv) > 0 esetén g(uv) < oo, mig
(5.10) azzal, hogy c;(uv) < 0 esetén f(uv) > —oo. Ezek alapjan egy = megenge-
dett dramra és (c)-t kielégité m-re cx = >, cr(uv)r(uv) = Y o alex(wv)z(uw) :
cxu0) > 0]+ Yy ealen(uo)e(un) : coun) < 0] = 3 ealea(uw)glun) : coluv) >
0] + > wealca(uv) f(uv) : cr(uv) < 0], ami a cr-re véges also korlat. (Most tehat
részletesen kifrogatva azt a mar korabban latott egyszerd tényt igazoltuk ujfent, hogy
ha mind a prim&l, mind a dual poliéder nemiires, akkor cx alulrél korlatos a primal
poliéderen.) o

Tegyiik most fel, hogy = megengedett aram. Készitsiink el egy D, = (V, A,) digréafot
és az élhalmazan egy c, koltségfiiggvényt a kovetkez&képpen. Az uv él akkor tartozzék
Agz-hez, ha vagy uv € A, z(uv) < g(uw), és ekkor legyen c,(uv) := c(uv), vagy pedig
vu € A, z(vu) > f(vu), és ekkor legyen ¢, (uv) := —c(vu). Az[p.1.11]tételt specializalva
kapjuk a kovetkezét.

5.2.13. Tétel. Adott x megengedett dram esetén a kovetkezdk ekvivalensek.

(a) = optimdlis megolddsa az (@ manimdalis koltségi megengedett dram feladatnak,
(b) D.-ben nem létezik negativ dsszkoltséqd irdnyitott kor,
(c) létezik egy olyan w: V — R fiigguény, amelyre

m(v) — m(u) < c(uwv), hauv € A és x(uv) < g(uv),
m(v) = m(u) > c(uv), ha uv € A és x(uv) > f(uv).
Amennyiben c egészértékd, gy a szobanforgd m is vdlaszthato annak. e

5.6. Feladat. Az[5.2.12 tétel fenti direkt bizonyitdsdnak mintdjdra adjuk meg az[5.2.15

tétel kézvetlen bizonyitdsdt is.

5.7. Feladat. Fogalmazzuk meg és bizonyitsuk be az|5.2.12 és az[5.2.15 tételek megen-
gedett potencidlokra vonatkozo ellenpdrjdt.

Az dramokra megfogalmazott optimalitasi feltételt konnyen atvihetjiik folyamokra.

5.2.14. Tétel. A D = (V, A) irdnyitott grif élhalmazdn adott a g : A — R, kapacitds-
fiigguény és a ¢ : A — R koltségfigguény. Eqgy k nagysdgi megengedett z folyam akkor
és csak akkor minimalis kéltségi o k nagysdgu megengedett folyamok kozott, ha létezik
olyan m potencidl, amelyre fenndllnak o kévetkezd optimalitdsi feltételek:
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m(v) — m(u) < e(uwv) = z(uv) =0, (i)
m(v) — w(u) > c(uww) = z(uwv) = g(uv). (i1)

Biz. Adjunk a digrathoz egy ts élt és definialjuk a koltségét O-nak. Legyen g(ts) :=
f(ts) :== k. Minden régi élen legyen f(e) := 0. Az igy kibévitett D’ = (V, A’) digraf-
ban a megengedett dramok éppen a D-beli k nagysagu folyamoknak felelnek meg, igy
az tételt D'-re alkalmazva az (i) és (ii) feltételeket kapjuk. e

A minimalis koltségl folyamokra vonatkozo algoritmus segitségével mar igazoltuk
az alabbi tételt, legalabbis abban az esetben, amikor ¢ egészértéki és ¢ nemnegativ
tétel). Megmutatjuk, hogy a hattérben most is az tételben megfogalmazott
TU-métrixokra vonatkozo egészértékii dualitas tétel all.

5.2.15. Tétel. A D = (V, A) irdnyitott grif élhalmazdn adott a g : A — Ry kapa-
citdsfiigguény és a ¢ : A — R kéltségfiigguény. A k nagysdgi megengedett folyamok
kéltségének minimuma egyenld a

km(t) + Z[cw(uv)g(uv) cuw € A, ex(uw) < 0] (5.11)

érték maximumdval, ahol a marimum az Osszes w1V — R fiigguényre megy, amely-
re w(s) = 0. Amennyiben g egészértéki, az optimdlis folyam vdlaszthato egésznek.
Amennyiben c egészértékid, az optimdlis m vdlaszthato egészértékinek.

Biz. Tegyiik fel, hogy a digraf @ incidencia-matrixanak els6 és mésodik sora felel meg
az s illetve a ¢t pontnak. Tekintsiik a min{cz : x > 0,Qz = (—k,+k,0,0,...,0),z <
g} primél programot. Az z < g feltételt az ekvivalens (—1,,)r > —g alakba téve
felirhatjuk a dualis problémat: max{k(w(t) — n(s)) — gz : 7Q — 21, < ¢,z > 0}, ahol
m = |A]. A primal poliéder elemei a k nagysagu folyamok. Az tétel szerint egész
g esetén a primél poliéder egész, fiiggetleniil ¢ egészértékiiségétsl. Hasonloképp a dudlis
poliéder is egész, amennyiben c egész. Figyeljiik meg, hogy tetsz6leges m meghatéiroz
egy hozzé tartozo legjobb z-t: z(uv) := w(v) — w(u) — c¢(uv), ha 7(v) — 7 (u) > c(uv), és
z(uv) = 0, ha c(uv) < 7(v) — 7(u). Igy tehat adott 7-hez tartozo k(m(t) — 7(s)) — gz
célfiiggvény értéke nem mas, mint az képletben megadott érték, hiszen a 7
eltolasaval feltehetjiik, hogy 7(s) = 0. e

5.2.6. Halo6zati matrixokkal adott linearis programok

Fontos megjegyezni, hogy a halozati matrixokkal megadott linedris programok megold-
hatok aram problémaként. Legyen D = (V, A) iranyitott graf, F feszitd fa és legyen
N := A — F a nem-fa élek halmaza. Legyen adott f = (fr, fx) és g = (9r, gn)
korlat, melyekre f < g¢. Legyen tovabba ¢ = (cp,cy) egy olyan vektor, amelyre
cr = 0. Jelolje az F-hez tartozd (0,41)-es halozati méatrixot B, mig a D digraf
(0, =1)-es pont-él incidencia matrixat Qp. Legyen tovabba x = (xp, zy). Tekintsiik a
max{cyzy : fr < Bxy < gp, fn <y < gy} linearis programot. Belatjuk, hogy ez
ekvivalens a max{cz : Qpr =0, f < x < g} maximalis koltségii aram feladattal.
Amennyiben = = (zp,zy) aram (azaz Qpr = 0), tgy konnyen latszik, hogy
rrp = Bxy, és persze cx = cyxy. Emiatt f < o < g ekvivalens a fr < Bxy <
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gr, fn < oy < gy feltételekkel. Forditva, tegyiik fel, hogy xy kielégiti ezen utébbi
egyenlGtlenségeket. Minden e € N nem-fa élhez legyen X, az (1, a.) vektor, ahol a. az
A maétrix e-hez tartozo oszlopa. (Méasszoval, X, az e ¢lhez tartozo C. alapkor 0, +1-es
incidencia vektora.) Ekkor persze y_dram, és fgy az ¢ == > lzn(e)x, s e € NJis dram,
méghozza olyan, hogy z(e) = xy(e), ha e € N. Lathato, hogy fr < Bxy < gp azzal
ekvivalens, hogy fr(e) < z(e) < gr(e) minden e € F élre fenndll. o

Kovetkezik példaul, hogy péaros grafok éleinek vagy az iranyitott fak iranyitott rész-
utjainak egyenletes szinezéseire vonatkozé tételeket egy maximaélis folyamot kiszamito
algoritmussal tudjuk algoritmikusan kezelni. Hasonloképp a kerekitési eredményeket.
A minimélis koltségli megengedett potencial meghatarozasanak problémajat pedig tgy
lehet algoritmikusan megoldani, hogy felirjuk a hozzatartozo dualis feladatot. Ez mini-
malis koltségli megengedett aram problémanak tekinthetd, majd ennek megoldasaként
elallitjuk az optimélis dramot és ennek optimadlis dualis megoldasat, ami éppen az
eredeti potencial probléma megoldasa.
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6. fejezet

A szimplex médszer valtozatai

A fejezetben szerepelt a szimplex algoritmus a Farkas lemmara, ami a gyakorlat-
ban &altalaban hatékonyan eldonti egy egyenlGtlenség-rendszerrdl, hogy megoldhato-e
(bar valojaban nem polinomiélis futési idejii). Ebben a részben kicsit mas szemszog-
bél, optimalizalasi feladatok megoldasi modszereként targyaljuk a szimplex modszert.
Mig a fejezetben szereplé modszer a dudalis feladat bazismegoldasain lépkedett,
itt eldszor egy olyan valtozatot tekintiink, ami primél bazismegoldasokbol taldl egyre
jobbakat.

6.1. Primal szimplex modszer
Tekintsiik a kovetkezs primal feladatot:

Az =10
x>0

max cz,

ahol A € Q™" b € Q™,c € Q%" és a valtozok vektora x € Q". Ha az A matrix
rangja r(A) < m, akkor vagy mar az Ax = b egyenletrendszer sem oldhaté meg, vagy
valamelyik egyenlet redundéns. Tehat feltehetjiik, hogy 7(A) = m. A dudlis feladat:

yA > c

min yb,

ahol y € Q'™ azaz minden egyenlethez egy duél valtozo tartozik. Idézziik fel az ilyen
alaku feladatokra vonatkozé dualitas tételeket.

6.1.1. Tétel (Gyenge dualitas tétel). Legyen x primdl megengedett megoldds és y dudl
megengedett megoldds. Ekkor teljesiil

cx < yb.
Bi itas. < A)x = y( Az ) = yb.
izonyitas. cx < (yA)x =y(Az) =1yb.

>0,yA>c =b
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6.1.2. Tétel (Erds dualitas tétel). Ha a primdl feladat megoldhatd, és az optimuma
korldtos (azaz cx nem lehet tetszélegesen nagy), akkor

max cx = min yb.

6.1.3. Tétel (Ekvivalens alak — komplementaritasi feltétel). Ha x* optimdlis primdl
megoldds, akkor 3 y* dudl megoldds, amire cx™ = y*b, azaz ha x5 > 0, akkor (y*A); =
c;.
Definici6 (Béazis, bazismegoldas). A primal feladat bazismegoldasa egy olyan x meg-
oldas, amire A-nak az x; > 0-khoz tartozo oszlopai linearisan fiiggetlenek (lasd
Tétel). Az A-nak egy m X m-es nemszingularis részmatrixat bazisnak nevezziik. For-
maélisan ebbe beleértjiik, hogy a részmatrix oszlopainak egy sorrendje is adott.
Rogzitett B bazis esetén egy x € R™ vektort © = (zp,zy) alakban irhatunk, ahol
xp-vel jeloljik a béazishoz tartozd koordinatakat, xy-nel pedig a tébbit, azaz a nem-
bézis koordinatdkat. A B-hez tartozo priméal vektor: z € R™: Zg = B~'b, Ty = 0. Ha
B71b > 0, akkor Z primél megoldés, azaz a B bézis primal megengedett.

Megjegyzés. Ha x bazismegoldas, akkor az x; > 0-khoz tartozo oszlopokat kiegészitve
m db linearisan fliggetlen oszloppa bazist kapunk. Ehhez a B béazishoz pedig pont x
lesz a hozzarendelt bazismegoldés, mivel tudjuk, hogy Bx = b-nek egyetlen megoldasa
van. Egy bazismegoldas viszont nem csak egy bazishoz lehet hozzarendelve: ha m-nél
kevesebb helyen pozitiv, akkor ezeket barhogy kiegészithetjiik m linearisan fiiggetlen
oszloppa, igy tobb, egymastol kiillonb6z6 bazist kaphatunk. Két bazist kiillonbozének
tekintiink akkor is, ha ugyanaz a bazismegoldas tartozik hozzajuk.

Definicié (Bazishoz tartozé dudlis vektor). A B bazishoz tartozo dualis vektor: g =
cgB™1, ahol cp a c célfiiggvény B bazishoz tartozo része.

B

\

CB
Az y vektor nem feltétleniil megoldasa a dual feladatnak.

Eszrevétel. Az T és i vektorok teljesitik a komplementaritdsi feltételeket.
Nézziik yA — c-t. Err6l annyit tudunk, hogy a B-hez tartozé koordinatéai nullak.
(YA —c)p = (yB —cp) =cpB'B—cp =0
Ha yA—c > 0, akkor y dual megoldas. Mivel a komplementaritasi feltételek teljesiilnek,
Z a primal feladatnak és y a dual feladatnak optimalis megoldasa.

Definici6. A B béazishoz tartozé redukalt koltség: ¢ = yA — c. A béazis dual
megengedett ha ¢ > 0, és optimalis ha primal és duil megengedett.

El6szor a szimplex modszernek azt az egyszertibb valtozatat targyaljuk, ahol kiin-
dulésként rendelkezésre all egy primal megengedett bazis, és a cél egy optimalis bazis
megtalalasa.
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6.1.1. A szimplex moédszer tulajdonsagai

e primal megengedett bazisokon lépked
e minden lépésben egy oszlopot cseréliink ki B-ben.
e a primal célfiiggvényérték folyamatosan né (azaz nem csokken)

e véges sok lépésben eljutunk egy optimalis bazishoz.

Tegyiik fel, hogy B primal megengedett bazis. Tartozik hozza egy & bazismegoldas
és egy 7 dual vektor. Figyeljiik meg, hogy a B! Az = B~1b egyenletrendszer ekvivalens
az eredeti, Ar = b egyenletrendszerrel. Vezessiik be a kovetkezs jeloléseket:

A=DB1A
b=B""b
c=yA—c — a bazishoz tartoz6 redukalt koltség.

A B bazis pontosan akkor primal megengedett ha b > 0, és pontosan akkor dual
megengedett ha ¢ > 0. Az itt bevezetett matrixokat és vektorokat szokas egyetlen
tablazatban abrazolni, amit a B bazishoz tartoz6 szimplex tablanak neveziink:

A

| c |
Megjegyzés. A-ban B helyén egységmatrix van, b pedig Zp értékeit tartalmazza.
Tehat ha pl Tp = (Zf'7,j]3,ff‘g), akkor b1 = X7, bg = I3, b3 = Xy, és az A matrixban igy
néz ki a megfelel§ rész:

T3 T7 X9
7 0 1] |0
T3 1 0] 10
Ty 0 0] |1

A ¢ vektort nem véletleniil nevezziik redukalt koltségnek. Irjuk at a kovetkezs
alakra:
c=9A—c=cgB'A—c=cgA—c
Jelolje N a bazisban nem szereplé indexek halmazat. Mi torténik akkor, ha egy adott
p € N-re Z,-t ndveljiik d-val, és kdzben Zp-t tigy valtoztatjuk, hogy Az = b tovébbra
is teljesiiljon?

T3 Tp T7 X9
T7 0| |=| (1] |0
x3 1l (=] (0] |0
Tg 0] |=| |0 1

1. egyenletnél: z,-et valtoztatjuk
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2. egyenletnél: rs-at valtoztatjuk

3. egyenletnél: Tg-et valtoztatjuk

Jeldlés. Az A matrix i-edik sorat a; vagy A, jeloli, j-edik oszlopat pedig a ; vagy A ;.

T, =Tp+0

Ty =Tp —da,

¢’ =cT + 0c, — depay.
Tehét a célfiiggvény-érték csokkenésének meértéke: 6(cgA — ¢), = 6¢,. Azaz az =,
valtozo redukalt koltsége azt adja meg, hogy lokalisan mi a koltsége a valtozo egységnyi
novelésének. A szimplex modszer sordn olyan p-t valasztunk, amire ¢, < 0, igy ez a
csOkkenés negativ, azaz a célfiiggvény értéke né (pontosabban nem csokken, mert majd

latjuk, hogy § = 0 is el6fordulhat), igy minden lépésben az el6zénél jobb (azaz nem
rosszabb) megoldast kapunk.

6.1.2. A szimplex moédszer egy lépése

Feltessziik, hogy kiindulasként adott egy B primal megengedett bazis.
0. ha ¢ > 0, akkor kész vagyunk, hiszen a bazis optimalis.

1. ha nem, valasszunk egy p € N-t, amire ¢, < 0. Ezt tobbféleképpen megtehet;jiik:

e Bland szabaly: vélasszuk a legkisebb ilyen p-t. Ez a valasztasi modszer
garantalja, hogy az algoritmusunk véges lesz (bizonyitas késsbb).

e valasszuk a legkisebb ¢, értéket. Ez nem garantdlja a végességet, de a gya-
korlatban sokszor gyorsabb.

Az igy vélasztott x, keriil majd a bazisba.
2. Ha a, <0, akkor

6.1.1. Allitas. Ilyenkor a célfigguény nem korldtos.
Bizonyitas.
T, =Ty +0
Ty =Tp —da,

ami tetszbleges 0 > 0-ra megengedett megoldast ad, mivel @, < 0. A célfiigg-
vényérték tehat szigorian né (—oc,-vel), azaz tetszélegesen nagy lehet. o
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3. Ha @, & 0, akkor ki kell valasztani a bazisbol kikeriils valtozot. Azt az r-et
valasszuk, amire a

T . bz
= min —
rp ©:a;p>0 az’p

|®|

Al

Ekkor a szimplex tabla r. sorahoz tartozé bazisvaltozo keriil ki a bazisbol.

Ha tobb ¢ is minimalis, akkor alkalmazzuk a Bland szabdlyt: az a bazisvaltozo
keriil ki, amelyiknek az indexe a legkisebb.

4. Uj szimplex tébla kiszdmitasa (pivotalds): a szimplex tabla r. soranak tobbszo-
roseit adjuk hozza a tobbi sorhoz. (b, is hozzatartozik a sorhoz, és a redukalt
koltség sorat is modositjuk.)

—r arj B/ . br
ry T = r =
Qrp yp
a; - _a
—_/ _ _ ip / p
LFT Ay = Ay rj = b, =b;, — b,—
Qrp Qrp
C
_ _ _ P
Cj = C] — am-_—
Qrp
l’p - Ip -
0
0 -
r == 1
0
L] 0 L]
| | [ [0] |

6.1.4. Tétel. A Bland szabdlyt haszndlva a szimplex mddszer véges sok lépésben véget
er.

Bizonyitas. Ha egy 1épésnél valtozik z, akkor ¢z szigortian né. Ezért csak abbol
lehetne probléma, hogy végtelen ciklusba keriiliink, mikézben  nem valtozik. Tegyiik
fel indirekt, hogy van egy ilyen ciklus, aminek tehat az elején és a végén ugyanaz a
bazis van.

Egy indexet mozgonak neveziink, ha a hozza tartozé valtozoé a ciklus soran ki- illetve
bekeriil a bazisba. A nem mozgo indexek tehéat a ciklus soran vagy végig a bazisban
vannak, vagy végig a bazison kiviil.

Legyen p a legnagyobb mozgé index, és legyen t; egy olyan 1épés, amikor bekeriil,
és to egy olyan 1épés, ahol kikeriil. Feltehetjiik, hogy t; < t5. Jelolés: a t; 1épés el6tt:
B,B.,¢ A; aty lépés elstt: B, B', ¢, A'.

Mivel p keriil be a t;-edik 1épésben, ¢, < 0 és j < p esetén ¢; > 0.

Nézziik most a to-edik 1épést: legyen r az x, bazisvaltozohoz tartozo sor, és legyen
q az az index, ami bekeriil a bazisba. Ekkor ¢, <0, a,, > 0, és aj, < 0 az dsszes olyan
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i-re, ami mozg6d bazisvaltozohoz tartozik. Az utobbi azért igaz, mert ezekre az i-kre
b, = 0, és az ezekhez a sorokhoz tartozd valtozoknak p-nél kisebb az indexiik.
A fent elmondottakbol

—t1 —to __ = —1 = Nn—1 _ —1 ! = =
0<¢! —¢?=cpB  ay—cp(B')  a,=(cpB™ B —cp)d, = cpd,

De ha a jobb oldalon szerepl6 skalarszorzatot tagonként nézziik, a ¢,a,, tag szigortan
kisebb mint nulla, a tébbi mozgd indexhez tartozo tag legfeljebb 0, mig a nem mozgd
indexekhez tartozo tagok értéke 0 (hiszen ha egy ilyen j index benne van B’-ben, akkor
B-ben is benne van, tehat ¢; = 0).

Azt kaptuk, hogy cp/a’, < 0, ellentmondés. e

6.1.3. Erzékenységvizsgalat

Legyen B optimalis bazis. A gyakorlatban el6forduld feladatokndal sokszor hasznos
tudni, hogy a megoldasunk mennyire érzékeny a bemeneti adatok valtozasaira. Ebben
a részben azt vizsgaljuk, hogy mennyire valtoztathatjuk meg a c-nek vagy b-nek egy
adott koordinatajat, hogy B optiméalis maradjon.

Tudjuk, hogy B pontosan akkor optimdlis, ha b > 0 (primal megengedett) és ¢ > 0
(dual megengedett).

Nem-bazis valtoz6 stilyanak valtoztatasa: p € N-re: ¢, = ¢, +§ valamilyen valos
0-ra.

e b nem valtozik, ezért B primal megengedett marad

o 0 =yA—- = cgA — c
~—~— ~—~—
nem valtozik csak ez valtozik

/

Tehét ¢; = ¢; ha j # p és ¢, = ¢, — §, vagyis B akkor és csak akkor marad optimélis
bézis, ha 6 < ¢,.

Bazisvaltozé sulyanak valtoztatasa: Az r sorhoz tartozd bazisvaltozo silyat no-
veljiik d-val.

e b nem valtozik, ezért B priméal megengedett marad

o @ =cyA— . Ekkor @y = 0 (ez mindig igaz), ¢y = ¢y + (0G4, )y. Azaz j € N
esetén ¢; = ¢; + 0a,;. Ez mikor marad nemnegativ?

— Ha a,; = 0, akkor mindig.

— Ha a,; > 0, akkor sziikséges, hogy J > -

Arj

— Ha a,; < 0, akkor sziikséges, hogy § < — &

Arj
Tehat
c; . . c;j . _
d>0s max{——L:j€ N,a,; >0} <§ <min{——:j € N,a,; <0}.
Qrj Qrj
Latjuk, hogy az als6 korlat egy nempozitiv szam, a felsé korlat egy nemnegativ szdm,

de mindkettG lehet nulla is. Tovabba ha {ireshalmazon maximalizdlunk, akkor —oo az
also korlat, és ha iireshalmazon minimalizalunk, akkor +o00 a felsG korlat.

Jobboldal valtoztatasa: Legyen 0. = b, + J. Ekkor
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e ¢ nem valtozik, ezért B dudl megengedett marad.
e I/ = B, tehat b, = B0 = b, + 6B,
Hasonlban az el6z6 esethez:
7/ BZ 7 . 61 7
b ZO@maX{—ﬁzbi > 0} §5§mln{—§:bi < 0}.

Ha a feladatunkat egyenlGtlenség-rendszerbél kaptuk kiegészité valtozok hozzaveé-
telével, akkor B~! és 4 is kénnyen kiolvashato a szimplex tablabol:

A 7 A B!

¢ [0...0] c: | | 7 |

Nézziik meg, hogyan valtozik a célfiiggvényérték a fenti valtoztatas soran, ha B
optimalis bazis marad:

7 =qyb =z + 0y,

Definici6. A y vektort Arnyékar vektornak is nevezziik, mivel g, meghatarozza, hogy —
élve a termelési feladat példdjaval — milyen egységaron érdemes az r-edik alapanyagbol
vasarolni (feltéve, hogy a véasarolt mennyiség a fenti hatérokon beliil marad).

6.1.4. Moédositott szimplex moédszer

A szimplex moédszer szamitogépes implementéicidjakor nem érdemes a teljes szimplex
tablat nyilvantartani. Vegyiik észre, hogy a béazisba beléps z, valtozo6 kivalasztasahoz
csak a ¢ vektorra van sziikség. Ha ez megvan, a kiléps valtozot a b vektor és az a,,
oszlop segitségével hatarozzuk meg. Ez Gsszesen 2m + n adat az (m + 1) X (n + 1)-es
szimplex tablabol! Kérdés, hogy ezeket ki tudjuk-e szadmolni anélkiil, hogy az egész
tablat nyilvantartanank.

A valasz az, hogy igen, feltéve hogy ismerjiik az aktualis béazis inverzét. Valoban,
az ismert képletek alapjan

¢=cgB'A—¢
b=B"1b
a,=B""a,

A moédositott szimplex modszer lényege, hogy a szimplex tabla fenntartasa helyett
mindig csak az aktualis bazis inverzét szamoljuk ki, és ennek segitségével szamoljuk a
fenti mennyiségeket. Az el6z6 részben lattuk, hogy ha a feladatunkat egyenlGtlenség-
rendszerbdl kaptuk kiegészité valtozok hozzavételével, akkor B~! nem m4s, mint a
szimplex tablanak a kiegészité valtozokhoz tartozo része.

A 7 A B!
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Tehét elég a tablanak ezt az m x m-es részét fenntartani; cserébe viszont a ¢, b, a,p
vektorok kiszamolasahoz matrix-szorzas kell. Ha n joval nagyobb mint m, akkor ez
jelentGs idomegtakaritast eredményez.

Altalanos esetben a médositott szimplex modszer az ugynevezett LU-felbontés se-
gitségével valosithaté meg hatékonyan.

6.2. Dual szimplex médszer

Ha kezdetben nem ismeriink primal megengedett bazist, de dudl megengedettet igen,
akkor hasznalhatjuk a dudl szimplex modszert. Mint késébb latni fogjuk, ez a helyzet
példaul akkor, amikor egy megoldott feladatnal kideriil, hogy tjabb feltételeket kell
hozzavenni.

6.2.1. A dual szimplex médszer tulajdonsagai

e dual megengedett bazisokon lépked

e minden lépésben egy oszlopot cseréliink ki B-ben.

e ugyanazt a szimplex tablat hasznaljuk, mint a primal szimplex modszernél
e ¢z folyamatosan csokken (azaz nem nd)

e véges sok lépésben eljutunk egy primél megengedett bazishoz.

A {6 kiilonbség a primal szimplex modszerhez képest, hogy elGszor a bazisbol kilépd
valtozot hatarozzuk meg, és csak utana a belépét.

6.2.2. A dual szimplex médszer egy 1épése

0. Ha b > 0, akkor kész vagyunk. Primal megengedett bazisunk van, azaz optimalis
bazist talaltunk.

1. Ha nem, valasszunk egy r-et, amire b, < 0. Ezt tobbféleképpen megtehetjiik:

e Bland szabdly: valasszuk azt az r-et, amihez a legkisebb index{i bazisvaltozo
tartozik. Ez a valasztési modszer garantalja, hogy az algoritmusunk véges
lesz.

e Valasszuk a legkisebb b, értéket. Ez nem garantilja a végességet, de a
gyakorlatban gyorsabb.

Az igy valasztott r-hez tartoz6 béazisvaltozo 1ép ki a bazisbol.
2. Ha a, > 0, akkor

6.2.1. Allitas. A primdl feladatnak nincs megolddsa.
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Bizonyitas.
A, = Br
~—~ =~
>0 <0

egy érvényes egyenlet lenne, ami nem lehetséges. e

3. Ha @, # 0, akkor ki kell valasztani a bazisba bekeriils valtozot. Azt az x,-t
valasszuk, amire a,, < 0 és

Megjegyzés. Ha ez a minimum nulla, akkor degeneraci6 1ép fel, tehit ¢ nem
valtozik a baziscsere soran.

Ha t6bb p is minimalis, akkor alkalmazzuk a Bland szabalyt: valasszuk a mini-
malis ilyen p-t. Az z, valtozd keriil a bazisba.

Miért pont igy kell valasztani a bemend valtozot? Arra van sziikségiink, hogy
¢ > 0 maradjon. Béziscsere utan: ¢; = ¢; — ay; > pemnegativ marad, ha

Arp

e a,; > 0, mivel ¢;-t ekkor noveljiik

T a/7‘p

odrj<0,de—%>—é”

4. A baziscsere ugyanugy torténik, mint a primal szimplex modszernél.

6.2.3. Alkalmazas: 0j feltétel hozzavétele

Tegyiik fel, hogy mar megoldottunk egy feladatot, és kideriil, hogy hozza kell venniink
még a rendszerhez egy ax < 3 feltételt.

Vegyiink egy 1j kiegészité valtozot: s > 0 gy, hogy ax +s = (. Irjuk 4t a feltételt
ekvivalensen: az + s = /3, ahol ap = 0. Azaz:

s
S
A 7z _
~ A A
Q' 1| (5]
c: | 10]

Megjegyzés. c-on nem kell valtoztatni, ugyanis a kiegészit§ véaltozohoz 0 tartozik
c-ban.

A bazist kibgvitjilk s-sel, igy az 0j feladatra egy dual megengedett bazist kapunk,
és innent6l fogva hasznalhatjuk a duél szimplex modszert, mivel kaptunk egy kiindulési
tablat.
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6.2.4. Alkalmazas: primal megengedett bazis keresése

A dudl szimplex modszert hasznalhatjuk egy primél megengedett bazis megkeresésére
is. Nézziik a kovetkezd primal feladatot és a hozza tartozo duélt:

Ax =0 yA >0
(P) x>0 (D)
max Ox min yb

A (P) feladatnak minden megengedett megoldasa optimalis, mikézben a (D) fel-
adatnak a (0...0) egy megengedett megoldasa.
Ebben a feladatban ¢ = cgA — ¢ = 0, tehat minden bazis duil-megengedett.
~~ \76/
Induljunk ki tetszoleges baozisb()l, és hasznaljuk a dual szimplex modszert. Ekkor
vagy kapunk egy primal megengedett bazist, vagy kapunk egy bizonyitékot arra, hogy
a feladat nem megoldhato. (Ez a bizonyiték pont a Farkas lemmabol kovetkezik.)

6.2.5. A dual szimplex médszer egy masfajta interpretacioja

A dual szimplex modszer tgy is értelmezhetd, hogy a fejezetben leirt megenge-
dettségi szimplex modszert hasznéljuk szubrutinként az optimalizalasi feladat megol-
dasara.

Jelolje R := {z : Ax = b,z > 0) a primal, R* := {y : yA > ¢} pedig a duél
poliédert. Feltessziik, hogy A sorai linearisan fiiggetlenek, ami azt jelenti, hogy R*
CSUCSO0S.

A megengedettségre vonatkozé szimplex algoritmussal elGszor megkeresiink R*-nak
egy § csucsat (azaz yA > c egy béazis-megoldasat). Amennyiben R* iires, ugy az
eljaras egy olyan x’ > 0 vektort szolgéltat, amelyre Az’ = 0, cx’ > 0, és ilyenkor vagy
a primal poliéder is iires, vagy ha van is egy = pontja, akkor  + Az’ minden pozitiv
A-ra R-ben van, igy a célfiiggvényérték nem korlatos alulrél. Ekkor tehat az algoritmus
futasa befejezddik.

Tegyiik fel tehat, hogy rendelkezésiinkre all y. Jellje A~ az A-nak azon a; oszlopai
altal alkotott részmatrixat, amelyekre ga ; = ¢; (vegyiik észre, hogy A~ tartalmaz ba-
zist), mig a maradék oszlopok részmatrixa legyen A<. A[3.5.2] fejezetben leirt eljarassal
dontsiik el, hogy az {A=2" = b, 2’ > 0} rendszernek létezik-e megoldasa. Amennyiben
létezik, ugy x’-t nulla komponensekkel kiegészitve R-nek egy olyan T elemét kapjuk,
amely teljesiti az optimalitéasi feltételeket (azaz, ha valamely j-re ; szigoruan pozitiv,
akkor ga; = ¢;). Ekkor Z primal optimum, § dudl optimum és az eljaras véget ér.

Ha a szobanforgoé a’ nem létezik, akkor a fejezet eljarasa megtalalja A=-nek
egy m — 1 linearisan fiiggetlen oszlopbol all6 A’ részméatrixat valamint egy olyan 3/
vektort, amelyekre y’ A= > 0,y/A’ =0 és y'b < 0.

Amennyiben y' A< > 0, 4gy az adodik, hogy v/ A > 0, ¢'b < 0 és igy (a Farkas lemma
trivialis iranyat alkalmazva) a primél feladat nem megoldhat6, vagy ekvivalensen a dual
feladat nem korlatos. Ilyenkor az algoritmus véget ér.

Tegyiik most fel, hogy /A< % 0. Valasszuk M-t a legnagyobb olyan szdmnak,
amelyre (g + A\y')A > c teljesiil, azaz (y + A\y')a; > c¢; fennall az A< mindegyik a ;
oszlopara. Vagyis A a legnagyobb szdm, amelyre \y'a; > ¢; — ga; teljesill az A<
valamennyi olyan oszlopara, amelyre y'a ; < 0.
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Legyen 4/ = 5 + A\y'. A X valasztasabol adodoan ¢ eleme R*-nak.
6.2.1. Lemma. ¢ csicsa R*-nak.

Biz. Azt kell latni, hogy A-nak van m lineérisan fiiggetlen oszlopa, melyekre ¥'a ; = c;.
Mindenesetre y' A’ = 0 miatt A’-nek az m—1 oszlopa ilyen. Legyen a , egy olyan oszlop,
ahol a A definiciojaban szerepl6 minimum felvétetik. Ekkor nyilvan ¢'a , = ¢;, igy csak
azt kell latnunk, hogy a, linearisan fiiggetlen az A’ oszlopaitol. De ez valoban igy van,
hiszen y’A"=0és y'a, # 0. o

Az i tehat valoban csicsa R*-nak, és raadasul g-nél jobb csicsa, hiszen 3'b < 0
miatt §'b < yb. Miutdn R*-nak véges sok csiicsa van, az eljaras véges sok iterdcié utéan
befejezddik.

Az algoritmusban a Farkas lemmaéara vonatkozo6 algoritmust szubrutinként hasznal-
tuk, aminek belsejében persze alkalmazzuk a Bland féle legkisebb index szabalyt. A
fenti algoritmusban azonban, amikor az y-r6l attértiink y'-re, a széban forgé a , oszlop
meghatarozasanal nem volt sziikség a Bland-szabalyra.

6.3. Kétfazisu szimplex moédszer

A gyakorlatban, ha nem &ll rendelkezésre kezdeti primal megengedett bazis, az ugy-
nevezett kétfazisi szimplex modszert szoktuk hasznélni. Ennek els6 fazisdban primal
megengedett bazist keresiink, mig a masodik fazisban ebbdl a bazisbol kiindulva alkal-
mazzuk a primal szimplex modszert.

Nézziik az els6 fazist. Legyen a feladat: max{cx : Ax = b,z > 0}. Feltehetd,
hogy b > 0, mert egyenleteket szorozhatunk (—1)-gyel. Vezessiink be minden sorhoz
1j mesterséges valtozokat: u; (i = 1...m).

Az +ITu=5>
(z,u) >0

A fenti rendszer nem ekvivalens az eredetivel. Ahhoz, hogy az eredeti feladat megol-
dasat kapjuk, olyan megoldast kell keresni, ahol v = 0. Ennek megtalalasahoz az elsG
fazisban legyen a célfiiggvény max — > " | ;.

e Ha ennek a feladatnak 0 az optimuma, akkor az eredeti feladat egy megoldasat
kaptuk.

e Ha ennek a feladatnak < 0 az optimuma, akkor az eredeti feladatnak nincs meg-
oldéasa.

Legyen B a mesterséges valtozok oszlopaibol all6 bazis. Ekkor B primal megengedett,
tehat hasznalhato az els§ fazisban kiindulasi bazisként.

Al A T

C1:|O 0|_1..._1|
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AL = A
Bo=
c c}gfll —c!

Tudjuk, hogy ¢ =0, és ¢y = — > 1", a;..

A kiindulasi szimplex tabla tehat:

=2 a. [0---0]

Erre a szimplex tablara kell alkalmazni a priméal szimplex modszert.

e Ha az optimum < 0, akkor nincs megoldés.

e Ha az optimum = 0, de marad mesterséges valtoz6 a béazisban (azaz a feladatunk
degeneralt volt), akkor tegyiik a kovetkezGt a mesterséges valtozok kikiiszobolése
érdekében:

Us

(7. sor) u;

Legyen a megmaradt valtozo a szimplex tabla r-edik sordban. Ez a sor nem lehet
azonosan 0, mert A sorai linearisan fiiggetlenek. Valasszunk tehét egy tetszéleges
nemnulla elemet egy nem-mesterséges valtozdé oszlopaban, és ott pivotaljunk:

Us

(7. sor) u; h
Al

Mivel a jobboldalon 0 van, ezért a primal megoldas nem valtozik, és a célfiigg-
vényeérték sem valtozik.

e Ha az optimum = 0 és nincs mesterséges valtozo a bazisban (azaz az eredeti fel-
adatra kaptunk egy megengedett bazist), akkor attérhetiink a masodik fazisra:
elhagyjuk a mesterséges valtozokat, és az eredeti c célfiiggvényre alkalmazzuk a
szimplex modszert.
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6.4. HAl6zati szimplex modszer

Adott egy D = (V, E) iranyitott, gyengén sszefliggs graf, ¢ : E — R élsilyokkal. Ezen

tal adott egy b : V — Z igényfiiggvény, amelyik minden csicsra el6irja, hogy mennyi

legyen a bemend és a kimend folyam kiilonbsége. Feltessziik, hogy >, .\ b, = 0.
Legyen x : E — R a valtozok vektora.

Jeldlés (Bemend folyam). o.(v) jeloli a v cstcsba belép6 éleken az x-ek Gsszegét.
Jelblés (Kimend folyam). 6,(v) jeloli a v cstcsbol kiléps éleken az z-ek Osszegét.
A kovetkezd alaku feladatot szeretnénk megoldani:

0.(v) =6, (v)=b, VveV
x>0

max E Cele

eck

Megjegyzés. Ha > b, = 0 nem lenne igaz, akkor a feladatnak nem lenne megoldasa.

Legyen vy egy kijelolt cstucs. Ha o,(v) — 0,(v) = b, minden v € V' \ {vp}-ra teljesiil,
akkor vy-ra is teljesiil. Vezessiik be tehat az eredeti egyenlGségrendszer helyett a ko-
vetkezot: 0,(v) — 6,(v) = b, Yo € V' \ {vp}. Igy a sorok linearisan fiiggetlenek lesznek,
ezaltal a feladatra alkalmazhatjuk a szimplex modszert: Ax = b, x > 0, ahol A sorai
linearisan fiiggetlenek. Az A matrixunk a kovetkezd lesz:

V =Avo,v1,...,0.}, E={e1,...,en}

Aezrm
—1 ha v; tove e;-nek
a;j = +1 hav; feje e;-nek
0 kilonben

Megjegyzés. Az A matrix minden oszlopaban legfeljebb egy +1-es és legfeljebb egy
—1-es talalhato, ezért halozati matrix.

Jel6lés. A tovabbiakban kontextustol fiiggGen a kovetkezd ekvivalens jeldléseket fogjuk
hasznalni:

bvi ~ bz
Cej ~ C
yvi ~ Y
Ly, ~ T

A feladatunk tehat felirhaté max{cz, Ax = b,x > 0} alakban.
6.4.1. Allitas. B bdzis < {e; : j € B} feszitdfa (irdnyitds nélkiil).
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Bizonyitas. <: Belatjuk, hogy Bz = b egyértelmien megoldhatd. Keressiink a fan
olyan folyamot, ami minden igényt kielégit, azaz minden élre adjunk olyan értéket,
ahol g, (v) — 6,(v) = b,. A fa leveleire egy-egy él illeszkedik. Ezekre egyértelmiien meg
tudjuk adni a valtozo értékét.

Ha a leveleket elhagyjuk, akkor Gjabb fat kapunk, amely fa leveleire illeszkeds élekre
ugyancsak egyértelmien meghatarozhato a valtozo értéke, és igy tovabb.

=: Indirekt bebizonyitjuk, hogy ha a B-hez tartozd élek nem alkotnak feszitéfat,
akkor B nem bazis. Adott tehat n darab él, ami nem alkot feszit6fat. Ekkor a részgraf
tartalmaz kort. Legyen ez a kor C', és legyen

+1 , hae e C elgre-él
e =< —1 , hae e C hatra-¢él
0 ,hae¢C

Ekkor a Bx = 0 és = # 0, tehat B szingularis, azaz B nem bazis. e

Az aldbbiakban ismertetett halozati szimplex moédszer tulajdonképpen egyszertien
a szimplex modszer alkalmazasa a feladatunkra, de matrixok helyett grafelmeéleti fo-
galmakkal elmondva. Amint latni fogjuk, ennek elénye, hogy az algoritmus soran nem
kell szorzast és osztast végezni, csak Osszeadést és kivonast, ezért nem meriilhetnek fel
numerikus pontatlansagok.

Legyen z a Bx = b egyértelmil megoldasa és legyen y a kovetkezs: 4y = 0 lesz a
vg-hoz tartoz6 dudlis valtoz6. Ha wv € B, akkor legyen ¢, — 4, = cu; €z egyértelmtien
meghatéarozza g-t (vo-bol kiindulva kiszamolhat6). A tovabbiakban az egyszertiség
kedvéért B-vel jeloljiik az {e; : j € B} feszit6fat is.

Az wv él redukalt kéltsége: Cuy = Yp — Yu — Cup- A korabbiaknak megfelelGen a B
bazis primal megengedett, ha z > 0, és dual megengedett, ha ¢ > 0.

6.4.1. Primal hal6zati szimplex moédszer 1épései

Tegyiik fel, hogy B primal megengedett bazis. Az alabbi lépéssorozatnal nem kell az
A értékeivel miveleteket végezni, csak az 7,7, ¢ vektorokkal.

0. Ha ¢ > 0, akkor kész vagyunk (a bazisunk primal és dual megengedett).

1. Ha nem, akkor véilasszunk egy olyan e, élt, amire ¢, < 0. Az igy vélasztott e, ¢l
keriil majd a bazisba.
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2. Vegyiik hozza a B feszit6tfahoz az e, élt. Ekkor egy egyértelmti C' kort kapunk,
aminek e, éle. Nevezziik a C-ben ep-vel egyiranyt éleket eléreéleknek, a tobbi
C-beli élt pedig hatraélnek.

Ha C-ben nincsenek hatraélek, akkor tetszéleges o > 0-ra

o, J xe+d,haecC
* 7\ ., kiilsnben

megengedett megoldas.

6.4.2. Allitas. Ebben az esetben a célfigguény nem korldtos.
Bizonyitas. D> - Cuw = D e (Wo = Ju = Cuv) = = D uvec Cuv, t€hat

caé’:cf+5§ cuv:cf—5§ Cup = €T — 0Cp — +00
d—00
uveC uvelC

3. Ha van C-ben hétraél, akkor legyen e, az a hatraél, amire ¥, minimélis. Ez az ¢l
fog kikeriilni a béazisbol.

4. Vegyiik hozza a B bazishoz az e, élt, és hagyjuk el a bazisbdl az e, élt: B’ =
B +{p} — {4}

Zj + Z4, ha e; eléreé¢l C-ben
. =< I — T4 ha e; hatraél C-ben
i’j, ha € ¢ C

Szamoljuk ki az 3/'-t:

Ha az e, élt kihagyjuk a fabol, akkor a fa két komponensre esik: S ésT". Valasszuk
S-t és T-t ugy, hogy e, a T-be lépjen.

Ekkor

e Ha v, € S, akkor

v

, {yv,haUGS

Yy — Cp, hav eT
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e Ha v, € T, akkor

v

—r gv+5p,haUES
Yo, ha v €T

A fenti megkiilonboztetés azért sziikséges, hogy yo = 0 maradjon.

Megjegyzés. Ha b és c egészek, akkor y, ¥ és ¢ végig egészek maradnak. SGt, ha a kolt-
ségek(sulyok) egészek, a dudl végig egész lesz, és ha az igények egészek, a primal végig
egész lesz. Tehat egész igények esetén a halozati feladatnak mindig van egész optimalis
megoldasa, ha egyaltalan megoldhato. A ciklizalas elkeriilése érdekében hasznalhatjuk
a Bland szabalyt.

6.4.2. Dual halézati szimplex modszer

Természetesen a halozati szimplex modszernek is van dual valtozata. Tegyiik fel, hogy
kezdetben van egy B dual megengedett bazis (azaz ¢ > 0). Az altaldnos lépés a
kovetkezd:

0. Ha z > 0, akkor kész vagyunk (a béazisunk priméal és dual megengedett).

1. Ha nem, akkor legyen ¢ € B olyan, hogy z, < 0. Ha tobb alternativank van, al-
kalmazzuk a Bland szabalyt: valasszuk a legkisebb index ilyet. Az igy valasztott
valtozo keriil majd ki a bazisbol.

Ha elhagyjuk az e, élt, akkor a fa két részre esik: S és T'. Valasszuk S-t és T-t
ugy, hogy e, a T-be lépjen.

6.4.3. Allitas. Ha nincs T-b6l S-be vezetd él, akkor a primdl feladatnak nincs
megolddsa.

Bizonyitas. Az 7 aktualis primal vektor a g,(v) — 0,(v) = b,, Vv € V feladat
megoldasa. Az e, élen: z < 0. A t6bbi S-bdl T-be vezets élen = 0, mivel ezek
nincsenek a bazisban.
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Emiatt S igénye nagyobb T igényénél, hiszen
va - va = Z(Qi(“) —05(v)) — Z(Qi(v) — 05(v)) =2 Z Te < 0.
veT veES veT veS e:S—=T
Nemnegativ folyammal 7" — S élek hijan nem lehet az igényeket kielégiteni, tehat

nincs megoldas. e

3. Ha van T-b6l S-be él, akkor vélasszuk ki azt az e, T — S élt, amire ¢, =
min{¢,, ahol e : T — S él}. Ez az ¢l fog bekeriilni a bazisba.

4. Hagyjuk el a B bazisbol az e, élt, és vegyiik hozza az e, élt: B’ = B —{q} + {p}-

Az 7' kiszamolasahoz legyen C' a B U {e,} egyetlen kore. Nevezziik az e,-vel
egyiranyu éleket eldreéleknek, a vele ellentétes irdnyu éleket pedig hatraéleknek.
Ekkor

T, — Tq, ha e el6reél C-ben
T, =< Z.+ T4 ha e hatraél C-ben

Te,hae g C

Szamoljuk ki az y/'-t:

e Ha v, € 9, akkor

v

| Gy,haves
Yy +Cp, hav eT

e Ha v, € T, akkor

) yp—cp,havesS
Yo = v, hav €T

6.4.3. Kezdeti primal bazis keresése

T6bb modszert is ismertetiink:

1. A ¢ = 0 sulyfiiggvényre alkalmazzuk a dual hélézati szimplex modszert. Ilyenkor
tetsz6leges B bazisra y = 0, ¢ = 0. A gyakorlatban ez lassii mddszer, és csak
azért nem ciklizal, mert a Bland szabalyt alkalmazzuk.

2. Legyen B tetszéleges bazis. Ha ez a bazis se nem primél-, se nem dual megenge-

dett, akkor modositsuk c-t agy, hogy dual megengedett legyen:

uv

/ Cum ha Euv Z 0
C = _ _ _
Yv — Yu, ha Cup < 0
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Ezzel a -vel B duél megengedett lesz. Most alkalmazzuk a duél halozati szimplex
modszert, ezaltal B’ optimalis bazist kapunk ¢’-re, ami primal megengedett béazis
az eredeti ¢ célfiiggvényre. Ezzel a B’-vel kezdve alkalmazzuk a primal szimplex
modszert az eredeti ¢ célfiiggvényre.

3. Kétfazisu halézati szimplex moédszer
Vegyiik hozza az eredeti grafhoz a kovetkezd uj éleket: E' = E U {vgv : b, >
0} U{vvg : v, < 0}. Legyen

, | —lL,haec E'\E
Ce = 0, haec E.

Vo
[ ]

b<0 b>0

Az 1j élek primal megengedett béazist hataroznak meg, mivel Z,,, = b, €s Tyy, =
—b,, tehat £ > 0. Alkalmazzuk a primal halozati szimplex modszert. Ekkor

e Ha az optimum negativ, akkor az eredeti feladatnak nincs megoldasa.

e ha az optimum nulla, akkor hagyjuk el az E"\ E-beli éleket, és az igy keletke-
zett részfakat egészitsiik ki feszit6fava 0-4s éleket hozzévéve. Ez lehetséges,
mert az eredeti graf gyengén Osszefiiggs. Igy primél megengedett bazist
kapunk az eredeti feladatra.

Masodik fazis: alkalmazzuk ezzel a kiindulo feszitGfaval a hélozati szimplex
modszert az eredeti célfiiggvényre.

Megjegyzés. A halozati szimplex modszer kis modositassal hasznalhatd arra az alta-
lanosabb feladatra is, ahol minden élre adott egy alsé és egy fels6 korlat az él értékére.
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Ez méar magéban foglalja a minimalis koltség maximalis folyam fejezet) és a
minimalis koltségid aram feladatot. Forditva is igaz, hogy a fejezetben leirt algo-
ritmus is hasznalhat6 a jelen fejezetben vizsgalt feladat megoldasara. A tapasztalatok
azonban azt mutatjak, hogy a gyakorlatban felmeriil6 silyozott folyam feladatoknél
sokszor a halozati szimplex moddszer kiilonféle valtozatai koziil keriil ki a leghatéko-
nyabb algoritmus.

6.4.4. Erésen megengedett bazisok

A halozati szimplex modszer esetében van a Bland szabalynal természetesebb és haté-
konyabb pivotalasi szabaly, ami garantalja az algoritmus végességét. Ehhez azonban
be kell vezetni az erdsen megengedett bazis fogalmat.

Definici6. Egy primal megengedett B bézis er6sen megengedett, ha a feszits fa
Osszes olyan uv élére, amire z,, = 0, v kozelebb van a faban vg-hoz mint u.

6.4.4. Allitas. Ha a hdlozati feladatnak van megolddsa, de nincs erdsen megengedett
bdzisa, akkor szétbonthato két részfeladatra.

Bizonyitas. Adott bazisnal nevezziink egy uv élt tiltottnak, ha 7, = 0, és u kdzelebb
van a faban vp-hoz mint v. Vegyiik azt a B primél megengedett bazist, ahol iranyitatlan
értelemben a legtobb csics elérhetd vp-bol nem tiltott élen, és legyen U az elérhetd
pontok halmaza. Ha U-ba belépne D-nek egy e éle, akkor e-t hozzavéve a bazishoz,
és egy U-bol kiléps, B + e korén 16v6 tiltott élt kihagyva olyan bazist kapnénk, ahol
U-nal nagyobb halmaz érhet§ el vp-bdl nem tiltott élen. Mivel ez nem lehet, U-ba
nem lép be él D-ben, és az Osszes kilép6 élre z, = 0. Ez viszont azt jelenti, hogy
teszbleges x megengedett megolddsban x. = 0 az Osszes U-bol kilépd élen, tehat a
feladat szétbonthato a D[U] és a D[V \ U] digrafokon értelmezett feladatra. e

Tegyiik fel tehat, hogy kiindulasként adott egy erdsen megengedett bazis. A primal
halézati szimplex modszer lépését a kdvetkezGképpen valtoztatjuk meg. Tegyiik fel,
hogy e, = uv lép be a bazisba, és C' a keletkez6 kor. Legyen ve a kor vo-hoz legkozelebbi
pontja. Legyen e, = u/v" az a hatra-él, amin z, minimélis, és ezek koziil az, ami vc-t6l
elére-iranyba elindulva a legutols6 a koron.

6.4.5. Allitas. A B’ = B+ {p} — {q} bdzis erdsen megengedett.

Bizonyitas. Két esetet kiillonboztetiink meg.

1. eset: z, = 0. Ekkor, mivel B er6sen megengedett, e, a vcu szakaszon van, és
ezen a szakaszon az utolsé olyan hétra-él, amire z. = 0. Ezért a baziscsere utan sem
keletkezik tiltott él, hiszen az csak az u'u szakaszon 1évs 0-4s hatra-élekbdl keletkez-
hetne.

2. eset: T, > 0. Ekkor a koron 1évé 0-as élek a béaziscsere utan mar nem 0-asak,
tehat csak olyan e hatra-él valhat tiltott4, amire 7, = Z,. Az ilyen hatra-élek a voo'’
szakaszon vannak. Ha e, a vcu szakaszon van, akkor ezek az élek a baziscsere utan is
vy fele mutatnak. Ha pedig e, a vve szakaszon van, akkor a baziscsere soran pontosan
akkor fordulnak meg, ha el6tte nem vy fele mutattak, tehat a baziscsere utan v, fele
mutatnak. e

Most belatjuk, hogy ezzel a valasztassal nem lehet ciklizélas.
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6.4.6. Allitas. Ha a fenti biziscsere sordn Tq =0, akkor Y .\, U szigorian csikken.

Bizonyitas. Ebben az esetben e, a vou szakaszon van, tehat y, az u'u szakasz pont-
jaiban (és a belglik induld részfikon) véltozik, mégpedig ¢,-vel né, azaz szigortian
csOkken. o

Mivel ) .\ 9, szigortian cs6kken ha a célfiiggvényérték nem né, az algoritmus sordn
nem térhetiink vissza ugyanahhoz a bézishoz, tehat nem lehet ciklizalas.
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7. fejezet

Egészértéki linearis programozas

7.1. Bevezetés

A kovetkez$ alapfeladattal foglalkozunk:

max cx
Az <b
T e

A fenti feladat LP-relaxéltja:
max cx
Ax <b
reR"”

Specialis eset: binaris programozasi feladat:

max{cx : Az < b,z € {0,1}"}

Példa: Binaris hatizsak feladat

Adott n db targy. A j-edik targy értéke legyen c; > 0, stlya pedig a; > 0. Adott tovab-

ba egy hatizsék, melynek teherbiré képessége b > 0. A lehet6 legnagyobb Osszértékd
targyat akarunk a hatizsakba pakolni ugy, hogy az még elbirja ¢ket. Azaz:

max{z CjT; Zaja:j <b, v €{0,1}"}
=1 j=1

A feladat NP-nehéz, tehat nem varhaté ra polinom ideji algoritmus. Az LP rela-
xéltja konnyen megoldhato: az érték/sily arany szerint helyezziik csokkend sorrendbe
a targyakat. Sorra tegyiik be Gket a héatizsakba, amig a hatizsak be nem telik (az utolso
betett targy lehet hogy csak részben fér be, de a relaxalt feladatnél ez nem baj).

7.1.1. Allitas. Ez a mohd algoritmus optimdlisan megoldja az LP relazdltat.

Bizonyitas. Az algoritmus teljesen megtolti a hatizsakot. Mivel érték/stly arany sze-
rinti cs6kkend sorrendben vettiik a targyakat, nyilvanvalo, hogy minden olyan targy-
nak, ami (egészen vagy részben) kimaradt, legfeljebb annyi az érték /suly aranya, mint
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barminek, ami (egészen vagy részben) bekeriilt. Ezért semmilyen bent 16v6 rész kicse-
rélésésével nem jarhatunk jobban, tehat a megoldas optimélis. e

Az egészértéki programozasi feladatnal kicsit altalanosabb a vegyes programo-
zasi feladat, ahol nem feltétleniil az Gsszes valtozonak kell egészértékiinek lenni:

max{cx +dz: Ax+ Bz <bx € Z™ z € R™}.

Példa: Szolgaltato-elhelyezési feladat

Adott m db iigyfél, és n db lehetséges szolgaltatohely. Minden iigyfélnek egységnyi
igénye van, ezt megoszthatjuk tobb szolgaltatohely kozott.

cij: i-edik tligytél kiszolgdlasanak koltsége a j-edik szolgaltatohelyrdl.
fj: j-edik szolgaltatohely megnyitasanak koltsége
u;: j-edik szolgéltatohely kapacitasa

Ez a feladat is NP-nehéz. Vegyes programozasi feladatként gy tudjuk felirni, hogy
minden szolgaltatohelyhez bevezetiink egy binaris valtozot (y;), ami azt ,donti el”, hogy
megnyitjuk-e a szolgaltatohelyet:

min > (fiy; + Y cijv;)
j=1 i=1

0<uz; <y, ie{l,....m}, je{l,...,n}
ij{O,l} je{l,...,n}

injzl iE{l,...,m}
j=1

injgujyj je{l,...,n}.
i=1

Eszrevétel. Ha rogzitjik, hogy melyik szolgdltatohelyeket nyitjuk meg, akkor az op-
timdlis tugyfél-hozzdrendelés feladatdban a feltételi mdtriz TU, tehdt egész kapacitdsok
esetén a szolgdltato-elhelyezési feladatnak van olyan optimdlis megolddsa, ahol minden
tgyfelet 1 szolgdltatohoz rendeliink.

Ha egy egészértékd programozasi feladatot meg akarunk oldani, akkor tulajdon-
képpen egy poliéder egész pontjainak konvex burkin akarunk egy linearis célfiiggvényt
maximalizilni.

Definicié. Legyen P poliéder, P C R™. Ekkor P; = konv(PNZ") a P egész pontjainak
konvex burka.

Megjegyzés. Ha P leirdasdban irraciondlis egyiitthatok is szerepelhetnek, akkor az
egész pontok konvex burka nem lesz mindig poliéder. Példaul 2-dimenzioban: Legyen
P = {(zy,23) : 21 > 1,29 > /52, }. Ekkor az egész pontok konvex burkanak végtelen
sok csticsa lesz. Példaul: (1,3), (4,9), (8, 18), sth.
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Az irracionalis meredekségii egyeneshez tetszélegesen kozel tudunk egész pontot
talalni. (4,9) kozelebb van, mint (1,3), de (8,18) mar kiézelebb van, mint (4,9), és
igy tovabb, egyre kozelebb keriiliink, és kézben mindig j csticsokat definidlunk, ezaltal

végtelen sok csticsot kapunk. Marpedig egy poliédernek csak véges sok csticsa lehet.
T 2 1

7.1.1. Tétel (Meyer). Ha P raciondlis poliéder (azaz megadhato raciondlis egyiitthatos
linedris egyenldtlenségrendszerrel), akkor Pr poliéder.

Bizonyitas. Ha P korlatos, akkor P; véges sok pont konvex burka, tehat poliéder. Az
tehat az érdekes eset, amikor P nem korlatos. Ekkor a tétel szerint P = Q + C,
ahol @) egy raciondlis politop (korlatos poliéder), és C' egy végesen generalt racionalis
kap. A C kapot véges sok egész vektor is generdlja, legyenek ezek g1, ..., gp. Tekintsiik
a kovetkezd ponthalmazt, ami politop, hiszen k darab szakasz vektor-osszege (lasd

gyakorlat):
k
D= {Z)\igi: 0<MN<1 (z':l,...,k;)}.
i=1

Belatjuk, hogy P; = (Q + D); + C. Ez elég a tétel bizonyitasahoz, hiszen @ + D
korlatos, tehat (Q + D) poliéder, és igy (Q + D); + C'is.

Egyik irany: P; C (Q+D);+C. Mivel (Q+ D);+ C konvex halmaz, elég belatni,
hogy P minden egész p pontja benne van. Legyen tehat p € P NZ".

A tétel szerint p felirhato ¢ + ¢ alakban, ahol ¢ € Q,c € C. Ekkor léteznek
olyan nemnegativ pu,; egyiitthatok, melyekkel:

k k

p=ate=q+ Y pgi=(a+ Y (= Lwil)a) + D luilg = (g +d) +¢.

i=1 i=1

Itt d € D és ¢ € C nyilvanvaloan teljesiil, tovabba g + d egész, mivel ¢+d =p— ¢,
azaz elall két egész vektor kiilonbségeként. Igy p tényleg benne van (Q + D)+ C-ben.
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Masik irany: P; O (Q + D); + C. Nyilvan Q + D C P, igy
(Q+D)+CCP+C=P+Cr

TetszGleges X és Y halmazokra igaz, hogy konv(X) + konv(Y) C konv(X +Y). Ezt
hasznalva:

Pr+Cr Ckonv((PNZ") 4+ (CNZ") C(P+C); = Fr.

Megjegyzés. Ugyan P; is poliéder, de lehet, hogy sokkal bonyolultabb, mint P, sokkal
tobb cstcsa van. Példaul induljunk ki a kovetkezé kapbol: {x; > 0,29 > 0}. Itt az
origd benne van P;-ben. Valasszunk az zo = 0 egyenesen tetszGleges egész v, pontot,
majd ,forgassuk el” az x; > 0 félsikot a v; koriil gy, hogy az orig6 benne legyen,
de az Gjonnan bekeriilt részben ne legyenek egész pontok, és a meredekség racionélis
maradjon. Keressiink egy tjabb egész pontot az 1j hatarold egyenesen, és folytassuk
az eljarast.

Ezzel az eljarassal tetszéleges N pozitiv egész szamra le tudunk gyartani olyan egy-
csucsu poliédert, ahol az egész pontok konvex burkanak N csiicsa van, és mindezt mar
2 dimenzidban is megtehetjiik.

,\,\_)l‘ '\/‘—)‘

A tovabbiakban olyan algoritmusokat ismertetiink, amikkel egészértékii programo-
zasi feladatokat lehet tobbé-kevésbé hatékonyan megoldani.

7.2. Vagosikos eljaras

Célunk a max{czr : Az < b,z € Z"} optimalizalési feladat megoldasa. Legyen P =
{r e R": Az < b}.

Altalanos vagosikos algoritmus
1. Oldjuk meg a max{cx : x € P} feladatot (példaul szimplex modszerrel)
2. Ha az z* optimélis megoldés egész, akkor kész vagyunk.

3. Ha x* nem egész, akkor keressiink olyan ax < [ egyenlGtlenséget, amire ax* > f3,
de ax < fVre PNZ"

4. Legyen P := PN{x:axr <}, és lépjiink az 1. pontra.

www.tankonyvtar.hu (© Frank Andras és Kirdly Tamas, ELTE


http://www.tankonyvtar.hu

7. fejezet. Egészértékii linearis programozas 157

Megjegyzés. A fenti algoritmus ebben a formadban nem feltétleniil véges, még két
dimenziéban sem. A masik probléma, hogy hogyan taldlunk az algoritmus 3. pontjaban
egy megfelel axr < (3 egyenlGtlenséget. Erre ad megoldast (kicsit méas alaku feladatnal)
Gomory modszere.

7.2.1. Gomory-vagas

Legyen a feladat max{cz : Az = b,z > 0,2 € Z"}. Tudjuk, hogy max{cz : Az =
b,z > 0} megoldhato szimplex modszerrel. Legyen B az igy kapott optimalis bazis.
Hasznaljuk a korabbi jelslést: z, A, b.

Tegyiik fel, hogy T nem egész: 7, ¢ Z valamilyen ¢ € B indexre. Tudjuk, hogy
ha z, az r-edik sorhoz tartozé bézisvaltozo, akkor z, = b.. Az r-edik sor egyenlete az

Az = b egyenletrendszerben:
g+ Z a,jr; = b, — érvényes egyenlet minden megoldasra.
jEN

Az egyenletbdl kaphatunk egy érvényes egyenlGtlenséget, kihasznalva, hogy minden
megoldas nemnegativ:

T4+ Z |a@,;]x; < b, — érvényes egyenlStlenség minden megoldésra.
jEN
Egészértékd megoldas esetén a baloldal egész, tehat a jobboldalt is kerekithetjiik:
xq + ZL%J z; < |b.] - érvényes egyenlStlenség minden egész megoldasra.
jJEN

Eszrevétel. Az & megolddsra nem teljesil az eqyenlétlenség, mert Tg = b, > |b.] és
Z; = 0Vy € N. Tehdt kaptunk egy olyan egyenldtlenséget, ami minden egész megolddsra
érvényes, de az T megolddsra nem, igy ezt haszndlhatjuk a vdgosikos algoritmus 3.
pontjdban.

Megjegyzés. Megfelel6 megvaldsitas esetén a Gomory vagasokkal véges algoritmust
kapunk. Azonban az algoritmus még igy is lehet nagyon lasst.

Egy lehetséges gyorsitas, ha olyan vagast probalunk talalni, ami a ,lehet6 legjobb”
olyan értelemben, hogy az egész pontok konvex burkdnak egy lapjat hatarozza meg.
A probléma az, hogy ezt a konvex burkot nem ismerjik, igy a lapjait sem tudjuk
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meghatarozni. Ez azonban nem zarja ki, hogy néhany lapjat a feladat strukturajabol
adodoan ismerjiik, és azokkal probalkozzunk.

Tehat ha ismerjiik a konvex burok lapjainak egy részét, akkor amint az LP-re
optimélis megoldast talalunk, megnézziik, hogy van-e a lapok kozott olyan, amit a
talalt optimum nem teljesit (ez persze nehéznek tiinik, ha exponencialisan sok lapot
ismeriink, de néha még akkor is megoldhato!) Ha taldlunk ilyet, akkor ezt a lapot
hozzavessziik a feladathoz, és ismételjiik az eljarast.

Binaris hatizsak-feladat

Nézziink egy binaris hatizsak-feladatot, ahol b > a1 > ay > --- > a,. Vegylink egy
olyan {ji,...,Jx} indexhalmazt (j; < jo < -+ < ji), amire a kovetkezs négy feltétel
teljesiil:

k
1. Zi:l aj, > b,
k—1
N Zi:l a’ji S b?

. Ha jl 7é 17 akkor a1 + 2513 a;, S b,

[\]

w

W

CHaj>j ésjé¢{j1,...,0)} akkor a; + 3.5 ,a;, <b.

7.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha nem fér be az dsszes tdargy a hdtizsdkba, akkor
mandig létezik ilyen indexhalmaz, és a Zj<j1 xj + Zle xj, < k —1 egyenldtlenség az
egész megolddsok konver burkdnak lapjdat hatdrozza meg. (Tipp: probdljunk n darab
affin figgetlen megolddst mutatni, ami ezt az egyenldtlenséget egyenldséggel teljesiti!)

Utaz6 ligynok feladat

Adott n varos, és barmely kettd kozott a tavolsdg. Az utazd {igynok szeretné a legro-
videbb olyan korsétat megtaldlni, ami minden varost pontosan egyszer érint. Megen-
gedett megoldéasai tehat az n pontu teljes graf Hamilton korei, és ezek koziil szeretné
a legrovidebbet kivalasztani. Jelolje c(uv) az u és v varosok tavolsagat, és legyen V az
Osszes varos halmaza.

Els6 probéalkozasként tekintsiik a kdvetkezG binaris feladatot:

min cx

d,(v)=2 YveV
z € {0, 1}(3)
A Hamilton-kérok ugyan megoldasok, de sajnos tobb diszjunkt kor uni6ja is lehet
megoldés, ha egylitt az Osszes varost tartalmazzidk. Ezért még hozza kell venni az
Osszefliggbséget biztositod egyenlétlenségeket:

d,(U)>2 YU CV, U9
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Ennek a megoldasai mar kizarolag a Hamilton-korok. A feladat LP relaxaltja:

min cx (7.1)
d:(v) =2 YveV (7.2)
0<z<1 (7.3)
d,(U)>2 YUCV, U (7.4)

Legyen P a (7.2), (7.3), (7.4) egyenlStlenségeket kielégit vektorok halmaza. Ekkor
Pr a Hamilton korék karakterisztikus vektorainak a konvex burka.

Megjegyzés. A poliéder nem fiigg a sulyfiiggvénytsl, minden n-re egy poliéderiink
van. A (7.2) egyenletek egy olyan hipersikot hataroznak meg, ami tartalmazza a P
poliédert.

Ha a vagosikos eljarast akarjuk alkalmazni, mar az elején egy probléméba iitkoziink:
a tipusi egyenlStlenségekbdl exponencialisan sok van, ezért a szimplex modszer-
ben exponencialis méretd matrixokkal kellene dolgozni, ami tul lassi. Ezért mar az LP
relaxacio megoldasahoz is egy vagosikos eljarast hasznalunk, a kévetkezdképpen:

Keressiik meg az optimélis olyan vektort, ami a , feltételeket teljesiti.
Legyen ez x*.

7.2. Feladat. Mutassuk meg, hogy n — 1 mazimdlis folyam kereséssel eldonthetd, hogy
x* teljesiti-e az dsszes tipusi egyenldtleséget, és ha nem, taldlhato eqy olyan, amit
nem teljesit.

A feladat alapjan el tudjuk donteni, hogy x* optimélis megoldasa-e az LP relaxa-
cionak, és ha nem, taldlunk egy egyenl6tlenséget, amit nem teljesit. Ezt hozzévéve az
eddigiekhez ujra megoldjuk az LP-t, és ezt addig folytatjuk, amig a (7.4) feltételek nem
teljesiilnek.

Megjegyzés. Ha a végén kapott megoldas nem egész, akkor alkalmazhatunk Gomory
vagast, vagy korlatozas és szétvalasztast (lasd késsbb).
7.3. Dinamikus programozasi algoritmusok

Dinamikus programozast olyan feldatok megoldasanél hasznalhatunk, ahol a megoldas
elgallithato egyszertibb részfeladatok megoldasa segitségével. A dinamikus programo-
zas lényege, hogy egy bizonyos részfeladatot csak egyszer oldunk meg, és a megoldéast
taroljuk, igy ezt a megoldéast a nagyobb részfeladatok megoldasahoz mar tovabbi sza-
molas nélkiil hasznalhatjuk.

7.3.1. Binaris hatizsakfeladat
Legyen k € {1,...,n}, d € {0,...,b}. Definidljuk a kivetkezo fiiggvényt:

k k
fr(d) = max{z CjT; Zajxj <d, x € {0,1}*}.
j=1 j=1

(© Frank Andras és Kirdly Tamas, ELTE www.tankonyvtar.hu


http://www.tankonyvtar.hu

160 Operacickutatas jegyzet

Latjuk, hogy f,(b) lesz az eredeti binaris hatizsakfeladat optimumeértéke.
Legyen fy(d) = 0 minden d € {0,...,b} értékre. Irjunk fel rekurziv képletet fi(d)
értékére, ha k > 1:

d) — fk_1<d), ha ap > d
fild) = max{ fr_1(d), fe_1(d — ax) + cx}, ha ap, < d

Algoritmus

for k=1...n
for d=0...b
do { szamoljuk ki fx(d) -t a fenti képlettel}

Ez a dinamikus programozasi algoritmus O(nb) lépésben kiszamolja az optimumeér-

téket. Megjegyzendd, hogy ez nem polinomidlis futési id6, hiszen az input mérete
O(nlogh).
Az optimélis megoldést a kovetkezSképpen kapjuk:

) _{o, ha f,(b) = focr (D) 1)
T L ha fulb) = fua(b— )t (2)

Tn_1,-.--,r1-et pedig esetszétvalasztassal kapjuk:

e Ha az (1) eset kovetkezik be, akkor

{0 fua(b) = fua®)
n—1 - 17 ha fn_l(b) = fn—Q(b — an—l) + ¢

e Ha a (2) eset kovetkezik be, akkor

T R 07 ha fnfl(b - (Zn) = fn72(b - an)
n—1 = Lha f,1(b—ay) = foo2(b—an, —an_1)+cp

Igy folytatjuk, amig x1-et el nem érjiik.

7.3.2. Nemnegativ matrixi egészértéki feladat

Most a fentihez hasonl6 dinamikus programozasi algoritmust adunk t6bb egyenlGtlenség
esetén. Legyen a feladatunk

max{cr : Az <b,x >0,z € Z"},

ahol A, b, c nemnegativ és egész.
Adott k € {1,...,n} szam és 0 < d < b egész vektor esetén legyen

k k
fr(d) = max{z CjT; Zaijxj <d; (i=1,...,m), x > 0}.
j=1 j=1
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Definialjuk ezen kiviil fo(d)-t 0-nak minden 0 < d < b-re. A kovetkezs rekurzioval
lehet k > 1-re és 0 < d < b-re kiszamolni a fiiggvényértékeket (fontos eltérés a binaris
hatizsakfeladathoz képest, hogy a maximumban fi.(d — a ) szerepel):

fu(d) = Je—1(d) ha valamilyen i-re a;;, > d;,
' max{fi—1(d). fi(d —ax) + ) haay <d

Az fi(d) értékeket k szerint névekvd sorrendben, azon beliil d szerint lexikografiku-
san novekvd sorrendben szamoljuk ki. Az optimumeértéket f,,(b) adja meg. A lépésszam
O(n]Ii~,(b; + 1)), ami sajnos a legtobb feladatnal nagyon lasst algoritmust ad, de ha
b kicsi, akkor hasznélhato.

7.4. Korlatozas és szétvalasztas

Tekintsiik a kovetkezd alaki feladatot:

max cx (7.5)
Az <b (7.6)
T egész, 7.7)

ahol A, b, c egészek. A korldtozds és szétvdlasztds modszerének alapgondolata az, hogy
a feladatot szétvalasztjuk részfeladatokra tgy, hogy az eredeti feladat megengedett
megoldasainak halmaza a részfeladatok megengedett megoldas-halmazainak diszjunkt
uni6ja legyen. Ekkor az eredeti feladat optimum-értéke megegyezik a részfeladatok
optimum-értékeinek maximuméval. Az egyes részfeladatokat tovabbi részfeladatokra
lehet szétbontani, igy a vizsgalt feladatok egy fat alkotnak, aminek gyOkerében az
eredeti feladat talalhato.

A részfeladatok relevanciajanak vizsgalatahoz van sziikség a korldtozdsra. A korla-
tozés azt jelenti, hogy minden részfeladatnal felss (és esetleg also) korlatot szamolunk
az optimum értékére. Amennyiben egy részfeladatra vonatkozo felss korlat kisebb mint
egy mar ismert als6 korlat, akkor azzal a részfeladattal nem kell tovabb foglalkozni, t6-
rolhetjiik a fabol.

LP alapi korldtozds és szétvdlasztdsrol akkor beszéliink, ha a felsé korlatokat az LP
relaxalt optimuma adja, a szétvalasztas pedig linedris egyenl6tlenségek hozzdadasaval
torténik.

Az algoritmus mitikodése:
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A részfeladatokra osztas soran kihagyunk részeket a feladat terébdl, de csak olya-
nokat, amikben nincsenek egész pontok. A tovabbiakban a legegyszeriibb LP alapu
altalanos algoritmust irjuk le. Legyen P = {z € R" : Az < b}. A részfeladataink
mindig max{cz : x € P'NZ"} alaktak lesznek, ahol P’ C P poliéder. Jelolések:

e u(P') =max{cz: x € P'}. Ez fels6 korlat a részfeladat optimumértékére.

e 2*(P') a max{cx : = € P'} feladat egy optimalis bazismegoldasa. Ez kiszamol-
hato szimplex modszerrel.

e 1*: az eddig talalt legjobb egész megoldas

e [: az eddig talalt legjobb egész megoldas célfiiggvényértéke, illetve —oo ha még
nem talaltunk egész megoldast.

e F: A feldolgozando poliéderek listaja.
Az algoritmus inicializdlasa: F = {P}, és L = —oo. Egy altalanos lépés a kovetkezs:

1. Ha F iires: kész vagyunk. Kiilonben az F listarol kivalasztunk egy P’ feladatot,
és kiszamoljuk az u(P’) értéket.

2. Ha u(P’) nem létezik, mert az LP relaxalt nem megoldhato: toroljik P'-t F-bal.
3. Ha u(P’") < L: toroljiikk P'-t F-bol.
4. Ha u(P') > L és a*(P’) egész: a* := z*(P’), és L := u(P’). Toroljiikk P'-t F-bsl.

5. Ha u(P’) > L és z*(P’) nem egész: valasszunk egy olyan j indexet, amire z*(P’)
j-edik komponense egy nem egész a szam. Legyen Pl = P'N{z € R" : z; < |a]},
és Py =P N{z eR": z; > [a]}. Tordljik P'-t F-bol, és adjuk hozza Pj-et és
Pj-t F-hez.

7.4.1. Allitas. Ha P korldtos, akkor az algoritmus véges sok lépésben taldl egy optimdlis
megolddst.

Bizonyitas. Mivel P korlatos, létezik olyan N szam, hogy tetszéleges x € P-re és
g €{l,...,n}re |z;] < N. Az algoritmus futdsa alapjan felépithetiink egy gyGkeres
binaris fat, amelynek minden cstcsa egy feldolgozott poliédernek felel meg (a gyokér
P-nek) és az egyes elagazasok a szétvalasztasoknak.
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Tekintsiink a fAban egy tetszéleges utat a gykérbdl egy levélbe! Egy adott x; valto-
76 szerint ezen az tuton legfeljebb 2N szétvalasztas lehet, mert minden szétvalasztasnal
egy 1 hosszt nyilt intervallum kimarad az x; lehetséges értékei koziil. Igy minden ilyen
ut legfeljebb 2n N hosszt, amibdl kovetkezik, hogy az algoritmus véges sok lépésben
véget ér.

Az optimalis megoldds P-ben van, és ha az algoritmus egy adott szétvalasztasi
lépésénél P’-ben ott van, akkor vagy P{-ben vagy Pi-ben is ott van. Tehat a fenti fa
valamelyik leveléhez tartozo poliéderben van az optiméalis megoldas. Mivel egy levélben
nem valasztunk szét, ezért ott meg is taladljuk. Tehat az algoritmus mindenképpen
megtalalja az optimalis megoldast. e

Korlatozas és szétvalasztas algoritmusa a binaris hatizsak feladatra

Ha binaris hatizsakfeladatra futtatjuk a fenti algoritmust, az algoritmusban szerepld
poliéderek mindig a kovetkezé alakuak lesznek:

P(Jo,J1) ={0<2<1:) az;<b x;=0haje€ fy, z;=1haje .S}
j=1

A max{cx : x € P(Jy, J;)} feladat nagyon egyszertien megoldhaté a moho algoritmus-
sal:

e Rakjuk a nem (Jy U Jy)-beli Valtozokat szermt csokkend sorrendbe.
o Azelejen d=0— 3, ; a; - ennyi még belefér a hatizsikba.

e Ha j; az elsé index a fenti sorrendben, akkor legyen z;, = min{l,-%}, és le-
J1

gyen d := d — aj,xj. Majd vegyiik a kovetkez6t a sorrend szerint, és ugyanigy
folytassuk.

Megjegyzés. Ha egy valtozo értéke nem 1, hanem , akkor az utédna kovetkezs Gsszes

tobbi valtoz6 értéke 0 lesz, hiszen a hatizsak megtelt Tehat legfeljebb egyetlen nem
egész érték lesz. Ezért mindig egyértelmi, melyik valtozo szerint kell szétvalasztani.

Az algoritmust érdemes kiegésziteni azzal, hogy ha egy adott lépésben az x; valtozo
szerint valasztunk szét, akkor az optimalis tort megoldasban x;-t 0-ra modositva egy
megengedett egész megoldast kapunk. Ha ez jobb, mint az eddig talalt legjobb x*
megoldés, akkor lecserélhetjiik x*-ot erre.

7.5. Kozelité algoritmusok

7.5.1. Minimalis lefogé csticshalmaz

Adott egy G = (V, F) iranyitatlan graf. Cstcsok egy U C V halmaza lefogd cstics-
halmaz, ha minden élnek legaldbb egyik végpontjat tartalmazza. A minimalis méreti
lefog6 csicshalmaz megkeresése NP-nehéz feladat. Most két algoritmust ismertetiink
lefog6 csiicshalmaz keresésére, amik nagyon gyorsak, de nem feltétleniil szolgaltatnak
optimélis megoldast.
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1. Algoritmus (moho)
Kezdetben legyen U = ().

1. Valasszunk maximélis foku cstcsot a grafban. Legyen ez v.

2. Legyen U := U U {v}, és a G grafbol hagyjuk ki a v cstcsot és az Osszes ra
illeszkedd élt.

3. Ha nem marad él, akkor kész vagyunk, U a lefog6 csiicshalmaz. Kiilonben 1épjiink
az 1. pontra.

Megjegyzés. A fenti algoritmus nem feltétlentl talal optimalis megoldast. Példaul:

Az algoritmusunk egy lehetésges futésa viszont a kovetkezd:
¢
|

. e o o ° o ' ° o
| Lo
IR R R
\@// o '

2. Algoritmus (parositd)
Kezdetben legyen U = ().

1. Valasszunk egy tetszéleges uv élt a grafban.

2. Legyen U :=U U {u} U {v}

3. A G grafbol hagyjuk ki ezt a két csiicsot, és az Osszes rajuk illeszkeds élt.

4. Ha nem marad él, akkor kész vagyunk. U a lefogd cstucshalmaz. Kiilonben lépjiink
az 1. pontra.

Megjegyzés. A parosité algoritmus nem tiinik tul j6 megoldasnak, mivel feleslegesen
két csicsot is bevesz lépésenként a lefogd csticshalmazba. Az elbbi példara rosszabban
teljesit, mint a mohd algoritmuS'

® @ @ ©®
W ple ol e

Els6re nem is konnyt olyan példat talélni, ahol a parosito algoritmus jobban teljesit,
mint a moh6. Azonban megmutatjuk, hogy bizonyos szempontbol a parosité szamit a
jobb algoritmusnak. Ehhez bevezetjiik az a-kozelités fogalmat:

Definicié. Egy minimalizalasi feladatra egy algoritmus a-ko6zelit6, ha tetszéleges in-
putra az output értéke legfeljebb a-szorosa az optimaélisnak.
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7.5.1. Allitas. A pdrosité algoritmus 2-kizelitd.

Bizonyitas. Legyen F' az algoritmus soran kivéalasztott élek halmaza. F' fiiggetlen
élekbdl all, tehat egy parositas. Ekkor |U,,| > |F|, mivel az optimalis lefogo csticshal-
maz lefogja F éleit. Masrészt: |U| = 2|F|. Tehat |Uyp| > 3|U]|. o

7.5.2. Allitas. A mohd algoritmus nem 2-kizelité.

Bizonyitas. Definidlunk egy G = (A, B; F) péaros grafot. Az A osztélyban 60 csiics
van, mind 5 fokti. A B osztalyban 12 db 5 foka, 15 db 4 foku, 20 db 3 foka, 30 db 2
foku, és 60 db 1 foku. Minden ¢ € {1,...,5}-re a B-beli i fokiak szomszédsagai A egy
particiojat adjak (hogy pontosan melyik particiojat, az mindegy).

A moho algoritmus lefuthat tgy, hogy a teljes B halmazt valasztja ki lefogd cstics-
halmaznak. Méasrészt A is lefogo csiicshalmaz, tehat mivel |B| > 2| A|, ez nem 2-kézelitd
algoritmus. (Hasonlo konstrukcioval az is belathato, hogy a moho algoritmus semmi-
lyen a-ra nem lesz a-kozelits.) e

Megjegyzés. Erdekes modon nem ismert o < 2-re a-kozelits polinomialis futasi idejt
algoritmus erre a feladatra, tehat ilyen értelemben a parositd algoritmus a ,legjobb
ismert”. Persze az algoritmus nyilvanvaloéan javithato, példaul ha a végén a felesleges
cstcsokat toroljiik, de ettél nem kapunk garantaltan 2-nél jobb kozelitést.

7.5.1. Tétel (Dinur és Safra, 2005). Ha P # NP, akkor semmilyen o < 1.3607-
re nincs a-kozelitd polinomidlis algoritmus a minimdlis lefogo csicshalmaz feladatra.
(Bizonyitds nélkil)

7.5.2. Minimalis koltségt lefog6 csticshalmaz

Legyen G = (V, E) iranyitatlan graf, és ¢ € RK koltségfiiggvény. A minimalis koltségi
lefogé csticshalmaz feladatban olyan U lefogd csticshalmazt keresiink, amire ) ¢,
minimalis.

A kovetkezSkben erre a feladatra adunk egy 2-koézelité algoritmust, ami a parosito
algoritmus altalanositasnak tekinthets. Irjuk fel a feladatot egészértékd programozasi
feladatként:

min cx
Ty + X, > 1 Yuv € B
z € {0,1}V

A feladat LP-relaxaltja:

min cx
Ty + 2, 2> 1 Yuv € B
x € RK
Megjegyzés. Azért nem vettiik hozza az © < 1 feltételt, mert felesleges: az 1-nél

nagyobb értékek lecsokkenthet6k 1-re a feltételek megsértése nélkiil, és a koltség csak
csokkenhet.
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Nézziik az LP-relaxalt dualisat:

ecE
Z Yur < Cy YveV
wuveEE
y € RY

Primal-dual algoritmus

Minden lépésben lesz egy U C V csiicshalmazunk, egy y duélis megoldas. Kezdetben
legyen U =0, y=0, ' = E.

1. Valasszunk tetsz6leges uv € E’' élt.

2. Emeljiik meg y,,-t annyira, hogy u-nal vagy v-nél a dudl egyenl&tlenség teljestiljon
egyenlGséggel — el6fordulhat, hogy az egyenlGség mindkettére teljesiil.

3. U-hoz vegyiik hozz4 u és v koziil azt, amelyiknél egyenléség van — ha mindkettonél
egyenlGség van, akkor mindkettst. Toroljik E'-bdl a lefogott éleket.

4. Ha E’ = (), akkor kész vagyunk, U a lefog6 csiicshalmaz. Kiilonben lépjiink az 1.
pontra.

Megjegyzés. Az y,, emelése csak az u-hoz és v-hez tartozé duél egyenlGtlenségek tel-
jesiilését befolyasolja, a tobbit nem. Ezért y végig duil megengedett megoldés marad.
Konnyen lathato, hogy ha minden csiics kdltsége 1, akkor pont a parositoé algoritmust
kapjuk.

7.5.3. Allitas. A fenti primdl-dudl algoritmus 2-kizelitd.

Bizonyitas. Vezessiink be 7 € RY segédvéltozokat. Kezdetben legyen 7 = 0. Az
algoritmus soran, amikor y,,-t megemeljiik 0-val, noveljiikk meg 7(u)-t és mw(v)-t is J-
val.

Az algoritmus befejezésekor > _, m(v) = 2 _pve. Masrészt, amikor v bekeriil
U-ba, akkor 7(v) = c(v), és ez késébb sem véltozik. Tehat > _,c, < > o 7(v),
amibdl

Y <2y ye < 20PTp<20PTip

uel e€E  gvenge dualitas

Megjegyzés. Valojaban tébbet bizonyitottunk, mint amit a tétel allit: a kapott meg-
oldés koltsége legfeljebb kétszerese az LP-relaxalt optimum-értékének.

www.tankonyvtar.hu (© Frank Andras és Kirdly Tamas, ELTE


http://www.tankonyvtar.hu

8. fejezet

Konvex optimalizalas

8.1. Konvex halmazok

8.1.1. Alaptulajdonsagok

A konvex halmaz, konvex burok és konvex kiap fogalmat mar definialtuk a
fejezetben. Egy X C R™ halmaz konvex burkat konv(X) jeloli.

8.1.1. Allitas. Konvex halmazok metszete konvez, akdr végtelen soké is.

Bizonyitas. Legyen C' = NC;, x,y € C. Ekkor x,y € C; minden i-re. Tehat
0<A<Ilredr+(1-ANyeC;Vi=€cC. e

Az affin burok definicioja is szerepelt mar a [2.1] fejezetben, itt most megismételjiik
és 1 jeloléseket is bevezetiink.

Definici6. Az x4,...,z, € R" vektorok egy affin kombinacidja egy olyan vektor,
ami el6all Zle Aix; alakban, ahol Zle A = 1. Egy X C R” halmaz affin burka
az Osszes olyan vektorbol all, ami X véges sok elemének affin kombinacioja. Ez egy
affin altér, jelolése: aff(X). Az affin burok linearis eltoltjat lin(X) jeloli. Az X hal-
maz dimenzidja: dim(X) := dim(lin(X)) (az altér dimenziojat mar definialtuk a
fejezetben).

8.1.2. Allitas. Konver C-re aff(C) = {px + (1 — p)y : 2,y € C, u € R}.

Bizonyitas. Legyen zq,...,2, € C, z = Zle pixi, ahol Y pu; = 1. Be kell latnunk,
hogy z el6all pxz + (1 — p)y alakban, ahol z,y € C. Ha u; > 0 (i = 1,...,k), akkor
z € C' és kész vagyunk.

Legyen po =23, ~oMlis T =2, <0 %xz Ekkor z konvex kombinécio, tehat x € C.
Legyen y = >, . 14w € C. Ekkor z = px + (1—p)y. e

Minden poliéder konvex halmaz, hiszen konvex halmazok (félterek) metszete. A
kovetkez6kben azt vizsgiljuk, hogy poliéderek oldalainak mi a megfelel§je altalanos

konvex halmazok esetében.

Definici6é. Egy F C C halmaz extremadlis halmaza a C' konvex halmaznak, ha F
konvex, és teljesiil, hogy ha z,y € C-re és 0 < A < l-re Az + (1—\)y € E, akkor x € F
és y € E. Azaz: ha egy C-beli szakasz egy belsé pontja benne van E-ben, akkor az
egész szakasz benne van.
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8.1.3. Allitas. Ha max{wz : x € C} megoldhatd, akkor az optimdlis megolddsok
halmaza extremdlis halmaz.

Bizonyitas. Legyen S az optimélis megoldasok halmaza, o pedig az optimumérték.
El6szor belatjuk, hogy S konvex: ha z,y € S, akkor wxr = wy = «, tehat w( Az + (1 —

Ay) = o
Legyen most z € S, z = Ax+ (1 =Ny, ahol 0 < A < 1, és x,y € C. Be kell latnunk,
hogy x,y € S.

a=wz=Awr +(1 - wy <da+(1-Na=a.

<a <«
Egyenléség csak akkor lehet, ha wxr = « és wy = o, azaz x,y € S. o

Példa. Henger extremalis halmazai:

0 dimenzios extremélis halmaz elemei (extremalis pontok): a két korlap hatarpont-
jai;

1 dimenzi6s extremalis halmazok: a henger alkotoi;
2 dimenzi6s extremélis halmazok: a két korlap;
3 dimenzios extremalis halmazok: az egész henger.

Tehat még kompakt konvex halmazokra sem teljesiil az a tulajdonsag, ami poliéderek
oldalaira igaz, hogy ¢ dimenzios extrém halmaz mindig része egy ¢ + 1 dimenziosnak.
Azonban az oldalak néhany fontos tulajdonsaga altalanosithaté extremalis halmazokra.

8.1.4. Allitas. Ha E extremdlis halmaza C-nek, akkor E = aff(E) N C.

Bizonyitas. Legyen z € aff(E) N C. Ekkor z = pz + (1 — pu)y, ahol z,y € E. Ha
0 < u <1, akkor az E konvexitdsa miatt z € E és kész vagyunk. Ha p > 1, akkor

r=2% 2 481 4  Mivelye Eés E C C, ezért y € C, tovabba mivel x € E, és E
N o
€C €E

extremalis halmaz, ezért z € E. o

Megjegyzés. Ha F,, Fy extremalis C-ben és E ; Es, akkor E) extremélis halmaza
FEs-nek.

8.1.5. Allitas. Ha FE,, Ey extremdlis halmazai C-nek és E, ;Cé Es,, akkor dim(E,) <

Bizonyitas. Mivel F; extremdlis halmaza FEs-nek, ezért E; = aff(E;) N Es, tehat
aff(Ey) G aff(E,), emiatt dim(E,;) < dim(E,). e
8.1.6. Allitas. Ha E, extremdlis halmaza C-nek, és Fy extremdlis halmaza E:-nek,

akkor Ey extremdlis halmaza C-nek.

Bizonyitas. Legyen z,y € C, 0 < A< 1, z = Az + (1 — Ay € E,. Ekkor z € Fj,
mert Fy C E;. E; extremalis C-ben, emiatt x,y € E;. Tovabba z € E,, E, extremalis
Ei-ben, emiatt x,y € Fs. o
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8.1.1. Tétel (Minkowski, bizonyitas nélkiil). Ha C korldtos és zdrt konvex halmaz,
akkor C az extrém pontjainak konver burka.

Definicié. A konvex kiip fogalmat mar definidltuk a fejezetben: olyan részhal-
maza R"-nek, ami zart a nemnegativ szammal valo szorzasra és az Osszeadasra. Egy
konvex kup csiicsos, ha a 0 extremalis pontja.

8.1.7. Allitas. C konvex kip csicsos < nem tartalmaz eqydimenzids linedris alteret.

Bizonyitas. =: Ha tartalmaz {ux : p € R} egyenest, akkor z € C, —z € C, tehat 0
nem extremaélis pontja.

<: Ha 0 nem extremaélis, akkor létezik z,y € C'és 0 < A < 1, amire Az+(1—-\)y = 0,
tehat az z-et és y-t Osszekots egyenes egydimenzios lineéris altér C-ben. o

Definicié (Megengedett iranyok kupja). Legyen C konvex halmaz, z € C. Ekkor a
megengedett iranyok kipja z-ben

KCz)={reR":3>0,24+0x € CV0<<e}
8.1.8. Allitas. K(C,z) konver kip.

Bizonyitas. Legyen z,y € K(C,z). Az z-hez tartozo e-t jeloljiik e,-el, az y-hoz
tartozot pedig e,-al. Legyen ¢ = min{e,, e, }. Legyen tovabba ¢ < e. Ekkor

z+0Ax+(1=Ny)=Az+0x)+ (1 =N (z+dy) = z+ Az + (1 —Ny) € C.
eC eC

8.1.9. Allitas. K(C,z) csiicsos < z extremdlis pontja C-nek.

Bizonyitas. Ha z nem extremdlis pont, akkor bels§ pontja egy [z,y| szakasznak, és
(x—2) € K(C,z2), (y—=z2) € K(C, z), tehat tartalmaz 0-n atmend egyenest. Ha viszont
K(C,z) tartalmaz 0-n atmend, {us : p € R} egyenest, akkor 36, : z + &5 € C,
d09 1 2 — das € C, tehdt z nem extremalis. e

8.1.2. Konvex halmazok szeparacidja

8.1.2. Tétel. Ha C zdrt konvex halmaz, és z ¢ C, akkor van egy egyértelmd z-hez
legkdzelebbi pont C-ben.

Bizonyitas. Legyen p = inf{|jz — z|| : = € C}. Ez véges, és létezik 2% € C sorozat,
amire ||z* — 2|| — u. Ennek van konvergens részsorozata, ami egy x € C ponthoz tart,
tehat ||z — z|| = p.

Ha y € C-re ||y — z|| = u ,akkor pu? < | 2_1

—2H2= —-Hy—xHQ, tehat y = x. o

’ zty
2 4

Definicid (Vetités konvex zart halmazra). A z ¢ C ponthoz legkézelebbi pontot C-ben
a z pont C-re vald vetitésének nevezziik, jelolése mq(z).
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8.1.3. Tétel (Konvex szeparacios tétel). Legyen C zdrt konvex halmaz, és z ¢ C.
Ekkor létezik s € R™ és € > 0: sTa < 572 — € tetszdleges x € C-re.

Bizonyitas. Legyen s = z — ¢ (2), és legyen ¢ = ||s||%. Figyeljiik meg, hogy ha z € C,
akkor (z —mc(2))T (2 —me(2)) <0, hiszen kiilonben az [z, 7¢(z)] szakaszon lenne olyan
pont, ami kdzelebb van z-hez, mint 7o (2). Igy

ste <sTmno(z) =s'2+ 8" (ro(z) —2) =s' 2z — e

8.1. Feladat. Bizonyitsuk be a konvex szepardcids tétel segitségével a Farkas Lemmadt!

8.1.4. Tétel. Legyen C konvexr halmaz, és z ¢ C. FEkkor létezik s € R™ nemnulla
vektor, amire sTx < sTz tetszdleges x € C-re.

Bizonyitas. Jeldlje cI(C) a C halmaz lezartjat. Mivel z ¢ C, létezik z* — 2 sorozat,
amire z¥ ¢ ¢1(C) semmilyen k-ra. Az el6z6 tétel alapjan vannak s* nemnulla vektorok,
amikre (s*)Tz < (sF)T2* tetsz6leges © € C-re. Feltehetjiik, hogy |s*|| = 1 minden k
ra. Legyen s az s* sorozat tetszéSleges torlodasi pontja; errre s7x < sTz tetszéleges

x € (C-re. o

8.1.5. Tétel. Legyenek Cy és Cy diszjunkt konvexr halmazok. Létezik s € R™ nemnulla
vektor, amire sTx < sy tetszdleges x € Cy-re és y € Cy-re.

Bizonyitas. Legyen C' = (] — Cy; ez konvex halmaz, és 0 ¢ C, tehat az el6z8
tétel értelmében létezik s € R™ nemnulla vektor: s’z < 0 tetszéleges z € C-re. Igy
sTe < sTy tetszéleges & € Cy-re és y € Co-re. @

8.2. Konvex fliggvények

Definici6é (Konvex fiiggvény). Legyen C' C R"™ konvex halmaz. Az f : C' — R fliggvény
konvex, ha tetsz6leges z,y € C és 0 < A < lesetén f(Az+ (1 —N)y) < Af(x) + (1 —

N ().

Szemléletesen ezt Ggy is mondhatjuk, hogy teszéleges x,y € C esetén az [x,y]
szakaszon a fiiggvény grafikonja a két végpontot 0sszekots szakasz alatt megy.

8.2.1. Tétel (Jensen egyenl6tlenség). Legyen C konver halmaz, f : C — R kon-
vex fligguény, tovdbbd x,...,x, € C, \; > 0, 1 = 1,...,k, Zle A = 1. FEkkor
FO M) < 0 Nif ().

Bizonyitas. Indukcié k-ra; k = 2-re igaz az allitds a konvexitds definicioja szerint.
Tegyiik fel, hogy k& > 2. Legyen \ = Zf;ll Ai, T = Zf 11 Aig.. Mivel z C-beli pontok
konvex kombinacidja, ezért x € C. Ekkor

PO Na) = Fw M) = FOa+ (1= V) < M (@) + (1= N (o)

f konvex

T
L

>/|3*

= M(

i

zi) + M f (ar) ZAJ‘"% + A f (2x) = ZAm

1 =1

1ndukc10
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Definici6é (Szinthalmaz). D,(f) = {x € C : f(x) < a} az f fiiggvény a-hoz tartozo
szinthalmaza.

8.2.2. Lemma. Ha f konvex, akkor D, konvex tetszéleges a-ra.

Bizonyitas. Legyen z,y € D,, 0 < o < 1. Ekkor

e+ A=Ay = M )+0-a)f(y )<ret+(l-Na=a

f konver  €Pe €Da

Megjegyzés. A lemma forditottja nem igaz: egy fiiggvény minden szinthalmaza kon-
vex # a fliggvény konvex. Az olyan fiiggvényt, aminek minden szinthalmaza konvex,
kvazi-konvexnek nevezziik. Példa:

8.2.3. Lemma. Legyen C' konvex halmaz, és f : C — R. Az f figgvény konvexr <
tetszdleges x,y € C-re a ¢(N\) := f(x+ N y—2x)) fiigguény konvex a [0, 1] intervallumon.

Bizonyitas. <: Legyen z,y € C, 0 < A < 1. Ekkor f(Az + (1 = N)y) = o(1 — \) =

¢<O')\+1'(1—)\))\S//)\@—F(l—A)@:)\f(l')+(1—)\)f(y).
¢ honver = (z) =f(y)

=: Legyen 0 < v <1, A\, Ay € [0,1]. Ekkor

Pvh + (1 =v)X) = f(z + (v + (1 =) A2)(y — 2))
= fwle+ My —2)+ 1 -v)(@+ Ay —2)))
\S/_/ vi(z+ My —2) + (1 —v)f(z+ Xy — 2))
f konvex

= vp(M) + (1 —v)d(As).

Analizis tanulmanyainkbol tudjuk, hogy egy nyilt [ intervallumon értelmezett, foly-
tonosan differencialhat6 ¢ : I — R fiiggvény pontosan akkor konvex, ha ¢'(z) monoton
novs. Ennek az allitasnak egy tobbdimenzios valtozatat bizonyitjuk alabb.

Definici6é. Ha f folytonosan differencialhaté a C' konvex nyilt halmazon, akkor f
gradiense z-ben: Vf(z) = (aa—jl(a:), ce %(z))
A gradiens segitségével kiszamolhatjuk az irdnymenti derivaltat tetszéleges s irany-

ban:
i L@+ 28) = f(@)
A—+0 A

8.2.4. Tétel. Legyen C konvex, nyilt halmaz, f : C' — R folytonosan differencidlhato
fiigguény. Ekkor f konvex < tetszéleges x,y € C-re Vf(x)T(y —x) < fly) — f(z) <
Vi (y - ).

=V f(zx)"s.
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Bizonyitas. =: f(z+ (1 - Ny —2)) = fOx+ (1 = XNy) < Af(x)+ (1= N)f(y).

Ekkor 11—\
Jat 0N ) I & )~ po)

Ha A — 1, akkor a baloldal tart az irdnymenti derivilthoz az x pontban, azaz
Vf(x)T(y — x)-hez. A masik egyenl6tlenséget ugyanigy bizonyithatjuk z-et és y-t
felcserélve.

«: Tetsz6leges z,y € C-re Vf(x)'(y —x) < Vf(y)T(y — x). Ekkor tetszéleges
0 < A < Ag < Iszémokra: Vf( Az +(1—X2)y) (z—y) < VI (uz+(1- )y) (z—y)
Ezek szerint ¢’()\) monoton névs, tehat ¢ konvex, és igy f konvex. e

Definici6é (Hesse matrix). Legyen C konvex és nyilt halmaz, f kétszer folytonosan
differencialhato fiiggvény a C' halmazon. f Hesse métrixa: (V2f(z));; = O f ().

ij = Ox;0x;

8.2.5. Tétel. Ha f kétszer folytonosan differencidlhatd, akkor konver < V2 f(x) po-
zittv szemidefinit minden x € C'-re.

Bizonyitas. =: 2 € C,y € C, s =y —x. Ekkor sTV2f(z)s = ¢”(0). A konvexitasbol
kovetkezik, hogy ¢”(0) > 0, hiszen ¢ monoton névé. A C' halmaz nyilt, igy tartalmaz
z koriili gdmbét, ezért sTV?f(x)s > 0 Vs € R, tehat V2 f(z) pozitiv szemidefinit.

<0 < sV2f(x+ As)s = ¢"(N). gy ¢ > 0 VA € [0,1] = ¢ monoton névs = f
konvex. o

8.3. Feltétel nélkiili optimalizilas

Definici6. Az f : C' — R fiiggvénynek = € C' lokalis minimuma, ha 9 ¢ > 0 amire
f(z) > f(z) Vo € B(z,e) N C, ahol B(z,¢) az T koriili € sugara gémb.
T € C globalis minimum, ha f(z) > f(z) Yz € C.

8.3.1. Tétel. Ha f konvex és T lokdlis minimuma f-nek, akkor globdlis minimuma is.

Bizonyitas. f(r) < f(Z) = f(Ax+(1=N)T) < Af(2)+(1=N)f(Z) < f(T) tetszbleges
0 < XA <1 esetén. Tehat x tetszéleges kornyezetében van kisebb értéki pont. e

8.3.2. Tétel. Legyen C nyilt, konvex halmaz, és f konvez, folytonosan differencidlhato
figgvény C-n. Ekkor T globdlis minimum < V f(z) = 0.

Bizonyitas. <: legyen z € C tetsz6leges. Ekkor

0=Vf(@) ' (x-2) < [fl@)-f@)=flr)=f(@)
~~
B24 tétel
=: tetszbleges s € R™re: f(Z 4+ As) > f(Z) ha X elég kicsi (z + As € C). Ek-
kor w > 0 tart az irdnymenti derivilthoz: V f(z)Ts-hez ha A — 0. Tehat
Viz)'s>0VseR"= Vf(z)=0. e
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Definicié. A C konvex halmaz relativ belseje
rint(C) = {z € C': tetszbleges y € C-re Ja' € C és 0 < A < 1: o = X' + (1 — Ny}
A C halmaz relativ nyilt, ha C' = rint(C).

8.3.3. Tétel. Legyen C' relativ nyilt, konver halmaz, és f konvex, folytonosan diffe-
rencidlhato figgvény C-n. Ekkor T globdlis minimum < V f(7)Ts =0 Vs € lin(C).

Bizonyitas. <: legyen = € C tetsz6leges. Ekkor
0=Vfi@) (z-2) < flx)-f(@)=fl2)>f(2)
—— =~
elin(Cc) B24l tetel

= tetszbleges s € lin(C)-re: ha A elég kicsi, akkor  + As € C, tehat f(z + As) >
f(z). Ekkor w > 0 tart az iranymenti derivalthoz, V f(Z)s-hez ha A — 0.
Tehat Vf(Z)s > 0 Vs € lin(C). o

8.4. Feltételes optimalizalas
A konvex optimalizalasi (KO) feladat a kévetkezd:

min f(z)
rel
gi(z) <0 (1=1,...,m),

ahol C' C R™ konvex, és f, g; (i = 1,...,m) konvexek C-n és folytonosan differencial-
hatéak C egy nyilt kornyezetében.

Definicié. A megengedett megoldasok halmaza C, = {x € C : gi(z) < 0 (i =
L,...,m)}.

A megengedett megoldasok halmaza konvex, mivel konvex fiiggvény szinthalmazai
konvexek, és konvex halmazok metszete is konvex.

Megjegyzés. Altalaban C, nem relativ nyilt (ha az, akkor az optimalitas sziikséges és
elégséges feltétele, hogy a gradiens merdleges legyen lin(Cy)-re). Példaul n =m = 1,

flz) =
gx)=1—z
C=R

Definici6é. Az z pontban a megengedett irdnyok kupja

K(z) ={seR": 3¢ >0: tetsz6leges 0 < X\ < e-rax+ As € C,}.
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K(x) tulajdonsagai:

i) K(x) konvex kup;

ii) K(z) csicsos < x extremalis pontja Cy-nek;
i) K(z) C lin(C,);

iv) K(z)=1in(Cy) < = € rint(C,)

8.4.1. Tétel. T optimdlis megolddsa a (KO) feladatnak < V f(z)Ts > 0 Vs € K()

Bizonyitas. <: Legyen 7 # x € Cy, s = x — . Ekkor s € K(z). Tudjuk, hogy

=: Legyen s € K(Z). Ekkor definici6 szerint 3¢ > 0: ) :=Z+As € C, V0 < A < e.
fxy) > f(7) = {2000 > 0 Ha A — 0, akkor0<m—>Vf( )T's

8.4.1. A Karush-Kuhn-Tucker tétel

Feltételes optimalizalas esetén is hasznos lenne a globalis optimumot a gradiensekkel
jellemezni, azaz a Vf(x), Vg;(x) (i = 1,...,m) vektorok ismeretében eldénteni, hogy
x globélis optimum-e. Sajnos van arra példa, hogy két feladatban adott x pontra a
Vf(x), Vgi(z) (i =1,...,m) értékek megegyeznek, de az egyikben x globalis optimum,
a masikban pedig nem.

(a) (b)
A fenti példaban az (a) feladatnal és a (b) feladatnél a gradiensek 0-ban ugyanazok,
de mig (a)-nal —oo az infimum, addig (b)-nél C, = {0}, tehat az optimum 0.

Definicié. A (KO) feladatnak x Slater pontja, ha
i) z € rint(C),
i) gi(x) <0 (i=1,...,m),

iii) g;(z) < 0 ha g; nemlinearis.

www.tankonyvtar.hu (© Frank Andras és Kirdly Tamas, ELTE


http://www.tankonyvtar.hu

8. fejezet. Konvex optimalizalas 175

A (KO) feladat Slater regularis, ha van Slater pont.

Az el676 példanal (a) esetben tetszéleges (z1,0) pont Slater pont, tehat a feladat
Slater regularis, mig a (b) esetben nincs Slater pont, mert 0 az egyetlen megengedett
pont, ami nem teljesiti a i) tulajdonsagot: go(0) = 0, de go nemlinearis.

8.4.2. Tétel (Karush-Kuhn-Tucker). Legyen C' relativ nyilt és (KO) Slater reguldris.
Ekkor z € C, optimdlis megolddsa a (KO) feladatnak < 3u; > 0 (i = 1,...,m):
p; =0 ha g;(z) <0, és

Vf(z)+ Z 1;:Vg;(Z) merdleges lin(C')-re.
i=1

Bizonyitas. <: Legyen I = {i € {1,...,m} : ¢g;(z) = 0}. Vegyiink egy tetszsleges
s € K(z) vektort, ami persze lin(C')-ben van. Ekkor tudjuk, hogy

0=s"(Vf(@)+ Z wVi(7)) = s"VI(Z) + Z pis' Vgi(z).

De >0 jisTVgi(z) < 0 mert D1 puisTVgi(T) = Y, s’ Vgi(Z), és i € I esetén
sTVg;(z) < 0, mert s megengedett irany és g;(z) = 0. Tehat 0 < sTVf(z) = =
optimélis megoldés.

= Indirekt tegyiik fel, hogy #u; > 0,4 € I amire Vf(2)+ >, ; 1t:Vg:(Z) mercleges
lin(C)-re. A Farkas lemma szerint ekkor Jv € lin(C):

vIVgi(z) <0 (iel),
IV f(z) < 0.
Legyen x*® Slater pont. Ekkor g;(x*) < 0 Vi, igy

e haicl: gi(2°) —g:(2) <0 = Vg(z)(2*—1) <0,
<0 -0 g; konvex

e ha i € [ és g; nemlineéris: g;(z°) < 0= Vg;(z)(z* — ) <O0.
Legyen s = v + §(z® — &), 0 > 0. Ekkor tudjuk:

e s lin(C),

e i €1 esetén Vg;(z)s” <0,

e hai € I és g; nemlinearis: Vg;(7)s? < 0,

e clég kicsi d-ra Vf(7)sT < 0, mert Vf(z)vT < 0.

Valasszuk 0-t ilyen kicsinek. Az igy kapott s segitségével talalhatunk egy z-nal kisebb
értékid megengedett pontot. Elég kis £ > 0-ra a kovetkez6k mind teljesiilnek:

e T +es € C (mert C relativ nyilt),
o [(z+es) < f(7),
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e i € [, g; nemlinearis: g;(T + es) < g;(z) =0,
o ic I, g linearis: g;(z +es) < gi(z) =0,
e hai¢ I: g;(T +es) <0 mert g;(Z) <0 és g; folytonos fiiggvény.

Tehat 2 +es € C, és f(T +es) < f(Z), azaz T nem optimalis. e

8.4.2. Lagrange dudlis

A kovetkezdkben a linearis programozas dualitas-tételének konvex altalanositasat fog-
juk bebizonyitani a Karush-Kuhn-Tucker tétel segitségével. Ehhez elészor definidljuk a
Lagrange fliggvényt, amit ugy is tekinthetiink, hogy a g;(z) < 0 feltételek megsértését
valamilyen szorzoval (linearisan) biintetjiik. A linearitas miatt viszont jutalmazni kell,
ha a feltételek béven teljesiilnek.

Definicié (Lagrange fiiggvény). x € C-re és p € R7-re

L(w, p) = f(z) + Zﬂigi(x)

A Lagrange fiiggvény tulajdonsagai:
i) Ha 2 € C, akkor L(z, ) < f(z);
ii) Ha x € C'\ C, akkor 3p: L(x, ) > f(x);

Adott p-re legyen L(p) := inf{L(z,u) : x € C}. Az els§ tulajdonsagbél kovetke-
zik, hogy L(p) < infyec, f(x). Az L(p) érték kiszamolasa egy feltétel nélkiili konvex
optimalizalasi feladat.

Definici6. A SUD e L(p) feladatot Lagrange dualis feladatnak nevezziik.

8.2. Feladat. Mutassuk meg, hogy a Lagrange dudlis feladat is eqy konvex optimalizd-
last feladat.

8.4.3. Tétel (Gyenge dualitas). Ha L(i) = f(z), p € R, z € Cy, akkor T optimalis

megolddsa a (KO) feladatnak, és i optimdlis megolddisa a Lagrange dudlis feladatnak.
Bizonyitas. L(u) < f(Z) = L(i) < f(x) tetszbleges p € R-ra és x € Cy-re. o

8.4.4. Tétel (Erés dualitas). Ha C relativ nyilt, a (KO) feladat Slater reguldris és T

optimdlis megoldds, akkor 3 € R, amire L(f1) = f(Z).

Bizonyitds. Ha 7 optimalis, akkor a Karush-Kuhn-Tucker tétel szerint du € R,
amire

(1) Vf(z)+ > ", 1:Vg: () mersleges lin(C')-re;

(2) ha g;(z) < 0, akkor fi; = 0.
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Elgszor belatjuk, hogy & optimalis megoldéasa a ming,cc L(x, i) feladatnak, azaz L(g) =
L(z, ).

A mingee L(x, i) feladat konvex fiiggvény minimalizalasa relativ nyilt halmazon.
Tudjuk, hogy Z optimalis < V,_; L(z, 1) meréleges lin(C')-re.

Ve L(7, 1) = Vaz(f(7) + Zﬂigi(x)) =Vf(T)+ ZﬂiVQi(f)

ami merdleges lin(C)-re (1) szerint.
Ezutan belatjuk, hogy L(Z,i) = f(z). Definicio szerint L(Z,1) = f(T) +
> i1 Higi(z). De 37, fiigi(z) = 0, mert

e (2) szerint: ha g;(z) < 0, akkor fi; = 0;
e zcl=g(z)<0Vie{l,...,m}.

Tehét belattuk, hogy L(i) = L(Z, 1) = f(Z). ®

Megmutatjuk, hogy linearis programozasi feladat esetén ez a tétel tényleg az erds
LP dualitasnak tétel) felel meg. Tekintsiik az R := {z : Qx < b} nemiires
poliédert, ahol () € R™*"™ és legyen ¢ € R" a maximalizédlando célfiiggvény. A mostani
jeloléseinkkel f(z) = —cTx és g;(x) = ¢;.x — b;, tehat

. —00 ha p"'Q # "
L(p) = inf —Tz+ p1T(Qe—b) =14 ’
) = @z =0) {—MTb ha p'Q = .

A feladat Slater-regularis, mert R nemiires és minden g; linearis. Ha Z optimalis
megoldas, akkor a fenti tétel szerint létezik i € R, amire L(j1) = f(Z). Ez pont
azt jelenti, hogy ir'Q = ¢!, tehat 1 megoldésa a dudlis feladatnak, és u7b = cT'z.

8.5. Megoldasi moédszerek

Konvex programozasi feladatokat altalaban nem lehet a szimplex modszerhez hasonlo
mo6don megoldani, mert az optimum nem feltétleniil éretik el extremélis pontban, és ha
igen, akkor is lehet végtelen sok extremalis pont. Ennek ellenére a konvexitas sokat segit
a megoldhatosagban, és fontos speciélis eseteket (példaul a szemidefinit feladatokat)
meg lehet oldani polinom idében. Az aldbbiakban néhany egyszerii dltalanos modszert
ismertetiink, amik konvergalnak az optimumhoz.

8.5.1. Megengedett csokkenési irany keresése

Definicio. Az s vektor megengedett csokkenési irany x°-ban, ha 3= > 0, hogy
tetszdleges 0 < A < e-ra f(2° + \s) < f(a°) és 2 + A\s € F.
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Megengedett csokkenési irany 2%-ban a kiovetkezs LP feladat megolddsaval kereshe-
t6:

max u
Vi) 's+u<0
Vgi(x) s +u <0 ha g;(z°) = 0 és g; nem linearis,
Vi(z°)Ts <0 ha g;(z°) = 0 és g; linedris,
u>0
-1<s;<1 (j=1,...,n),
s € lin(C)

8.5.1. Allitas. Ha 3(s, u) megoldds, aholu > 0, akkor s megengedett csékkenési irdny.

Bizonyitas. Vf(z°)Ts < 0, tehit s csokkenési irany. Masrészt Vg;(2°)Ts < 0 ha
gi(2°) =0, és Vg;(2°)Ts < 0 ha g; nemlineéris, tehat s megengedett irdny. e

8.5.2. Allitas. Ha a feladat Slater requldris, akkor ha x° nem optimdlis, akkor (s, u)
megoldds, amire u > 0.

Bizonyitas. Ha z° nem optimalis, akkor Jv € lin(C):

vIVg(Z) <0  (i=1,...,m),

vV f(z) < 0.
Legyen z* Slater pont. Ekkor g;(z°) < 0 Vi, igy

e ha g;(z) =0: g;(2°) —g:(7) <0 = Vyg(z)(z*—7) <0.
<0 -0 g; konvex

e ha g;(Z) = 0 és g; nemlinearis: g;(z°) < 0= Vg;(Z)(z* — ) < 0.
Legyen s = v + 0(x® — &), § > 0. Ekkor tudjuk:
e s lin(C);
e ha g;(z) = 0, akkor Vg;(7)s” < 0;
e ha ¢;(Z) = 0 és g; nemlinearis, akkor Vg;(z)s? < 0;
e elég kicsi d-ra V f(z)s? < 0, mert V f(z)v” < 0.
Vialasszuk o-t elég kicsinek az utolsd feltételnek megfelelGen. Szorozzuk meg s-t egy

skalarral agy, hogy —1 < s; <1 Vj. Ehhez az s-hez vilaszthatunk megfelel u > 0-t.
[
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8.5.2. Gradiens moddszer

Legyen f : R™ — R konvex, folytonosan differencialhato fiiggvény. Ennek szeretnénk a
minimumat megtalalni. Tegyiik fel, hogy 2° € R" pontban vagyunk.

8.5.3. Allitas. 2°-ban az irdnymenti derivdlt a —V f(2°) irdnyban a legkisebb (azonos
normdji vektorok kéziil).

Bizonyitas. s iranyban az iranymenti derivalt: V f(z%)7s.

VIV = oy VI ()"

Tehat —V f(2°) a legmeredekebb csokkenési irany. e

Algoritmus
2 e R, k=0.

1. Kiszamoljuk s = —V f(2*)-t. Ha s = 0, akkor kész vagyunk.

[\

. Legyen A" = argmin, g f(z" + As).

w

. Legyen x"+1 = 2% + \Fs,
4. k:=k+ 1, és tovabb az 1. 1épésre.
8.5.4. Allitas. f(z"t1) < f(a¥)

Bizonyitas. s irAnyban az iranymenti derivilt: —V f(z*)TV f(2*) < 0. o

8.5.1. Tétel. Ha D = {z € R" : f(z) < f(2°)} kompakt, akkor az x° 2% 22, ...
tetszdleges T torloddsi pontja optimdalis megolddsa a feladatnak.

Bizonyitas. Vegyiink egy 27!, 272, ... — 7 konvergens részsorozatot. Mivel f folyto-
nos, ezért lim; .o f(27) = f(z) és lim;_o, Vf(2%) = Vf(Z). Legyen s = —Vf(Z).
Ekkor Vf(z)Ts <0és =0« s=0.

Masrészt: tetszdleges A > O-ra és i-re f(a+1) < f(z71) < f(29i — AV f(a%)). Az
i — oo hatardtmenet mutatja, hogy f(z) < f(Z + As) tetsz6leges A > 0-ra. Tehat
w > 0. Ha A — 0, akkor azt kapjuk, hogy Vf(7)Ts > 0= s=0= Vf(7) =
0 = x optimalis. e

8.5.3. Aranymetszés modszer

A fenti modszerben a \¥ = argminAer(xk—i-)\s) kiszdmolasdhoz meg kell oldanunk egy
egydimenziés konvex fiiggvény minimalizalasi feladatot. Persze ezt is csak kozelit6leg
tudjuk megoldani. Egy lehetséges megoldasi modszer az Aranymetszés modszer, ami
nem csak differencialhat6 fiiggvényekre alkalmazhato.

Legyen f konvex fiiggvény R-en. Az algoritmus egyre csokkend méreti intervallu-
mokat ad, amik garantaltan tartalmaznak optimélis megoldast. Minden 1épésben adott

lesz a; < B; < 7y < &;, amikre f(«;) > f(5i), f(vi) < f(6;), és
vi—a; 0 — S VB -1

(Si—Oéi_(si—OéiZQ:: 2 '
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Kiindulasként ¢ = 0-ra talalunk ilyeneket. A konvexitasbol kovetkezik, hogy van opti-
malis megoldas az [y, d;] intervallumban.
Az aranymetszés szabalya miatt az is teljesiil, hogy

Bi — 0 — i

Yi—ap 06— B I
Az altalanos lépésben osszehasonlitjuk az f(5;) és f(7;) értékeket. Két eset van:

e Ha f(B;) < f(7i): legyen

Qi1 = &
Biv1 = qo; + (1 —q)v
Yit1 = Bi
5z'+1 =%
e Ha f(83;) > f(7:): legyen
Qg1 = ﬁz
5z‘+1 =%
Yit1 = q0i + (1 — q)5;
St = 0;

Ko6nnyen ellendrizhetd, hogy az 1j pontok is teljesitik a feltételeket, az [ay, d;| interval-
lum hossza g-szorosara csokken, és csak egy 1j fliggvényértéket kell kiszamolni.

8.5.4. Newton méodszer

Tegyiik fel, hogy f : R™ — R kétszer folytonosan differencialhat6 konvex fiiggvény.
Legyen f méasodrendi kozelitése:

1) = F(a%) + VI () (2 — %) + 5 (0 — 2 9 (a) (& — 2°).

Ekkor V2q,0(x) = V2f(2°) pozitiv szemidefinit, mert f konvex, tehat g,o(z) konvex.
Minimalizaljuk g,o(x)-et:

T optimalis < V.0 (Z) =0

——
V1) 4 1 (a0) (3 2)
Tegyiik fel, hogy V?f(x°) invertalhato:
T optimalis < 7 = 2° — (V2 f(2°)) 'V ().

Algoritmus. Tegyiik fel, hogy f szigortan konvex (tehat V2f(z) pozitiv definit).
2 e R, k=0.

www.tankonyvtar.hu (© Frank Andras és Kirdly Tamas, ELTE


http://www.tankonyvtar.hu

8. fejezet. Konvex optimalizilas 181

1. Kiszdmoljuk V f(z*)-t és V2f(a*)-t. Ha V f(2*) = 0, akkor kész vagyunk.
2. okt = gk — (V2 f(2F)) IV f(a®).
3. k:=k+1 és tovabb az 1. lépésre.

Megjegyzés. Az egydimenzios esetben zFl = 2k — %

Megjegyzés. Ha V2f(z*) nem invertdlhato, akkor vegyiik helyette V2f(z*) + al-t
valamilyen megfelelGen valasztott a-ra.
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