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1. T-kotések, T-vagasok

Legyen G = (V, E) egy Osszefiiggs iranyitatlan graf, és legyen T C V' egy péaros elemszamu cstcshal-
maz (a terminalok halmaza)

Definicio. Az F' C F élhalmaz T-kotés, ha dr(v) pontosan akkor paratlan ha v € T. Egy [U,V \ U]
vagas T-vagas, ha T'N U péaratlan.

1. Feladat. Mutassuk meg, hogy minden 6sszefiiggd grafban van T-kétés. Mutassuk meg, hogy ha F
T-kités és U,V \ U] T-vdgds, akkor F N o(U) pdratlan.

Minimalis stalya T-kotés keresésével itt nem foglalkozunk, ez a téma a Kombinatorikus Opti-
malizalasi Struktiardk jegyzet elsé fejezetében szerepel. Minimalis silyu T-vagas a Gomory-Hu fa
segitségével talalhato, a kovetkezd tételnek koszonhetGen.

Legyen G = (V, E) 6sszefiiggs iranyitatlan graf, ¢ € RY élsalyokkal. Legyen H a Gomory-Hu fa
v € RY élsulyokkal, és e € H-ra jelolje U, a H — e egyik komponensét. A Gomory-Hu fa definicidja
szerint tetszGleges u, v € V-re igaz, hogy ha e € H az egyik minimalis v-silya ¢l az u—v tton H-ban,
akkor [U,, V '\ U.] minimélis c-stlyn u — v vagas, és d.(U) = 7.

1. Tétel. Legyen T eqgy pdros termindl-halmaz. Legyen e € H minimdlis sulyi olyan él, amire U.N'T
paratlan. Ekkor [U.,V \ U.] minimdlis sulyd T-vdgds G-ben.

Bizonyitds. Legyen G' = (V,E'U H), és definidljunk a ¢ : EU H — R, sulyozast ugy, hogy E-n
megegyezik c-vel, H-n pedig 0. Vilagos, hogy G-ben és G'-ben ugyanazok a halmazok hataroznak
meg T-vagast, és a stlyuk is ugyanaz. Legyen [U,V \ U] egy minimadlis stalya T-vagas.

Legyen J C H azoknak az f € H éleknek a halmaza, amikre [Uf, V' \ Uf] T-vagas. Koénnytd
ellendrizni, hogy J egy T-kotés G'-ben, azaz pontosan T' pontjaiban paratlan a fokszama. Mivel G'-
ben egy T-kotésnek és egy T-vagasnak mindig paratlan sok kozos éle van, létezik e = uv € A(U)NJ.
Ekkor egyrészt (U, V \ U.] T-vagés, masrészt d.(U,) < d.(U), hiszen a Gomory-Hu fa tulajdonsagai
miatt [U,, V' \ U] minimalis silyt u — v vagas, és [U,V \ U] is egy u — v vagas. Azt kaptuk tehat,
hogy [U., V' \ U.] minimalis sulya T-vagas. O

A kovetkezSkben a T-kotések és T-vagasok poliédereivel foglalkozunk. A kiindulasunk Seymo-
ur tétele a minimalis méretd T-kotésr6l paros grafban. Ennek bizonyitasa szerepel a jegyzetben
(2.2.6. Tétel), ugyhogy itt csak kimondom:

2. Tétel (Seymour, Jegyzet 2.2.6. Tétel). Fgy G dsszefiiggd pdros grifban egy T-kités minimdalis
elemszdama eqyenld az élidegen T'-vdgdsok maximdalis szdmduval. ]

Legyen P = {U C V : |UNT| paratlan}. Legyen P a T-kotések poliédere, azaz a T-kotések
karakterisztikus vektorainak konvex burka. Poliéderes szempontbdl kicsit kénnyebb kezelni ennek
fels6 burkat:

Q=P+RY={zeR":3ye P y<a}


https://web.cs.elte.hu/~frank/jegyzet/kombopt/kombo.2013.pdf
https://web.cs.elte.hu/~frank/jegyzet/kombopt/kombo.2013.pdf

3. Tétel. A kivetkezd rendszer %—TD], és a T-kotések felsd burkdt irja le:
Q={rcR¥ :2>0, d(U)>1VYU € P}.

Bizonyitds. Minden T-kotés kielégiti a feltételeket, tehét a konvex burkuk is. A mésik iranyhoz be-
latjuk, hogy tetszéleges nemnegativ racionalis c-re a min{cz : = € @} feladatnak van egész optimalis
megoldasa. Ezt elég belatni olyan c-re, aminek minden komponense paros szam. A duélis feladat:

max ZyU:yZO, Z yu <c.Vee E
veP U:ecd(U)

Konstrualjunk G-bdl egy G’ grafot ugy, hogy minden e élt egy ¢, hosszi tttal helyettesitiink. Seymour
tételét alkalmazva erre a paros grafra, van egy « szam, hogy G’-ben van o méreti T-kotés és « élidegen
T-vagas. A T-kotésbdl kapunk egy « silya F' T-kdtést G-ben, a T-vagasokbol pedig kapunk o darab
T-vagast G-ben gy, hogy az e él legfeljebb ¢, darabban szerepel. Legyen y; az U multiplicitdsa ezek
kozt a vagasok kozt; y igy megengedett dualis megoldas, a célfiiggvény-értékkel. Ebbdl kovetkezik,
hogy F' karakterisztikus vektora optimalis c-re a ) poliéderen.

A bizonyitasbol az is latszik, hogy paros c-re van egész optimalis dudlis megoldas, tehéit a rendszer
%—TDI. m

Megjegyzés. Maga a T-kotés poliédernek is van kezelhet§ leirasa, de a fentinél kicsit bonyolultabb
feltételek is kellenek.

Felvet6dik a kérdés, hogy a T-vagéasok fels6 burka is hasonléan egyszertien leirhato-e. ElGszor is
vegyiik észre, hogy a T-kotésekkel ellentétben a T-vagasok poliéderére nem varhato kezelhets leiras,
mert a maximalis s—t vagas feladat NP-nehéz. Ezért talan meglepd, hogy a felsé burok leirasat egybél
megkaphatjuk a 3| Tételb6l. Ehhez azonban el6szor meg kell ismerkedniink a blokkol6 poliéderek
elméletével.

2. Blokkol6 poliéderek

Legyen a V alaphalmazon £ egy Sperner-rendszer, azaz egy olyan hipergraf, aminek nincs két egyméast
tartalmazo hiperéle.

Definicio. Az £ blokkere az a hipergraf, ami az {Y C V : | X NY| > 1 VX € £} tartalmazésra
minimalis elemeibdl all. Ezt a hipergrafot B(E)-vel jeloljiik.

2. Feladat. Mutassuk meg, hogy a tartalmazdsra minimdlis T-kotések Sperner-rendszerének blokkere
a tartalmazdsra minimdlis T-vdgdsok rendszere.

3. Feladat. Legyen az alaphalmazunk eqy dsszefiiggd iranyitatlan grdaf élhalmaza. Mi a tartalmazdsra
minimdlis (azaz elemi) vdgdsok Sperner-rendszerének blokkere?

4. Feladat. Legyen az alaphalmazunk eqy irdnyitott grdf élhalmaza. Mi az r-gyokerd fenydk Sperner-
rendszerének blokkere?

5. Feladat. Legyen az alaphalmazunk eqy irdnyitott grdf élhalmaza. Mi az s — t utak Sperner-
rendszerének blokkere?

Vilagos, hogy B(E) is Sperner-rendszer. Vegyiik észre, hogy az iires hipergrafnak a blokkere az
egyetlen, iires hiperélbdl allo ,hipergraf”, és forditva. Altalaban igaz a kdvetkezo:

4. Lemma. Tetszdleges £ Sperner-rendszerre B(B(E)) = &.



Bizonyitds. A blokker definici6ja szerint minden X € E-re és Y € B(E)-re teljesiil hogy | X NY| > 1.
A masik irdny bizonyitasahoz legyen Z egy olyan halmaz, aminek nincs E-beli részhalmaza (6 maga
sem az). Ekkor Y = V'\ Z-re igaz, hogy | X NY| > 1 minden X € &-re. A blokker definicidja szerint
tehat létezik Y/ C Y, hogy Y' € B(E), igy Z ¢ B(B(E)). O

A & Sperner-rendszerhez tartozo fedési poliéder
Puo(E) ={z € R :2 >0, i(Z2) > 1VZ € &}.

Vilagos, hogy P, (E) binaris elemei koziil azok cstcsok, amik B(E)-beli halmazok karakterisztikus
vektorai. P.,,(E) pontosan akkor egész poliéder, ha nincs més csicsa, azaz csticsai pontosan a B(E)-
beli halmazok karakterisztikus vektorai. A kovetkezd tétel mutatja, hogy milyen szoros kapcsolat
van & és B(E) fedési poliédere kozott.

5. Tétel. P.,,(£) pontosan akkor egész poliéder, ha P..,(B(E)) az.

Bizonyitds. Legyen P, = P, (E) és Py = P.o(B(E)). Mivel B(B(E)) = &, elég belatni, hogy ha Ps
nem egész poliéder, akkor Py sem az. Ha P, nem egész poliéder, akkor van olyan ¢ € QY és z* € P,
hogy cz* < 1, de ¢(Z) > 1 minden Z € E-re. Az utébbi azt jelenti, hogy ¢ € P;. Tekintsiik Pj-en
ac = (2%)T célfiiggvényt. Mivel 2* € P, ¢y > 1 minden egész pontjara Py-nek, de ¢’ < 1, igy P,
nem egész poliéder. O

6. Kovetkezmény. Legyen G dsszefiiggd graf, T pdros termindlhalmaz, és jelolje F a tartalmazdsra
minimdlis T-kitések Sperner-rendszerét. A kivetkezd rendszer a T-vdgdsok felsd burkdt irja le:

{r eR” :2>0,%(F) > 1VF € F}.

Bizonyitds. A3 Tétel értelmében a T-vagasok fedési poliédere egész. Mivel a T-vagasok rendszerének
blokkere a T-kotések rendszere, az |5l Tétel szerint a T-kotések fedési poliédere is egész, azaz csicsai
a T-vagésok karakterisztikus vektorai. Ezért a T-kotések fedési poliédere megegyezik a T-vagasok
fels6 burkaval. O

Megjegyzés. Az £ Sperner-rendszert idedlisnak nevezziik, ha P, () egész poliéder. Az [f] Tétel
azt mondja ki, hogy £ pontosan akkor idealis ha B(£) az. Ezen tul érdekes kérdés az is, hogy a
min{cr : x € RV, 2z > 0, 2(Z) > 1 VZ € £} rendszer mikor TDI; az ilyen hipergrafokat Max-
Flow-Min-Cut tulajdonsagtinak nevezziik. Itt méar nem igaz, hogy ha egy hipergréf ilyen, akkor
a blokkere is (feladat: konstruéaljuk példat). A teriilet egyik legrégebbi nyitott kérdése a Replikacios
Sejtés: igaz-e, hogy ha minden {0, 1, co}-értéki célfiiggvényre van primal és duél egész optimaélis
megoldas, akkor a hipergraf Max-Flow-Min-Cut tulajdonsaga?

6. Feladat. A kordbbi feladatokban szerepld rendszerek kézil melyek idedlisak?

3. Antiblokkol6 poliéderek

Ahogy az el6z6 fejezetben, legyen a V' alaphalmazon £ egy Sperner-rendszer.

Definicié. Az £ antiblokkere az a hipergraf, ami az {Y CV : [ X NY]| < 1VX € £} tartalmazasra
maximalis elemeibdl all. Ezt a hipergrafot A(E)-vel jeloljiik.

7. Feladat. Mutassuk meg, hogy eqy grdafban a tartalmazdsra maximdlis klikkek Sperner-rendszerének
blokkere a tartalmazdsra maximdlis stabil csicshalmazok rendszere.

Vilagos, hogy A(E) is Sperner-rendszer. A blokkerek esetével szemben azonban itt nem igaz,
hogy A(A(E)) = £. Példaként tekinsiink egy haromszoget, azaz € = {{u, v}, {v,w}, {w,u}}. Ekkor

A(€) = {{u}, {v}, {w}}, és 1gy A(A(E)) = {{u, v, w}}.



Definici6. Az £ Sperner-rendszer konform, ha tetszéleges legaldbb kételemi U C V-re igaz a
kovetkez6 tulajdonsag: ha {u, v} része E-beli halmaznak minden u,v € U-ra, akkor U is része E-beli
halmaznak.

Az £ Sperner-rendszer perfekt, ha a

Pouek(E) ={x € RY :2>0, 2(Z) < 1VZ € &}
pakolasi poliéder egész.

A definiciobol kovetkezik, hogy minden £ konform Sperner-rendszerhez létezik egy olyan G () graf
V csticshalmazzal, aminek a tartamlazésra maximalis klikkjei pont € elemei: G(E) élei legyenek azok
a parok, amik részei £-beli halmaznak. A konformités miatt minden klikk része £-beli halmaznak;
méasrészt ha U nem klikk, akkor nem lehet £-beli, hiszen van U-beli pontpar ami nem része E-beli
halmaznak.

Be fogjuk latni, hogy a perfekt Sperner-rendszerek pontosan azok, amikre G(E) perfekt graf.
Ehhez tobb fontos tételen 4t vezet az ut.

7. Lemma. Ha &£ perfekt, akkor konform.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy £ nem konform, és vegyiink egy tartalmazasra minimdlis U halmazt,
ami megsérti a konformitas feltételét. Ekkor nyilvan |U| > 3, és minden u € U-ra U — u része

E-belinek, de U maga nem. Legyen x = |U‘l_1XU- Ekkor € P,u(&), és (U) > 1, de 2(U) < 1

minden z € Py, (E) N ZY-re, ami bizonyitja, hogy Ppex(E) nem egész poliéder. O

Konform esetben méar hasonlok igazak, mint blokkereknél (s6t, még tébb is, mint latni fogjuk).
8. Lemma. Tetszdleges konform £ Sperner-rendszerre A(E) is konform, és A(A(E)) = E.

Bizonyitds. Mint lattuk, & megfelel a G(E) graf tartalmazasra maximalis klikkjeinek, igy A(E) a
G(€) tartalmazasra maximalis stabil halmazaibol all, ami konform. Ennek antiblokkere megint a
maximalis klikkek halmaza. O

9. Tétel. Ha Py, (E) egész poliéder, akkor Po,x(A(E)) is az.

Bizonyitds. Nyilvan elég azt az esetet nézni, amikor £ konform. Legyen P, = P (€) és P, =
Pk (A(E)). Ha P, nem egész poliéder, akkor van olyan ¢ € QY és z* € P, hogy cz* > 1, de
&(Z) < 1 minden Z € E-re. Az utobbi azt jelenti, hogy ¢! € P;. Tekintsiik P-en a ¢ = (2*)7
célfiiggvényt. Mivel 2* € P, 'y < 1 minden egész pontjara Pj-nek, de c’c’ > 1, igy P, nem egész
poliéder. O

Az el6z6 fejezet végén emlitettiik a fedési poliéderekre vonatkozd Replikicids Sejtést. Ennek
pakolési poliéderekre vonatkozod megfelelGje az tigynevezett Replikacios Lemma, amit Lovasz Laszlo
bizonytott. Az aldbbiakban beldtjuk ezt a lemmat, és segitségével a Gyenge Perfekt Graf Tételt is.
Tekintsiik a kovetkezd primal-duél part.

max{cz:x € RV, 2>0, #(Z) <1VZ € &}, (LP)
min{ZyzzyeRg,yZO, Z yzchVUEV}. (D)
A ZeEWEZ

10. Tétel (Replikicios Lemma). Ha egy € konform hipergrifra tetszdleges ¢ € {0,1}V esetén (LP))-
nek és @-nek is van egész optimalis megolddsa, akkor az (LP|) rendszer TDI.

Bizonyitds. ||c|1 szerinti indukciéval belatjuk, hogy tetszdleges ¢ € ZY esetén (LP)-nek és (D])-nek
van egész optimélis megoldasa; ¢ € {0,1}" esetén ezt tudjuk, tehat feltehetjiik hogy van v € V amire
¢y > 2. Jelolje OPT, az (LP) optimum-értékét.



Legyen ¢}, = ¢, — 1, és ¢, = ¢, ha v # u. Jeldlje (LP)’ és (D)’ a c-re vonatkozo feladatokat. Az
indukcios feltevés szerint ¢’-re vannak egész optimalis megoldésok; /—nek az optimalis megoldasai
tehat A(E) azon hiperélei, melyek silya OPT.. Két esetet kiilonboztetiink meg.

1. eset: Létezik X € A(E), amire ¢/(X) = OPT. ésu € X. Ekkor OPT,. > OPT. +1. Legyen ¢/
egy egész optimalis megoldasa @/—nek, és legyen 7' € £ tetszbleges amire u € Z'. Ekkor a kovetkezs
y optimalis megoldasa (D)-nek: yz = v} +1, yz = v kiilénben. A fenti X pedig optimélis (LP)-re,
hiszen stlya megegyezik a duél optimummal.

2. eset: X € A(E), d(X) = OPTy esetén u ¢ X. Legyen 3/ egy egész optimalis megoldésa
(D)"-nek, és valasszunk egy Z' € &-t, amire u € Z' és yl, > 0 (ilyen van, mert ¢, > 0). Legyen
adl=d —1lhaveZ—-ueésd >0,é d =c, kilonben. Ha X € A() és ¢(X) = OPT., akkor
egyrészt | X N Z'| = 1 az optimalitasi feltételek miatt, masrészt u ¢ X a 2. eset feltevése miatt,
harmadrészt ¢, = 0 esetén v ¢ X N Z" a v-re vonatkoz6d optimalitasi feltétel miatt. Igy azt kapjuk,
hogy OPT.» = OPT., — 1 < OPT. — 1. Legyen 3" egy egész optimalis megoldasa @"—nek. Ekkor
a kovetkezd y optimalis megoldéasa (D)-nek: yz = y% + 1, yz = y% kiilsnben. Az (LP)’ tetsz6leges
optimalis egész megoldasa pedig optimalis —re, hiszen silya megegyezik a dual optimummal. [J

A Replikacios Lemma segitségével belatjuk a perfekt grafok poliéderes jellemzését. Egy G grafra
legyen
P(G)={z €¢RY: >0, 2(S) <1 minden S stabil csicshalmazra}.

Emlékeztetsiil, egy graf perfekt, ha tetszéleges feszitett részgrafban a maximalis klikkméret és a
kromatikus szam megegyezik, azaz

w(GU]) = x(GU]) VU CV.
11. Tétel (Fulkerson, Chvatal). Egy G grdf pontosan akkor perfekt, ha P(G) egész poliéder.

Bizonyitds. Legyen G perfekt graf, £ a tartalmazasra maximalis stabil halmazok hipergrafja, és
c € {0,1}V. Legyen U = {v € V : ¢, = 1}. Az w(G[U]) = x(G[U]) tulajdonsag pont azt jelenti,
hogy c-re (LP)-nek és (D)-nek is van egész optimalis megoldasa. A Replikicios Lemma szerint tehat
TDL, igy Ppuck(E) = P(G) egész poliéder.

A masik irdanyhoz indirekt tegyiik fel, hogy G nem perfekt de P(G) egész, és legyen U egy
tartalmazasra minimalis csticshalmaz, amire w(G[U]) < x(G[U]). Legyen ¢ az U karakterisztikus
vektora. Mivel P(G) egész poliéder, a dualitas tétel miatt van y dudlis megoldas amire > yg =
w(G[U]). Ha ys > 0, akkor az optimalitasi feltételek miatt |S N K| = 1 minden K maximalis méret
klikkre G[U]-ban. Valasszunk egy tetszéleges ilyen S-et; ekkor

w(GU\ S)) <w(GU]) -1 < x(GU]) =1 < x(GU\ 5)),
ellentmondva U minimé&lis valasztasanak. O

12. Kovetkezmény (Gyenge Perfekt Graf Tétel). Egy G grdf pontosan akkor perfekt, ha komple-
mentere perfekt

13. Kovetkezmény. Egy £ Sperner-rendszerre a kovetkezdk ekvivalensek:
(i) € perfekt

(it) € konform és A(E) perfekt

(ii1) € konform és G(&) perfekt grif

(iv) Az rendszer TDI

Bizonyitds. A korébbi tételek egyszert kdvetkezményei:

° = : |§I Tétel



. = ({): [ Lemma, [§] Lemma, [11] Tétel
. = (iv): Replikacios Lemma,
3 = ({): A rendszer TDI-séga és a jobboldal egészsége miatt Pk (E) egész poliéder.

4. Szines Carathéodory tétel

Barany Imre bizonyitotta be a Carathéodory tétel kovetkezs altaldnositasat.

14. Tétel (Szines Carathéodory Tétel). Legyenek X; CR", Xo CR" ..., X,,11 CR" olyanok, hogy
0 € conv(X;) minden i-re. Ekkor létezik vy € Xy, ..., Un41 € Xpy1, hogy 0 € conv({vy, ..., vp41}).

Bizonyitds. Feltehets, hogy az Xi,..., X, 41 halmazok végesek. Legyen X = U'!'X;. Egy Y =
{v1,..., v} € X halmazt tarkdnak neveziink, ha léteznek kiilonb6z6 iy, . . ., i) indexek, hogy v; €

X, minden j-re. Legyen T' egy olyan legfeljebb n elemi tarka halmaz, amire conv(7") legkdzelebb van
az origobhoz. Ha 0 € conv(T), akkor kész vagyunk; ellenkezs esetben legyen «v a conv(T') tavolsaga a
0-t6l, és H a conv(T)-t és a B(0, ) gombot gyengén elvalaszto hipersik.

Legyen ¢ olyan index, ami nem szerepel az i;-k kozott. Mivel 0 € conv(X;), létezik v € X; a
H-nak a 0 felsli nyilt félterében. Ha 0 € conv(T + v), akkor kész vagyunk, hiszen T + v tarka,
tehat feltehetjiik, hogy nem ez a helyzet. Legyen w a conv(T + v) 0-hoz legkdzelebbi pontja. Mivel
conv(T + v) metszi a B(0,«) gomb belsejét, w kozelebb van 0-hoz mint 7. Méasrészt w rajta van
conv(T + v) egy legfeljebb n dimenzits oldalan, tehat 1étezik u € T, hogy conv(T — u + v) kizelebb
van 0-hoz mint 7', ami ellentmondas. O

Egy kicsit erGsebb tétel is bizonyithato egyszerid topologikus modszerekkel:

15. Tétel. Legyenek X; C R™", Xy C R”,..., X,,11 € R” olyan nemiires halmazok, hogy 0 €
conv(X;UX;) minden i # j-re. Ekkor létezikvi € X1,... 041 € Xpt1, hogy 0 € conv({vy,...,v,}).

Bizonyitds. A bizonyitas eleje azonos az el6z6 tételével; itt is legyen « a conv(T) tévolsaga a 0-tdl,
és H a conv(T)-t és a B(0,«) gdbmboét gyengén elvalaszto hipersik. Legyen H~ a H-nak a 0 felgli
nyilt féltere.

Ha az 7 index nem szerepel az ¢;-k kozott, és 1étezik v € X; N H~, akkor ugyanagy kész vagyunk
mint az el6z6 bizonyitasban. Ellenkezs esetben van n+1—k index amire X;NH ™~ = (). A feltevésiink
szerint ez csak k = n esetén lehetséges, rdadasul conv(7T) (n — 1)-dimenzios szimplex, jelolje S.

Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel hogy T' = {vy,...,v,} ahol v; € X; (5 € [n]). A feltevésiink
szerint X; N H™ # 0 (j € [n]); legyen v; € X; N H™ (j € [n]). Legyen w az S 0-hoz legkdzelebbi
pontja, azaz w = S N B(0, a); ekkor w € int(.5).

Legyen z € X, 11; az eddigiekbdl tudjuk, hogy z ¢ H~. Legyen L; a w iranyu félegyenes 0-bol,
és Lo a —z irdnyu félegyenes 0-bol. Figyeljiik meg, hogy L, w-ben metszi H-t, mig L, nem metszi.
Legyen L = Ly U Ly.

Tekintsiik az n-dimenzios 3, kereszt-politopot, aminek cstcsai e; (j € [n]) és —e; (j € [n]), és
jelolje 05, a hatarat. Létezik egy f folytonos leképezés 05,-1r6l egy @) szimplicidlis komplexusra gy,
hogy f(e;) = v;, f(—e;) =0} (j € [n]), és f linearis B, minden lapjara megszoritva. Kovetkezésképp
() minden szimplexe tarka, és a linearitas miatt int(S) pontjai csak az S szimplexben szerepelnek.

Legyen Q' = @ \ int(5). Ez egy (n — 1)-dimenziés gémbbel homeomorf szimplicidlis komplexus,
aminek hatara ugyanaz mint S hatara. Mivel LN S = {w}, 05 egy nem-osszehuzhato kor az R™\ L
topologikus térben.

Mivel 0Q" = 05, @' nem lehet diszjunkt L-t6l, hiszen Q-ben 0Q" Osszehtizhato. Legyen w' €
LNQ, éslegyen T a w'-t tartalmazd (Q-beli tarka szimplex csicshalmaza.

Ha w' € Ly, akkor w’ kozelebb van 0-hoz mint w, ellentmondasban T valasztasaval. Ha w' € Lo,
akkor 7" U {z} tarka, és 0 € conv(7T" U {z}). O
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